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August  Ferdinand  Möbius 

wurde  geboren  den  17.  November  1790  zu  Sehulpforta.  Er  hat 
seinen  Vater,  der  Tanzmeister  an  der  altberühmten  FUrstensehule 
war,  bereits  1793  verloren,  erhielt  die  erste  Erziehung  von  seiner 
Mutter  Johanne  Gatharine  Christiane  geb.  Keil  aus  Kötsehau  und 
von  seinem  unverheiratheten  Onkel  väterlicher  Seite,  ward  SchtUer 
der  Sehulpforta  von  1803  bis  1809,  und  bezog  die  Universität  Leipzig, 
um  nach  dem  Bathe  eines  väterlichen  Freundes  Jura  zu  studiren. 
Bald  folgte  er  ausschliesslich  seiner  Neigung  für  die  mathematischen 
Wissenschaften,  hörte  Vorlesungen  des  Mathematikers  von  Prasse, 
des  Physikers  Gilbert,  besonders  des  Astronomen  Mollweide, 
von  letzterem  mit  näherer  Freundschaft  beehrt.  Im  Mai  1813,  unter- 
stützt durch  ein  Reisestipendium,  wandert  er  aus  nach  Göttingen,  um 
bei  Gauss  weitere  astronomische  Studien  zu  machen,  und  kehrt  im 
April  1814,  als  Prasse  in  Leipzig  gestorben  war  und  durch  Mollweide 
ersetzt  werden  sollte,  nach  Leipzig  zurück  mit  der  Aussicht,  Moll- 
weide's  Nachfolger  an  der  Sternwarte  zu  werden.  Inzwischen  findet 
er  sich  veranlasst,  in  Halle  eine  kleine  Lehrerstelle  am  Pädagogium 
anzunehmen,  und  erhält  so  die  Gelegenheit,  bei  J.  F.  Pfaff  ein 
Privatissimum  über  höhere  Mathematik  zu  hören.  Es  erfolgt  nun  am 
11.  December  1814  die  Promotion  in  Leipzig  (ohne  Dissertation), 
^m  19.  April  1815  die  Habilitation  an  der  Universität  Leipzig  auf 
Grund  der  mathematischen  Abhandlung  De  peculiaribus  quibusdam 
aequatiotium  trigonometricarum  affeciionibus^  ferner  in  demselben  Jahre 
die  Herausgabe  der  astronomischen  Abhandlung  De  computandis  oc- 
cultaiionibus  fixarum  per  planelas  j  und  am  1.  Mai  1816  der  Antritt 
des  Amtes  als  ausserordentlicher  Professor  der  Astronomie  und  Ob- 
servator  an  der  Sternwarte  zu  Leipzig,  mit  der  Abhandlung  De 
mifiima  variatione  azimuthi  stellarum  circulos  parallelos  uniformiter 
describentium  und  einer  (nicht  gedruckten)  Rede  De  incrementis  ana- 
lyseos  per  astrofiomiam  subortis.    Der  neue  Astronom  der  Sternwarte 
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wurde  sofort  dnrch  ein  Reisestipendinm  in  den  Stand  gesetzt,  den 
Seeberg  bei  Gotha  zu  besuchen,  wo  ihm  Lindenau's  Freundschaft 
erwuchs,  und  die  Bekanntschaft  mit  Encke  und  Nicolai.  Auf  der 
weiteren  Reise  berührte  er  Coburg,  Nürnberg,  Stuttgart,  Tübingen, 
München,  Wien,  Ofen,  und  machte  die  Bekanntschaft  mit  Bohnen- 
berger,  Reichenbach,  Soldner,  Pasquich,  Littrow.  Nach  der 
Heimkehr  im  October  1816  bezog  er  die  Amtswohnung  in  der 
Pleissenburg ,  die  er  während  seines  Lebens  nicht  wieder  verlassen 
sollte.  Anfangs  stand  die  Mutter  ihm  zur  Seite,  bis  sie  1820  durch 
den  Tod  ihm  entrissen  wurde,  kurz  vor  seiner  Verheirathung  mit 
Fräulein  Dorothea  Christiane  Johanna  Rothe  aus  Gera,  geboren  den 
26.  Juli  1790.  In  glücklicher  Ehe,  welche  von  zwei  Söhnen  und 
einer  Tochter  gesegiiet  war,  lebte  er  bis  zum  Tode  der  geliebten 
Frau  1859,  später  verpflegt  von  einer  befreundeten  Dame  bis  zu 
seinem  Tode  den  26.  September  1868.  In  den  angegebenen  Epochen 
war  das  stille  bescheidene  fruchtreiche  Gelehrtenleben  enthalten, 
dessen  Andenken  diese  Zeilen  gewidmet  sind. 

Der  junge  Professor  wurde  auswärts  begehrt  als  Astronom  nach 
Greifswalde  1816  sogleich  nach  dem  Antritt  der  Leipziger  Professur, 
und  später  als  Mathematiker  nach  Dorpat  1819  kurz  vor  seiner  Ver- 
heirathung und  vor  dem  Tode  der  Mutter.  In  beiden  Fällen  siegte 
leicht  die  Anhänglichkeit  an  die  Heimath  und  an  das  gewohnte  Da- 
sein über  die  Anerbietungen  von  Ehren  und  auskömmlicheren  Ver- 
hältnissen. Die  Berliner  Academie  der  Wissenschaften  ernannte  ihn 
1829  zu  ihrem  correspondirenden  Mitglied,  aber  es  vergingen  dar- 
nach noch  15  Jahre ,  bis  eine  deutsche  Universität  den  inzwischen 
hochberühmt  gewordenen  ausserordentlichen  Professor  als  Ordinarius 
begehrte.  Als  die  Universität  Jena  nach  Fries' Tode  1844  Möbius 
berufen  hatte,  wurde  ihm  das  Verbleiben  in  der  geliebten  Heimath 
erleichtert  durch  die  Verwandlung  seiner  ausserordentlichen  Pro- 
fessur in  eine  ordentliche  Professur  der  Astronomie  und  der  höheren 
Mechanik,  und  durch  eine  bescheidene  Erhöhung  seines  bis  dahin 
wenig  angemessenen  Gehaltes. 

Die  Welt,  in  der  Möbius  sich  bewegte,  war  seine  Studirstube. 
seine  über  derselben  wohnende  Familie  und  ein  kleiner  Kreis  von 
Bekannten  und  Freunden.  Neben  seiner  Studirstube  befand  sich 
sein  Auditorium,  und  in  demselben  verschlossen  in  hohen  undurch- 
sichtigen Schränken  die  schöne  Bibliothek  der  Sternwarte.  Die  An- 
regung zu  seinen  Forschungen  findet  er  aber  zumeist  in  dem  reichen 
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Born  seines  ursprünglichen  Geistes.  Seine  Anschauungen,  die  Auf- 
gaben, welche  er  sich  stellt,  die  Lösungen,  welche  er  findet,  haben 
etwas  ungewöhnlich  Sinniges,  ungesucht  Ursprüngliches.  Er  arbeitet 
mit  ruhiger  Stetigkeit,  still  und  einsam,  fast  verschlossen,  bis  Alles 
in  die  rechte  Ordnung  gefügt  ist.  Frei  von  Ueberhastung,  fem  von 
Prunksucht  und  Anmassung,  lässt  er  die  Früchte  seines  Geistes 
reifen,  bis  er  nach  Horazischer  Frist  in  vollendeter  Form  sie  ver- 
öffentlicht. Ganz  anders,  als  es  in  Delambre's  Bericht  über  den 
Astronomen  am  Hofe  des  Königs  Louis  XIY.  lautet:    la  maniöre  de 

• 

Cassini  ötait  d'annoncer  longtemps  d'avance  ses  döcouvertes  en  les 
vantant  beaucoup  sans  donner  au  lecteur  le  moyen  de  les  appröcier. 

Ueberall  ist  in  Möbius'  Arbeiten  das  Bestreben  sichtbar,  seine 
Ziele  auf  kürzesten  Wegen,  bei  geringstem  Aufwand  von  Mitteln, 
durch  die  angemessensten  Mittel  zu  erreichen.  Nicht  nur  in  den 
Ergebnissen,  welche  die  mathematischen  Wissenschaften  bereichem, 
zeigt  sich  der  Meister,  sondern  auch  in  der  Auswahl  und  Hand- 
habung der  Mittel,  durch  welche  die  Sätze  der  Wissenschaft  be- 
gründet und  in  Verbindung  gebracht  werden.  Grandia  parvis  ist 
bei  Werken  von  künstlerischer  Vollendung  ein  besonderer  Vorzug, 
durch  welchen  die  von  Mob  ins  verfassten  Schriftwerke  sich  aus- 
zeichnen; denselben  Vorzug  hatten  auch  die  academischen  Vor- 
lesungen, in  welchen  Möbius  meist  auf  engere  Gebiete  sich  be- 
schränkte und  durch  seine  eigenthümlichen  Anschauungen  anregte. 
Da  es  nicht  in  Möbius'  Neigung  lag,  die  mathematische  Literatur 
gleichmässig  zu  verfolgen,  so  konnte  es  in  einzelnen  Fällen  ge- 
schehen, dass  er  auf  seinen  Wegen  fand  und  für  neu  hielt,  was 
Andere  auf  ihren  Wegen  vor  ihm  gefunden  hatten.  Seiner  bedäch- 
tigen Zurückhaltung  und  der  anspruchslosen  Form  seiner  Mit- 
theilungen ist  es  zuzuschreiben,  dass  auch  das  Entgegengesetzte  ein- 
trat, dass  Andere  in  den  Fall  kamen,  da  zu  ernten,  wo  Möbius 
gesäet  hatte. 

In  Möbius'  Arbeiten  sind  vier  Zeitabschnitte  erkennbar,  der  erste 
erstreckt  sich  von  1817  bis  zum  Erscheinen  des  barycentrischen 
Calculs  1827,  der  zweite  reicht  bis  zur  Statik  1837,  der  dritte  bis  zur 
Mechanik  des  Himmels  1843,  der  vierte  und  letzte  umfasst  die  statt- 
liche Reihe  von  Abhandlungen,  welche  in  den  Schriften  der  von 
Möbius  mitgegründeten  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften enthalten  sind  1846  bis  1865.  Aus  dem  ersten  Abschnitt 
ist   zunächst   nur   eine   kleine   1823    veröffentlichte   Schrift    zu    er- 
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wähnen,  »Beobachtungen  auf  der  Leipziger  Sternwarte  mit  Beschrei- 
bung der  neuen  Einrichtung  dieser  Sternwarte,  und  einem  Anhang 
geometrischen  Inhalts^.  Der  Anhang  zeigt  nämlich,  dass  Möbius 
1S23  bereits  in  Besitz  seines  barycentrischen  Galculs  und  in  den 
zweiten  Abschnitt  seines  Werkes  vertieft  ist.  Die  daselbst  ge- 
stellten neuen  geometrischen  Aufgaben  wurden,  wie  man  durch  die 
Astronomischen  Nachrichten  erfahren  hat,  sogleich  von  Gauss  und 
Clausen  besonderer  Beachtung  gewürdigt. 

Der  barycentrische  Calcul  ward  1827  herausgegeben,  ein  in 
mehrfacher  Hinsicht  ganz  neues  Werk,  enthaltend  eine  neue  Art 
analytischer  Geometrie,  ferner  die  darauf  gegründete  Lehre  von  den 
Verwandtschaften  der  Figuren  nebst  den  daraus  entspringenden 
Classen  geometrischer  Aufgaben,  zuletzt  Anwendung  des  neuen  Gal- 
culs auf  die  Entwicklung  mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 
Neu  und  fast  befremdend  erschien  darin  zuerst  die  Bestimmung  des 
Zeichens  einer  Strecke  nach  der  vorausbestimmten  positiven  Rich- 
tung ihrer  Geraden.  Ebenso  die  Bestimmung  des  Zeichens  einer 
Dreiecksfläche  nach  dem  vorausbestimmten  positiven  Sinn  ihrer  Ebene, 
und  die  Bestimmung  des  Zeichens  eines  Tetraedcrinhaltes.  Man 
lernte  erst  später  durch  Möbius  in  diesen  Bestimmungen  die  feste 
Grundlage  für  den  metrischen  Theil  der  Geometrie  erkennen,  nach 
welcher  Carnot  in  seiner  geometrie  de  position  gesucht  hatte.  Neu 
und  fremd  waren  ferner  gegenüber  den  gewohnten  griechischen  und 
nach  Descartes  benannten  Coordinaten  eines  Punctes  auf  1,  2,  3 
Axen  die  von  Mübius  erdachten  barycentrischen  Coordinaten  eines 
Punctes  in  Bezug  auf  2,  3,  4  Fundamentalpuncte ,  Verhältnisse, 
durch  welche  der  Punct  eindeutig  bestimmt  wird.  Um  den  Punct  P 
zu  finden,  dessen  barycentrische  Coordinaten  a,  /!?,  y,  <J  in  Bezug 
auf  die  Fundamentalpuncte  Ay  JB,  C,  D  sind,  wird  die  Strecke  AB 
nach  dem  Verhältniss  — ß  .  a  in  N  getheilt,  dann  NC  nach  dem 
Verhältniss  —  y  :  a  +  ß  in  0 ,  endlich  OD  nach  dem  Verhältniss 
—  8  \  a-\- ß -^-y  inP.  Der  Punct  P ist  alsdann  der  von  Archimedes 
definirte  Schwerpunct,  der  mit  Gewichten,  welche  wie  die  Coordi- 
naten a^  ß,  yj  d  sich  verhalten,  beschwerten  Fundamentalpuncte, 
und  hat  als  solcher  die  Eigenschaft:  wenn  durch  A,  B,  C,  D,  P 
parallele  Geraden  einer  beliebig  gegebenen  Richtung  gehen  und  von 
einer  beliebig  gestellten  Ebene  in  den  Puncten  A\  JB',  C,  Z>',  P' 
geschnitten  werden,  so  sind  die  parallelen  Strecken  AA',  .  ,  durch 
die  barycentrische  Gleichung  verbunden 
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a.AA'+ß.BB'+y.CC'+ö.Dn=  [a  +  ß  +  Y  +  6)PP\ 
In  Folge  dieser  Gleichung  wird  die  symbolische  Formel 

aA  +  ßB  +  yC+öD 

als  «barycentrischer  Ausdruck«  des  Punctes  P  gebraucht.  Wenn  die 
Coordinaten  a,  /?,  y,  ö  Functionen  eines  Parameters  sind,  so  liegt  der 
Punct  auf  einer  bestimmten  Linie ;  wenn  dieselben  von  zwei  Parametern 
abhängen,  so  liegt  der  Punct  auf  einer  bestimmten  Fläche.  Die  so 
bestimmten  Linien  und  Flächen  sind,  wenn  die  barycentrischen  Coor- 
dinaten ganze  Functionen  sind,  singulare  Linien  und  Flächen,  und  zwar 
die  singulärsten  unter  den  Linien  und  Flächen,  welche  einer  Ord- 
nung angehören.  Durch  barycentrischen  Calcul  werden  zunächst 
Eigenschaften  von  Linien  und  Flächen  untersucht,  ihre  unendlich- 
fernen  Puncto,  die  Wendepuncte  von  Linien,  ihre  mehrfachen  Puncto, 
ihre  Berührungen;  insbesondere  werden  die  unebenen  Linien  dritter 
Ordnung  zum  erstenmal  in  Betracht  gezogen. 

Die  barycentrischen  Coordinaten  eines  Punctes  sind  die  ersten 
homogenen  Coordinaten,  welche  in  die  Geometrie  eingeführt  wurden, 
und  deshalb  von  besonderer  Bedeutung  fUr  die  historische  Be- 
trachtung, obgleich  sie  alsbald  durch  homogene  Coordinaten  und 
die  Einfbhrung  der  homogenen  Gleichungen  überboten  worden  sind. 
Während  nämlich  der  barycentrische  Calcul  gedruckt  wurde,  schrieb 
Pltteker,  an  Gergonne  anknüpfend,  mit  Lam6  und  Bobillier 
in  einigen  Puncten  sich  begegnend,  seine  »Entwickelungen«,  in 
denen  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punctes  in  Bezug  auf 
3  Gerade  einer  Ebene  und  auf  4  Ebenen  mehr  und  mehr  her- 
vortreten. Seitdem  nun  noch  Plücker,  anknüpfend  an  die  Lehre 
von  den  Enveloppen,  die  Geometrie  durch  die  von  Linien  und  von 
Flächen  gebildeten  Figuren  entsprechend  den  Punctfiguren  bereichert 
hatte,  indem  er  die  ebenfalls  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  3  Puncto  einer  die  Gerade  enthaltenden  Ebene ,  sowie 
die  homogenen  Coordinaten  einer  Ebene  in  Bezug  auf  4  Puncto  hin- 
zufügte; nachdem  eine  Reihe  von  Geometem,  voran  Hesse  und 
Cayley,  auf  den  von  Plücker  gebahnten  Wegen  fortgeschritten 
waren;  nachdem  endlich  Plücker  und  mit  ihm  zusammentreffend 
Cayley  noch  die  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden  bezogen 
auf  2  Ebenen  (Axen-Coordinaten)  oder  auf  2  Puncte  (Strahleu- 
Coordinaten)  eingeführt  hatte,  war  für  die  barycentrischen  Coordi- 
naten eines  Punctes  wenig  Theilnahme  übrig  geblieben.     Aber  die 
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vielfachen  Berührungen  der  Plttcker'schen  Ergebnisse  mit  denen  des 
barycentrischen  Calcnls  sind  von  Plüeker  selbst  nicht  verkannt  worden. 

Durch  die  barycentrische  Bestimmung  von  Puncten  wurde  Mobius 
zur  Ausbildung  der  Lehre  von  den  Verwandtschaften  der  Punct- 
figuren  geführt,  welche  in  dem  zweiten  Abschnitt  des  barycentrischen 
Calculs  dargelegt  ist.  CoUineations -Verwandtschaft  hatte  er  zwei 
Figuren  zugeschrieben,  wenn  jedem  Punct  der  einen  Figur  ein  Punct 
der  anderen  so  entspricht,  dass  je  3  Puncten  der  einen  Figur,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  3  Puncte  der  anderen  Figur  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einer  und  zwar  der  entsprechenden  Geraden 
liegen  (collineantur) .  Um  diese  Verwandtschaft  näher  zu  beleuchten, 
entwickelt  er  die  Lehre  von  den  Doppelverhältnissen  aus  4  Puncten 
einer  Geraden,  aus  4  Geraden,  welche  einer  Ebene  angehören  und 
einen  Punct  gemein  haben,  und  aus  4  Ebenen,  welche  eine  Gerade 
gemein  haben;  er  bildet  sein  Netz  aus  4  Puncten  einer  Ebene  und 
das  Netz  aus  5  Puncten  des  Raumes,  und  gelangt  so  zu  der  be- 
deutungsvollen Gleichheit  der  entsprechenden  Doppelverhältnisse  bei 
eollinearen  Figuren. 

Die  Wirkung  dieses  Theiles  der  Möbius'schen  Arbeiten  auf  die 
weiteren  Fortschritte  der  Geometrie  ist  unverkennbar,  wenn  man 
unter  den  nächstfolgenden  geometrischen  Werken  Steiner's  syste- 
matische Entwicklung  1832,  Magnus'  Aufgaben  1833,  Chasles' 
Apercu  1837  betrachtet.  Projectivische  Gerade  und  StrahlbUschel 
sind  coUineare  Figuren  von  Puncten  einer  Geraden  und  von  Geraden 
eines  Punctes ;  anharmonische  Function  von  4  Puncten  einer  Geraden 
ist  ihr  Doppelverhältniss ,  Homographie  ist  das  entsprechende  grie- 
chische Wort  für  CoUineation.  Bei  Gelegenheit  seiner  Netze  hatte 
Möbius  die  Vermuthung  ausgesprochen,  dass  die  Fälle,  wo  bei  fort- 
gesetzter Ziehung  von  Geraden  3  und  mehr  Puncte  auf  einer  Gera- 
den liegen  oder  3  und  mehr  Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden, 
ohne  Rechnung  allein  durch  wiederholte  Anwendung  eines  (früher 
von  Desargues  und  Poncelet  zu  demselben  Zwecke  benutzten)  geo- 
metrischen Satzes  erwiesen  werden  könnten  (Barycentrischer  Calcul 
207  und  243  Anm.).  Auf  denselben  Satz  hat  Staudt  1847  die 
Geometrie  der  Lage  gegründet. 

Als  neu  sind  in  diesem  Abschnitt  des  barycentrischen  Calculs 
hervorzuheben  die  Stellung  und  Lösung  von  besonderen  Aufgaben, 
welche  aus  den  einzelnen  Verwandtschaften  von  Figuren  entspringen, 
nebst   einer  Classification   der  geometrischen  Aufgaben;    femer  die 
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Bemerkungen,  dass  nicht  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  coUinear 
sind;  dass  es  gleiche  und  affine  Figuren  giebt;  dass  um  gleiche 
und  ähnliche  Figuren  von  3  Dimensionen,  welche  nicht  congruent 
sind,  zur  Congruenz  zu  bringen,  Raum  von  mehr  Dimensionen  er- 
fordert werde.  Möbius  hatte  wohl  nicht  erwartet,  dass  die  letztere 
Bemerkung  von  der  neueren  Magie  ausgebeutet  werden  würde. 

Der  dritte  Abschnitt  des  barycentrischen  Calculs  ist  vorzüglich 
geeignet,  die  specifische  Mächtigkeit  des  neuen  Instruments  ins  Licht 
zu  setzen.  Es  werden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  durch  bary- 
centrischen Calcul  entwickelt,  ihrer  Puncte  und  ihrer  Tangenten. 
Dabei  werden  ausführlich  bestimmt  der  Kegelschnitt  von  5  Puncten,  die 
Parabel  von  4  Puncten  oder  Tangenten,  der  Kegelschnitt  von  5  Tan- 
genten; es  wird  gezeigt,  man  könne  ]/cx)  gegen  1  wetten,  dass  5 
auf  eine  Ebene  beliebig  hingeworfene  Puncte  auf  einer  Hyperbel 
liegen  und  nicht  auf  einer  Ellipse.  Der  barycentrische  Calcul  soll 
kein  Universalmittel  sein;  mit  welcher  Leichtigkeit  aber  auf  be- 
stimmten Aufgabengebieten  das  neue  Werkzeug  in  der  Hand  des 
Meisters  arbeitet,  ist  besonders  in  den  letzten  Capiteln  dieses  Ab- 
schnittes bewunderungswürdig.  Die  Ergebnisse  waren  theils  neu,  theils 
zeigten  sie  Bekanntes  in  neuem  Zusammenhange  und  in  weiterer 
Ausführung,  insbesondere  (ohne  Beziehung  auf  einen  zu  Grunde  ge- 
legten Kegelschnitt  und  ohne  die  jetzt  üblichen  Benennungen)  die 
Reciproke  einer  Figur  von  Puncten  als  Figur  von  Geraden  oder  von 
Ebenen. 

lieber  die  Aufnahme,  welche  Möbius'  erstes  Werk  bei  den  Zeit- 
genossen gefdnden  hat,  liegen  mehrfache  Zeugnisse  vor.  Eines  der 
ersten  ist  die  Anzeige  des  Buches,  welche  Cauchy  in  Förussac's 
Bulletin  1828,  p.  77 — 80  gegeben  hat,  den  Werth  des  Buches  er- 
kennend. Bedenken  nicht  zurückhaltend.  »II  ne  nous  est  pas  facile 
de  donner,  par  forme  d'extrait,  une  idöe  satisfaisante  k  nos  lecteurs 
de  cet  ouvrage,  oü  tout  est  nouveau,  aussi  bien  la  forme  que  le  fond, 
les  id^es  aussi  bien  que  les  notatious  et  les  termes.  C'est  une  autre 
mithode  de  g^om^trie  analytique,  dont  les  bases  sont  assuröment  moins 
simples;  ce  n'est  que  par  une  6tude  plus  approfondie  qu'on  peut  d6- 
cider  si  les  avantages  de  cette  m6thode  en  compensent  les  difficultös.« 
Cauchy  theilt  nun  den  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  mit,  und 
schliesst  den  Bericht  über  die  im  zweiten  Abschnitt  vorgetragenen 
neuen  Verwandtschaften  mit  den  Worten:  »II  faut  etre  bien  sür  qu'on 
fait  faire  k  la  science   un  grand  pas,  pour  la  surcharger  de  tant  de 
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termes  nouveaux,  et  d'exiger  des  lectenrs  qn'ils  vous  snivent  dans  des 
recherches,  qui  s'oflfreut  k  eux  avec  tant  d'6traiiget<S.«  Nach  Anfüh- 
rung einiger  Sätze  des  dritten  Abschnittes  gelangt  die  Anzeige  zu 
dem  SehlusB :  » On  doit  penser  que  lauteur  du  caleul  barycentrique  n'a 
point  eu  eonnaissance  de  la  thöorie  gönörale  de  r6ciprocit6  entre  les 
propri6t6s  d'une  systöme  de  points  et  d'un  systöme  de  lignes,  que 
M.  Gergonne  a  ötabli.«  Diese  Vermuthung  war  nicht  zutreffend, 
und  konnte  sofort  aus  den  von  Möbius  am  Schluss  der  Vorrede  zu 
seinem  Buche  gemachten  Angaben  berichtigt  werden. 

Jacobi  und  Dirichlet  kamen  1S29  auf  einer  Heise  nach  Leipzig, 
um  den  Verfasser  des  barycentrischen  Calculs  persönlich  kennen  zu 
lernen;  in  demselben  Jahre  wählte  ihn  die  Berliner  Academie  der 
Wissenschaften  zu  ihrem  correspondirenden  Mitgliede.  Weiteres  Zeug- 
niss  geben  die  Citate  bei  Plücker  in  den  Analytisch-geometrischen 
Entwickelungen  1828 — 1830,  und  bei  Steiner  in  der  Systematischen 
Entwickelung  1832.  Steiner  spricht  es  an  mehreren  Stellen  seines 
Buches  aus,  wie  sehr  er  in  seinen  eigenen  Untersuchungen  durch 
Mübius'  Arbeiten  gefördert  worden  sei.  Gauss,  dem  das  neue 
Buch  anfangs  längere  Zeit  aus  den  Augen  gekommen  war,  schreibt 
1843  Mai  15  an  Schumacher  (Briefwechsel  Bd.  4,  p.  147),  er  habe 
neuerlich  das  Buch  mit  dem  Zweifel  in  die  Hand  genommen,  ob  es 
der  Mühe  werth  sei,  eine  recht  artig  ausgesonnene  Rechnungsweise 
sich  anzueignen,  wenn  man  durch  dieselbe  nichts  leisten  könne,  was 
sich  nicht  eben  so  leicht  ohne  sie  leisten  lasse;  er  habe  dann  bald 
mit  grossem  Vergnügen  gefunden,  dass  darin  die  Quintessenz  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  nucem  gebracht  ist,  und  dass  ge- 
rade der  barycentrische  Caleul  auf  dem  leichtesten  Wege  zur  Auf- 
lösung aller  dahin  gehörigen  Aufgaben  führt.  *Ueberhaupt  verhält 
es  sich«,  fährt  Gauss  fort,  »mit  allen  solchen  neuen  Calculs  so, 
dass  man  durch  sie  nichts  leisten  kann,  was  nicht  auch  ohne  sie  zu 
leisten  wäre.  Der  Vortheil  ist  aber  der,  dass,  wenn  ein  solcher 
Caleul  dem  innersten  Wesen  vielfach  vorkommender  Bedürfnisse 
eorrespondirt .  jeder  der  sich  ihn  ganz  angeeignet  hat,  auch  ohne 
die  gleichsam  unbewussten  Inspirationen  des  Genies,  die  niemand  er- 
zwingen kann,  die  dahin  gehörigen  Aufgaben  lösen,  ja  selbst  in 
verwickelten  Fällen  gleichsam  mechanisch  lösen  kann,  wo  ohne  eine 
solche  Hülfe  auch  das  Genie  ohnmächtig  wird.  So  ist  es  mit  der 
Erfindung  der  Buchstabenrechnung  überhaupt,  so  mit  der  Differential- 
rechnung gewesen ;  so  ist  es  auch  (wenn  auch  in  partielleren  Sphären) 
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mit  Lagrange's  Variationsrechnung,  mit  meiner  Congruenzenrech- 
Bnng  und  mit  Möbius'  Calcnl.  Es  werden  durch  solche  Conceptionen 
unzählige  Aufgaben,  die  sonst  vereinzelt  stehen  und  jedesmal  neue 
Efforts  (kleinere  oder  grössere)  des  Erfindungsgeistes  erfordern, 
gleichsam  zu  einem  organischen  Reiche. « 

Sogleich  nach  Vollendung  des  barycentrischen  Calculs  zählte  das 
kurz  vorher  von  Grelle  1826  gegründete  Journal  für  Mathematik 
neben  Abel,  Jacobi,  Steiner,  Dirichlet,  PlUcker  auch  Möbius 
zu  seinen  hervorragendsten  Mitarbeitern.  Im  3.  Band  1828  steht  eine 
durch  umfassende  Betrachtungen  und  feine  Methoden  ausgezeichnete 
Abhandlung  von  Möbius  zur  Lösung  der  im  2.  Band  gestellten  Auf- 
gabe ,  aus  den  Seiten  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks 
den  Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des  Vielecks  zu  berechnen. 
Eine  Reihe  folgender  Aufsätze  enthält  die  Darstellung  der  Verwandt- 
schaften unter  Benutzung  gemeiner  Coordinaten  der  Puncte  1829, 
femer  neue  Anwendungen  des  barycentrischen  Calculs  und  der  Doppel- 
verhältnisse;  dann  die  Entdeckung,  dass  von  2  Tetraedern  jedes  dem 
anderen  um-  und  eingeschrieben  zugleich  sein  kann,  und  dass  über- 
haupt eine  Figur  und  ihre  Reciproke  so  beschafiTen  sein  können,  dass 
jeder  Punct  der  Figur  auf  der  ihm  entsprechenden  Ebene  liegt,  und 
die  Figur  mit  ihrer  Reciproken  zusammen  ein  sogenanntes  Nullsystem 
bUdet  (1833).  Bemerkenswerth  ist  ferner  die  Entdeckung  affiner 
Figuren,  welche  nicht  collinear  sind,  und  deren  Puncte  sich  nur  so 
entsprechen,  dass  entsprechende  Flächeninhalte  ein  constantes  Ver- 
hältniss  haben  (1834).  In  dieser  Abhandlung  wird  beiläufig  ein  Satz 
ans  der  Lehre  von  den  Functionaldeterminanten  bewiesen. 

In  demselben  Zeitabschnitt  vollendet  Möbius  Untersuchungen 
über  Systeme  einfacher  Linsen,  zu  welchen  er  früher  durch  Piola's 
Abhandlung  über  Femröhre  in  den  Mailänder  Ephemeriden  für  1822 
angeregt  worden  war.  In  einer  ersten  Abhandlung  1830  werden  die 
für  ein  System  einfacher  Linsen  geltenden  Gleichungen  durch  Bil- 
dung eines  Kettenbruchs  abgeleitet.  In  der  nächstfolgenden  Ab- 
handlung )verden  auf  Grund  dieses  Zusammenhanges  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Kettenbrüche  neu  entwickelt  und  ergänzt,  wodurch 
zugleich  die  Eigenschaften  des  Linsensystems  in  einfacherer  Weise 
hervortreten.  Durch  Gauss'  Dioptrische  Untersuchungen  1841  und 
Bes sei's  gleichzeitige  Abhandlung  (Astronomische  Nachrichten,  Bd.  18, 
p.  97)  wurde  festgestellt,  dass  bei  den  schönen  im  Verlauf  der  Zeit 
gefundenen  Sätzen  über  Linsensysteme  ohne  Verlust  für  ihre  Ein- 


—     XIV     — 

fachheit  die  Dicke  der  Linsen  mit  berücksichtigt  werden  kann. 
Einen  weiteren  Schritt  vorwärts  that  Möbius  1855,  als  er  die  Eigen- 
schaften eines  Systems  von  endlich  dicken  Linsen  und  die  Lehre  von 
dioptrischen  Bildern  überhaupt,  statt  mit  Anwendung  von  Ketten- 
brüchen, weit  einfacher  mittelst  der  Collinearität  ableitete. 

Nicht  minder  feinsinnig  und  folgenreich  sind  zwei  fttr  sich 
stehende  Arbeiten,  welche  demselben  Zeitabschnitt  angehören,  über 
eine  besondere  Art  der  Umkehrung  der  Reihen  und  über  geometrische 
Eigenschaften  einer  Factor entafel.  Die  übrigen  Aufsätze  aus  dieser 
Zeit  stehen  in  nächster  Beziehung  zu  der  Statik,  welche  Möbius 
1837  erscheinen  Hess.  Dazu  gehört  der  Beweis  des  von  Ghasles 
zuerst  ohne  Beweis  veröflfentlichten  Satzes  über  den  Inhalt  des  Te- 
traeders von  zwei  Kräften,  welche  die  einen  starren  Körper  an- 
greifenden Kräfte  zu  ersetzen  vermögen.  In  diesem  Aufsatze  (1829) 
wird  zuerst  für  den  vorliegenden  Zweck  das  Moment  der  durch  die 
Strecke  PQ  ausgedrückten  Kraft  in  Bezug  auf  die  Strecke  AB  durch 
den  Inhalt  des  Tetraeders  ABPQ  ausgedrückt.  In  dem  folgenden 
Aufsatze,  1831,  werden  die  von  Poinsot  1806  in  die  Statik  ein- 
geftthrten  couples,  unter  dem  Namen  Kräftepaare,  benutzt,  um  fttr  die 
einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  die  bekannten  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  einfach  abzuleiten.  Andere  an  die  Statik  sich 
anschliessende  Aufsätze  verbreiten  sich  über  das  Gleichgewicht  ver- 
änderlicher Figuren,  welche  aber  sich  ähnlich  bleiben  oder  gleich 
und  affin;  über  den  Mittelpunct  nicht  paralleler  Kräfte,  über  die 
Hauptdrehlinie;  von  besonderem  Gewicht  ist  in  dieser  Reihe  die 
ebenso  geometrische  wie  mechanische  Abhandlung  über  die  Zusammen- 
setzung unendlich  kleiner  Drehungen. 

Das  Lehrbuch  der  Statik,  mit  welchem  Möbius  die  mathe- 
matische Literatur  bereichert  hat,  unterscheidet  sich  von  dem  früheren 
Aufbau  dieser  Wissenschaft  zunächst  dadurch,  dass  sogleich  Kräfte- 
paare, welche  einen  starren  Körper  angreifen,  in  Betracht  gezogen 
und  nach  Aufstellung  erforderlicher  Axiome  die  Bedingungen  fttr  das 
Gleichgewicht  von  Kräftepaaren  ermittelt  werden.  Hieraus  ergeben 
sich  dann  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  von  Kräften,  welche 
einen  Punct  angreifen,  sowie  von  Kräften,  welche  einen  starren 
Körper  angreifen.  Mittelst  der  Definitionen  von  Moment  eines  Paares, 
von  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punct  und  in  Bezug  auf 
eine  Strecke  (Axe)  und  von  Moment  eines  Systemes  von  Kräften 
werden  nun  die  gesuchten  Bedingungen  in  geometrisch  durchsichtiger 
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Weise  so  dargestellt,  dass  von  der  Möbins'sehen  Statik  bis  zu  der 
nenerlich  entwickelten  descriptiven  (graphischen)  Statik  nur  ein  kurzer 
Weg  zurückzulegen  blieb. 

Das  System  von  Kräften,  welche  einen  starren  Körper  angreifend 
nicht  im  Gleichgewicht  sind,  hat  aber  in  Bezug  auf  eine  Strecke  ein 
Moment,  welches  bei  constanter  Länge  der  Strecke  abhängt  von 
dem  Anfangspunct  und  von  der  Richtung  der  Strecke :  demnach  werden 
die  Strecken  bestimmt,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente  des  Systemes 
grösste,  kleinste,  gleiche  Werthe  haben,  oder  null  sind.  Die  von 
einem  Puncte  ausgehenden  Strecken  liegen  in  dem  letzten  Falle  auf 
einer  Ebene,  der  Nullebene  des  Punctes,  alle  Puncte  mit  ihren  Null- 
ebenen bilden  ein  Nullsystem. 

Weitere  Untersuchungen  betreffen  die  Frage,  wie  die  Wirkung 
der  einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  sich  verändert,  wenn 
der  Körper  durch  Rotation  und  Translation  in  eine  andere  Lage  über- 
geführt wird,  während  die  Kräfte  ihre  Angriflfepuncte ,  Grössen  und 
Richtungen  behalten.  Hierbei  ergeben  sich  nicht  nur  der  Mittelpunct 
paralleler  Kräfte  und  eine  neue  Elementarlehre  von  dem  Schwerpunct 
eines  schweren  Körpers,  sondern  auch  im  Einklang  mit  Min  ding 's 
gleichzeitigen  Resultaten  der  Mittelpunct  von  Kräften,  die  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  ferner  die  besonderen  Geraden,  welche  bei  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Axen  des  Gleichgewichts«,  bei 
nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Hauptaxen  des  Gleich- 
gewichts« heissen,  endlich  die  Begriffe  »Centralpunct,  Centrallinie, 
Centralebene«  bei  einem  System  von  Kräften.  In  Folge  dieser  Be- 
trachtungen wird  die  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  abhängig  ge- 
macht von  einer  temären  quadratischen  Form.  Functionen  der  Kräftte 
und  der  Angriffspuncte ,  welche  beim  Gleichgewicht  grösste  oder 
kleinste  Werthe  erhalten,  und  der  Satz  von  den  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten bilden  den  Schluss  des  ersten  Theiles  der  Statik. 
Der  zweite  Theil  enthält  eine  Fülle  von  neuen  Untersuchungen  und 
schönen  Resultaten  über  das  Gleichgewicht  verbundener  Körper,  über 
die  Unbeweglichkeit  und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit.  Dabei 
wird,  um  nur  Eines  zu  erwähnen,  die  Analogie  zwischen  dem  Gleich- 
gewicht an  einem  Faden  und  der  Bewegung  eines  Punctes  in 
glänzender  Weise  durchgeführt  und  verwerthet. 

Während  der  Ausarbeitung  der  Statik  und  in  den  nächstfolgenden 
Jahren  wurde  von  Möbius  der  für  Geometrie  wie  für  Mechanik 
gleich  ausgiebige  Begriff  der  »Zusammensetzung  oder  geometrischen 
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Addition^  von  Strecken  und  von  Polygonflächen  ausgebildet,  wobei 
ihm  Grassmann  und  Saint-Venant  1S44  begegneten,  sowie 
Hamilton,  welcher  in  seinen  Quatemionen  1S53  auch  die  geo- 
metrische Sonmie  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel  in  Betracht 
zog.  Den  Begriff  der  geometrischen  Summe  von  Strecken,  die  ihrer 
Grösse  und  ihrer  Richtung  nach  gegeben  sind,  findet  man  bei  Argand 
1S06.  welcher  complexe  Grössen  geometrisch  darzustellen  beabsich- 
tigte, in  der  That  aber  den  realen  Veetor  (Modul,  einer  complexen 
Zahl,  einer  Summe,  eines  Products  complexer  Zahlen  auf  einer  Ebene 
construirt  hat.  Derselbe  Begriff  tritt  deutlicher  auf  bei  Bellavitis. 
welcher  seit  1S32  die  »AequipoUenz«  der  geometrischen  Summe  von 
Strecken  AB  +  BC  mit  der  Strecke  AC  seinen  Ausführungen  zu 
Grunde  gelegt  hat.  Unabhängig  von  diesen  Vorgängen  hat  Möbius 
1S44  in  Grelle  8  Journal  Bd.  2S  auf  elementar-mathematische  Weise 
gezeigt,  in  welchem  Sinne  die  Strecke  AB  beim  Calcul  durch  die 
Differenz  derPunete-4  —  B  ersetzt  werden  könne,  wodurch  er  ohne 
weitere  Hülfsmittel  zu  einer  neuen  Begründung  seines  barvcentrischen 
Calculs  gelangt.  Neben  der  geometrischen  Addition  war  es  auch  die 
von  Grassmann  ausgebildete  geometrische  Multiplication .  welcher 
Möbius  besondere  Aufmerksamkeit  zuwendete.  Man  erkennt  dies 
aus  der  erläuternden  Abhandlung,  mit  welcher  er  die  Herausgabe  von 
Grassmann's  preisgekrönter  geometrischen  Analyse  1S47  begleitete. 
In  der  1S43  erschienenen  Mechanik  des  Himmels  werden  zu- 
nächst mit  Hülfe  der  geometrischen  Addition  die  Grundbegriffe  der 
Dynamik  nebst  der  Theorie  des  Schwerpunctes  in  neuer  lichtvoller 
Weise  vorgetragen.  Zu  der  Bahn  des  bewegten  Punctes  wird  dabei 
die  neue  Linie  seiner  Geschwindigkeiten  construirt,  welche  auch  von 
Hamilton  1S46  erfunden  und  der  Hodograph  des  bewegten  Punctes 
genannt  worden  ist.  Als  Vorbereitung  zu  der  Lehre  von  der  Planeten- 
bewegung wird  die  —  obwohl  nur  dem  Scheine  nach  —  in  der 
Astronomie  veraltete  und  verachtete  Theorie  der  Epicyclen  wieder 
ins  Leben  gerufen,  weil  jede  Bewegung  eines  Punctes  durch  Zu- 
sammensetzung gleichförmiger  Kreisbewegungen  so  nahe  als  man 
will  dargestellt  werden  kann.  Die  ganz  leicht  sich  ergebenden 
Formeln  für  die  Kräfte,  durch  welche  eine  epicyclische  Bewegung 
hervorgebracht  wird,  sind  späterhin  das  Mittel,  durch  welches  um- 
gekehrt die  von  den  störenden  Kräften  in  den  planetarischen  Be- 
wegungen bewirkten  Ungleichheiten  ohne  Anwendung  weiterer  Kunst- 
griffe bestimmt  worden. 
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In  dem  letzten  Lebensabschnitt  sind  die  Arbeiten  theils  ent- 
standen theils  vollendet  worden,  welche  Mob  ins  in  den  Schriften 
der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  veröffentlicht  hat. 
Die  erste  dieser  Arbeiten  ergiebt  einen  ftlr  die  Sphärik  eingerichteten 
barycentrischen  Calcnl  und  dessen  Anwendungen  1846;  mit  ihr  in 
Verbindung  stehen  der  Aufsatz  über  sphärische  Figuren,  welche  keine 
merkwürdigen  Puncte  haben  1848,  und  die  grosse  Abhandlung  über  die 
Grundformen  der  planen  Linien  3  ter  Ordnung  1849.  In  der  letzteren 
wird  statt  der  Linie  3  ter  Ordnung  ein  dieselbe  projicirender  Kegel 
oder  vielmehr  dessen  Sphärenschnitt,  eine  sphärische  Linie  3 ter  Ord- 
nung, in  Betracht  gezogen,  und  ohne  Rechnung  in  anschaulicher 
Weise  gezeigt,  dass  die  sphärische  Linie  drei  (reale)  Paare  von 
Wendepuncten  nebst  einer  geschlossenen  Zwillingscurve  hat.  Die 
Zvidllingscurve  sowie  zwei  Paare  der  Wendepuncte  können  sich  in  je 
ein  Paar  von  Puncten  zusammenziehen  oder  die  Realität  verlieren. 
Demnach  kann  die  sphärische  Linie  und  die  entsprechende  Planlinie 
in  fünf  verschiedenen  Gestalten  auftreten,  welche  unter  einander 
nicht  collinear  sind,  entsprechend  den  fünf  divergenten  Newton- 
gehen Parabeln. 

Diesen  Arbeiten  folgt  die  Kreisverwandtschaft  in  rein  geometri- 
scher Darstellung  1853  mit  zwei  vorbereitenden  Aufsätzen  1852/3. 
M5bius  fUgt  zu  seinen  coUincaren  Figuren  die  kreisverwandten 
hinzu,  deren  Puncte  einander  so  entprechen,  dass  je  vier  Puncten 
der  einen  Figur,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  Puncte  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einem  Kreise  liegen.  Er  entwickelt  vollständig 
und  einfach  die  Eigenschaften  der  Kreisverwandtschaft,  die  tiefer 
liegenden  mit  Hülfe  der  dazu  von  ihm  ersonnenen  Doppelverhältnisse 
und  Doppelwinkel,  und  bemerkt,  dass  die  Kreisverwandtschaft  zu 
den  von  Magnus  betrachteten  Verwandtschaften  gehört,  bei  welchen 
einer  Linie  »ter  Ordnung  im  Allgemeinen  eine  Linie  2 «ter  Ordnung 
entspricht.  Dass  die  durch  sogenannte  Inversion  d.  i.  durch  reciproke 
Vectoren  erzeugten  Figuren  (Liouville's  Journal  1847  t.  12  p.  265), 
kreisverwandt  sind,  war  ihm  entgangen,  und  er  hatte  sich  nicht 
erinnert,  dass  die  Kreisverwandtschaft  ein  einzelner  Fall  der  all- 
gemeinen Verwandtschaft  von  Punctfiguren  ist,  welche  durch  Con- 
formität  (Isogonalität)  bezeichnet  wird. 

Die  Sprödigkeit  der  Krystallographie  gegen  die  geometrischen 
Umwerbungen  hat  auch  Möbius  zu  einem  krystallographischen  Auf- 
satz gereizt,  in  welchem  er  1849  die  Krystalle  im  Allgemeinen  als 
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kaleidoskopische  Figuren  betrachten,  und  das  System,  zu  welchem 
ein  Krystall  gehört,  durch  den  Spicgelwinkel  des  Kaleidoskops  be- 
stimmen lehrt.  Daran  anknüpfend  giebt  er  in  dem  Aufsatz  über 
symmetrische  Figuren  1851  eine  neue  und  folgenreiche  Definition 
der  Symmetrie  nebst  weiteren  Ausführungen,  bei  denen  er  durch  das 
ihm  sympathisch  geschriebene  Memoire  Bravais'  (Liouville's  Journal 
1849)  sich  mehrfach  unterstützt  findet.  Es  folgen  dann  die  lehr- 
reichen Aufsätze  über  Involutionen  1853  und  1855/6,  welche  das  da- 
mals bekannte  Material,  jedoch  ohne  Berücksichtigung  dessen,  was 
kurz  vorher  in  der  Geometrie  der  Lage  gegeben  worden  war,  auf 
einfache  Weise  darstellen,  und  den  Begriff  der  Involution  von  Puncten 
mit  dem  neuen  Begriff  der  Symmetrie  in  Verbindung  setzen,  und 
denselben  nach  mehreren  Seiten  erweitem. 

Die  Aufsätze  über  imaginäre  Kreise  1857  und  über  conjugirte 
Kreise  1858  beziehen  sich  auf  die  von  Chasles  1852  in  der  Gäom. 
supär.  art.  778  ff.  gegebenen  Untersuchungen,  und  eröffnen,  ausgehend 
von  der  Bestimmung  eines  Kreises  durch  seine  von  Möbius  so  ge- 
nannten zwei  Scheitel,  eine  Reihe  neuer  Aussichten.  In  dem  Be- 
richt 1859  erscheint  der  neue  Beweis  eines  Hamil tonischen  Satzes 
über  geometrische  Addition  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel, 
und  der  Bericht  1860  giebt  die  Entwickelung  der  Grundformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  bei  unbeschränkten  Seiten  und  Winkeln, 
unabhängig  von  dem,  was  Gauss  in  den  Anmerkungen  zu  der 
Schu  mach  er 'sehen  Uebersetzung  von  Carnot's  Gäom.  de  position 
(Gauss  Werke  4  p.  401)  zur  Erledigung  dieser  Frage  mitgetheilt 
hatte.  Die  Eigenschaften  unendlich  dünner  Strahlenbündel,  welche 
Kummer  1860  in  seiner  Abhandlung  über  geradlinige  Strahlensysteme 
bekannt  gemacht  hatte,  werden  von  Möbius  in  dem  Bericht  1862 
einfach  und  anschaulich  vorgetragen,  indem  er  von  einer  rein  geo- 
metrischen Definition  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  aus- 
gehend statt  des  Calculs  die  geometrische  Betrachtung  eintreten  lässt. 

Die  beiden  letzten  Arbeiten,  welche  Möbius  1863  und  1865  er- 
scheinen liess,  sind  hervorragend  durch  Erfindung  und  Scharfsinn, 
und  erfordern  auch  bei  dem  Leser  ein  nicht  gewöhnliches  Mass  von 
Vorstellungskraft.  Die  erste  dieser  Arbeiten  giebt  die  Theorie  einer 
neuen  Verwandtschaft  von  Punctfiguren,  Elementarverwandtschaft  ge- 
nannt, so  weit  abgelöst  von  Metrik,  dass  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Puncten  (einem  Linienelement)  der  einen  Figur  zwei  Punete 
der  anderen  Figur  entsprechen,  welche  ebenfalls  einander  unendlich 
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nahe  sind.  Eine  Planfignr  mit  mehreren  Rändern  (gesehlossene 
Grenzlinien,  deren  keine  sieh  selbst  oder  eine  andere  Grenzlinie 
sehneidet)  nnd  eine  andere  Planfignr  mit  eben  so  viel  Rändern  sind 
elementarverwandt.  Ein  zusammenhängendes  Stüek  Fläehe  mit 
n  Rändern  dient  als  eine  »Grundform  nter  Classe«,  eine  gesehlossene 
Fläehe  wird  durch  parallele  Ebenen  in  Grundformen  bestimmter 
Classen  zerlegt;  demgemäss  wird  für  eine  durch  Grundformen  von 
gegebenen  Classen  ausgedrückte  geschlossene  Fläche  die  Glassenzahl 
berechnet.  Die  gefundene  Gleichung  führt  zu  einem  gewichtigen 
Satze  über  die  aus  einem  Puncte  zu  der  Fläche  gezogenen  Normalen, 
und  wird  schliesslich  übergeleitet  in  die  Euler'sche  Gleichung,  welche 
die  Anzahlen  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines  Polyeders 
erster  Classe  verbindet.  In  wie  weit  von  diesen  Untersuchungen 
die  Riemann'sche  Bestimmung  des  [2^9 -{- 1]  fachen  Zusammenhanges 
einer  geschlossenen  Fläche  durch  Querschnitte  derselben  (Grundlagen 
1851  Art.  6  und  Cr  eile's  Journal  1857  Bd.  54  p.  133)  berührt  wurde, 
ist  vnt  es  scheint  Möbius  unbekannt  geblieben. 

Die  letzte  Arbeit  über  die  Polyeder  enthält  zunächst  zwei  neue 
Entdeckungen  ersten  Ranges:  das  Gesetz  der  Kanten  bei  ordinären 
Polyedern,  wovon  eine  Andeutung  bereits  in  der  Statik  §.  55  zu  finden 
ist,  und  die  Existenz  von  extraordinären  Polyedern  ohne  Rauminhalt, 
bei  denen  das  Gesetz  der  Kanten  nicht  erfüllt  ist.  Das  einfachste 
unter  den  neuen  Möbius'schen  Polydern  hat  zehn  Dreiecke,  sechs 
fünfkantige  Ecken,  und  nicht  vierzehn  sondern  fünfzehn  Kanten; 
dasselbe  ist  zweiseitig,  so  dass  man  auf  seiner  Oberfläche  fortgehend 
anf  die  conträre  Seite  eines  Dreiecks,  von  dem  man  ausging,  ge- 
langen kann.  Der  Rest  der  Abhandlung  handelt  von  dem  Inhalt 
eines  planen  Polygons  und  eines  Polyeders  auch  bei  sich  selbst 
schneidenden  Begrenzungen,  und  bestimmt  den  Inhalt  nicht  nur  durch 
die  Eckpuncte,  wie  aus  dem  barycentrischen  Calcul  grossentheils  be- 
kannt war ,  sondern  auch  auf  ganz  neue  reciproke  Weise  durch  die 
Geraden  der  Polygonseiten  und  durch  die  Ebenen  der  Polyeder- 
flächen. Dass  solche  Schöpfungen  zuerst  eine  Zeit  lang  unbeachtet 
oder  nicht  hinreichend  gewürdigt  bleiben  konnten,  mag  zum  Theil 
der  anspruchslosen  Form  zugeschrieben  werden,  in  welcher  Möbius 
seine  tiefen  und  neuen  Gedanken  veröflfentlichte. 

Im  Anfang  des  Jahrhunderts,  an  dessen  Spitze  Gauss  steht, 
waren  es  fast  nur  Astronomen,  welche  in  Deutschland  die  Mathematik 
lebendig  erhielten  und  förderten.    Erst  in  dem  nächsten  Zeitabschnitt, 
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welchen  Hnmboldt's  mächtiger  Einfluss  bezeichnet,  drang  im  neuen 
Centmm  deutscher  Wissenschaft  die  Erkenntniss  durch,  dass  daselbst 
junge  Kräfte  vorhanden  waren,  geeignet,  in  der  mathematischen  For- 
schung ein  frisches  Leben  hervorzurufen.  Diese  Erkenntniss  fand  in 
der  Gründung  des  Journals  fttr  Mathematik  durch  Grelle  1826  ihren 
Ausdruck,  und  gewann  sogleich  feste  Gestalt,  als  in  den  ersten 
Bänden  des  Journals  Abel,  Jaoobi,  Steiner,  Poncelet,  Clausen, 
Gauss,  Dirichlet,  Möbius,  Plücker,  Gudermann  auftraten.  Dem 
gewaltigen  Aufschwung  der  Analysis  steht  in  der  ersten  Hälfte 
unseres  Jahrhunderts  ein  nicht  geringerer  Fortschritt  der  Geometrie 
zur  Seite,  bezeichnet  durch  die  Beihe  Dupin,  Gergonne,  Brianchon, 
Poncelet,  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  mit  der 
Fortsetzung  Möbius,  Plücker,  Steiner,  Chasles,  Staudt. 

Welchen  Antheil  Möbius  an  der  Vertiefung  der  geometrischen 
GrundbegriflFe  und  an  der  Aufschliessung  neuer  Gebiete  fttr  die  geo- 
metrische Forschung  gehabt  hat,  davon  legt  der  vorstehende  Bericht 
über  die  von  ihm  hinterlassenen  Werke  Zeugniss  ab.  Die  kommenden 
Geschlechter  haben  die  in  diesen  Werken  liegenden  Keime  weiter  zu 
entfalten,  und  werden  mit  uns  in  unserem  Astronomen  Möbius  einen 
hervorragenden  Mathematiker  deutscher  Nation  und  einen  hervor- 
ragenden Geometer  aller  Nationen  verehren.  Die  Königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig  hat  beschlossen,  die  gesammelten  Werke 
Werke  Möbius*  neu  herauszugeben;  sie  hat  mit  der  Ausführung  ihres 
Beschlusses  die  Herren  CoUegen  Klein,  Scheibner  und  den  Unter- 
zeichneten beauftragt.  Die  vorliegende  Ausgabe  ist  demgemUss  ver- 
anstaltet worden;  den  ersten  Band,  den  barycentrischen  Calcul  und 
eine  Beihe  geometrischer  Abhandlungen  enthaltend,  hat  der  Unter- 
zeichnete besorgt;  den  zweiten  und  den  dritten  Band,  eine  zweite 
Beihe  mathematischer  Abhandlungen  und  die  Statik  enthaltend,  hat 
Herr  Klein  übernommen,  den  vierten  Band,  astronomische  Abhand- 
lungen und  die  Mechanik  des  Himmels  enthaltend,  Herr  Scheibner. 
Das  dem  Meister  aus  seinen  Werken  errichtete  Denkmal  sei  den  Mit- 
strebenden und  den  Nachkommenden  eine  Quelle  der  Erkenntniss  und 
der  Erhebung. 

Bichard  Baltzer. 
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Y  o  r  r  e  d  e. 


jIjs  ist  bekannt,  dass  die  der  Mechanik  zugehörige  Lehre  vom 
Schwerpuncte  schon  oftmals  als  Hülfsmittel  zur  Erfindung  rein  geo- 
metrischer Wahrheiten  benutzt  worden  ist.  Die  firühesten  Versuche 
sind  unstreitig  die  mechanische  Quadratur  der  Parabel  von  Archi- 
medes  und  der  schon  in  des  Pappus  mathematischen  Sammlungen 
sich  vorfindende,  jetzt  unter  dem  Namen  der  centrobary sehen 
oder  Guldin's  Regel  bekannte  Satz.  Mit  Uebergehung  späterer 
Bemühungen  dieser  Art,  die,  wie  die  eben  gedachten,  hauptsächlich 
die  Quadratur  und  Cubatur  von  Flächen  und  Körpern  zu  ihrem 
Zwecke  haben,  erwähne  ich  nur  aus  den  letzten  Zeiten  die  Mathe- 
matiker Carnot  und  L'Huilier.  Beide*)  suchen  den  Schwerpunct 
in  das  Gebiet  der  niedem  Geometrie  zu  ziehen,  indem  sie  nicht  so- 
wohl von  Körpern,  Flächen  und  Linien,  als  vielmehr  bloss  von 
einem  Systeme  gewichtiger  Puncte  den  Schwerpunct  betrachten, 
ihn  selbst  aber,  um  alle  Vorstellungen  des  Mechanischen  zu  be- 
seitigen, den  Punct  der  mittlem  Entfernungen  nennen,  weil  näm- 
lich sein  Abstand  von  irgend  einer  Ebene  gleich  der  mittlem  Ent- 
fernung aller  Puncte  des  Systems  von  derselben  Ebene  ist.  Die 
Bereicherungen,  welche  sie  dadurch  der  Geometrie  verschafft  haben, 
sind  allgemein  anerkannt. 

Von  demselben  elementaren  und  rein  geometrischen  Begriffe 
des  Schwerpuncts  gehen  auch  die  vorliegenden  Untersuchungen  aus. 
Die  erste  Veranlassung  hierzu  war  die  Erwägung  der  Fruchtbarkeit 


*)  Carnot  in   seiner  OionUtrie  de  position ,   L'Huilier  in  seinen  Elemens 
d'antUyse  gSomÜrique  et  danalyse  algSbrique, 
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des  Satzes,  dass  jedes  System  gewichtiger  Punete  nur  einen  Schwer- 
punct  hat,  und  dass  daher,  in  welcher  Folge  man  auch  die  Punete 
nach  und  nach  in  Verbindung  bringt,  zuletzt  doch  immer  ein  und 
derselbe  Punct  gefunden  werden  muss.  Die  einfache  Art,  womit 
ich  dadurch,  mehrere  geometrische  Sätze  zu  beweisen,  mich  im 
Stande  sah,  bewog  mich,  zu  noch  grösserer  Vereinfachung  solcher 
Untersuchungen  einen  dafür  passenden  Algorithmus  auszumitteln. 

Das  Gleichgewicht,  um  mich  der  Sprache  der  Mechanik  zu  be- 
dienen, drückte  ich  durch  das  Gleichheitszeichen  aus,  auf  dessen 
eine  Seite  ich  die  Punete  des  Systems  mit  ihren  Gewichten,  auf  die 
andere  Seite  aber  den  Schwerpunct  des  Systems  mit  einem  Ge- 
wichte setzte,  welches  der  Summe  jener  Gewichte  gleich  war.  Das 
auf  solche  Weise  dargestellte  Gleichgewicht  musste  nun  fortbestehen, 
wenn  ent^veder  alle  Gewichte  in  gleichen  Verhältnissen  vergrössert 
oder  verringert  wurden,  oder  wenn  Punete  mit  ihren  Gewichten  von 
der  einen  auf  die  andere  Seite  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen 
(d.  h.  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkend)  gebracht,  oder  wenn 
endlich  mit  beiden  Seiten  neue  in  Gleichgewicht  stehende  Systeme 
verbunden  wurden;  Operationen,  die,  wie  man  sieht,  den  gewöhn- 
lichen Verrichtungen  der  Algebra  vollkommen  analog  waren. 

Die  Bemerkung,  dass  irgend  dreien  Puncten  einer  Ebene  immer 
solche  Gewichte  beigelegt  werden  können,  dass  ein  gegebener  vierter 
Punct  der  Ebene  als  Schwerpunct  derselben  betrachtet  werden  kann, 
und  dass  diese  drei  Gewichte  in  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
die  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Punete  nur  auf  eine  Weise 
bestimmbar  sind,  führte  mich  weiter  zu  einer  neuen  Methode,  die 
Lage  von  Puncten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen.  Die  drei  Punete, 
welche  somit  zur  Bestimmung  aller  übrigen  dienten,  nannte  ich 
Fundamentalpuncte,  die  sie  verbindenden  Geraden  Funda- 
mentallinien, und  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  das  Funda- 
mentaldreieck; die  Verhältnisse  aber,  die  für  den  zu  bestimmenden 
Punct  zwischen  den  Gewichten  der  Fundamentalpuncte  oder  ihren 
Coefficienten,  wie  ich  die  Gewichte  von  jetzt  an  hiess,  stattfinden 
müssen,  waren  die  Coordinaten  dieses  Punctes.  Auf  ähnliche  Art 
verfuhr  ich  zur  Bestimmung  eines  Punctes  im  Räume,  wo  vier 
Fundamentalpuncte  nöthig  waren,  und  es  daher  sechs  Funda- 
mentallinien und  eine  Fundamentalpyramide  gab. 

Die  Fundamentallinien  waren  bei  dieser  Bestimmungsart  offen- 
bar   dasselbe,    was    bei    der   gewöhnlichen    Methode    der    parallelen 
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Coordinaten  die  Axen  sind.  Jeder  der  Fundamentalpuncte  aber  war 
einem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  analog,  so  dass  folglich  das 
Fundamentaldreieck  der  Ebene  oder  die  Fundamentalpyramide  des 
Baums  als  die  Vereinigung  drei  oder  vier  solcher  Axensysteme  an- 
zusehen waren,  dergleichen  bei  der  gewöhnlichen  Coordinaten- 
methode  auf  einmal  nur  eines  berücksichtigt  werden  kann  (§.  126). 
Diese  Vereinigung  mehrerer  Axensysteme  konnte  aber  nicht  anders 
als  vortheilhaft  sein,  da  jedes  neue  Axensystem  eine  neue  Ansicht 
der  Figur  gewährt  und  damit  zu  neuen  Eigenschaften  derselben 
hinführt.  Auclj  gesellte  sich  noch  zu  diesem  Vortheile  die  grosse 
Einfachheit,  womit  sich  die  Veränderung  der  anfangs  gewählten 
Fundamentalpuncte  bewerkstelligen  liess  (§.  35). 

Ein  Hauptgegenstand  der  analytischen  Geometrie  sind  die  Eigen- 
schaften krummer  Linien  und  Flächen.  Um  auch  diese  mit  bary- 
centrischer  Rechnung  behandeln  zu  können,  war  es  nöthig,  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  mehr  constant,  sondern 
veränderlich  zu  nehmen.  Waren  die  Coefficienten  der  drei  Funda- 
mentalpuncte einer  Ebene  oder  der  vier  Fundamentalpuncte  des 
Raums  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse,  so  bildeten  alle  die 
Schwerpuncte ,  die  ich  erhielt,  indem  ich  der  Veränderlichen  nach 
und  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegte,  eine  Linie  in  der  Ebene 
oder  im  Räume,  und  zwar  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Coefficienten 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen,  eine  Linie  der  zweiten  Ord- 
nung, wenn  sie  quadratische  Functionen  waren,  u.  s.  w.  Einer 
nähern  Betrachtung  unterwarf  ich  die  Linien  der  zweiten  Ordnung 
oder  die  Kegelschnitte,  und  ich  hoffe,  dass  die  neuen  analytischen 
Ausdrücke  für  dieselben  und  die  Art,  wie  daraus  theils  schon  be- 
kannte, theils  mehrere  neue  Eigenschaften  dieser  Curven  entwickelt 
worden  sind,  dem  Leser  nicht  unangenehm  sein  werden.  Auch  die 
Lehre  von  der  Berührung  und  den  merkwürdigen  Puncten  krummer 
Linien  ist  mit  einiger  Ausführlichkeit  behandelt  worden,  die,  wenn 
sie  zu  gross  scheinen  sollte,  durch  die  Einfachheit,  womit  sich  alle 
diese  Gegenstände  der  barycentrischen  Methode  unterwerfen  lassen, 
zu  entschuldigen  sein  möchte. 

Wurden  die  Coefficienten  der  vier  Fundamentalpuncte  des  Raums 
als  Functionen  zweier  Veränderlichen  genommen,  so  ergab  sich  der 
Ausdruck  einer  Fläche.  Diese  Fläche  war  eine  Ebene  bei  Functio- 
nen von  linearer  Form.  Noch  quadratische  Glieder  mussten  in  den 
Coefficienten  vorkommen,  wenn  die  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung 
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sein  sollte,  etc.  Unter  den  dahin  gehörigen  Untersuchungen,  er- 
laube ich  mir,  insbesondere  auf  den  in  §.  108  vorgetragenen  Satz, 
die  Berührung  krummer  Flächen  mit  Ebenen  betreffend,  und  die  in 
§.  109  daraus  abgeleiteten  Eigenschaften  der  Krümmungshalbmesser 
etc.  aufmerksam  zu  machen*). 

Das  Bisherige  ist  ein  kurzer  Abriss  einer  analytischen  Geo- 
metrie, wo  statt  der  Methode  der  parallelen  Coordinaten  die  bary- 
centrische  Bestimmung  durch  Fundamentalpuncte  angewendet  ist. 
Um  die  auf  letzterem  Wege  erhaltenen  Resultate  mit  denen,  welche 
die  erstere  Methode  gibt,  vergleichen  zu  können,*  habe  ich  zum 
Schlüsse  des  ersten  Abschnitts  den  Zusammenhang  zwischen  beiden 
Methoden  angegeben,  und  gezeigt,  wie  man  von  dem  barycentrischen 
Ausdrucke  einer  Curve  oder  Fläche  zu  ihrer  Gleichung  zwischen 
parallelen  Coordinaten,  und  umgekehrt,  übergehen  kann. 

Ein  Umstand,  der  sich  bei  diesem  wechselseitigen  Uebergange 
insbesondere  der  Beachtung  darbietet,  besteht  darin,  dass  sowohl  in 
die  gesuchte  Gleichung  als  in  die  Coefficienten  des  verlangten  Aus- 
drucks die  Coordinaten  der  Fundamentalpuncte  mit  hineinkommen, 
während  die  Coefficienten  der  bisher  behandelten  Ausdrücke  von 
diesen  Coordinaten  ganz  unabhängig  waren,  und  dabei  allerdings 
auch  alle  durch  diese  Coordinaten  ausdrückbaren  Grössen,  wie  z.  B. 
die  Verhältnisse  z^Wschen   den  gegenseitigen  Abständen  der  Funda- 


*)  Wiewohl  ich  zu  diesem  Satze  und  den  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen 
bei  Anstellung  eigener  Untersuchungen  gelangte,  so  fand  ich  doch  später,  kurz 
vor  dem  Drucke  meines  Buchs,  dass  schon  Dupin  denselben  Satz,  in  Verbindung 
mit  seiner  sehr  umfassenden  Theorie  der  conjugirten  Tangenten,  aufgestellt  hatte. 
Dupin  DSveloppements  de  GSonUtrie.  Paris  1813.  Pag.  149.  Da  aber  dcmunge- 
achtet  diese  Behandlungsart  der  Berührung  nicht  allzubekannt  sein  dürfte,  so 
schien  es  mir  passend,  sie  bei  dieser  Gelegenheit,  jedoch  in  der  Form,  \ne  ich 
sie  noch  vor  der  Bekanntschaft  mit  Dupin's  Werke  abgefasst,  hier  mitzu- 
theilen. 

Mit  diesen  Eigenschaften  der  Berührung  hängen  die  Beiwörter  elliptisch 
und  hyperbolisch  zusammen,  wodurch  ich  die  Hyperboloide  und  die  Parabo- 
loide  (welche  nebst  dem  EUipsoid  die  drei  Hauptarten  von  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  ausmachen),  unterschieden  habe.  Das  elliptische  Hyperboloid  wird  näm- 
lich, ebenso  wie  das  elliptische  Paraboloid,  von  einer  Ebene,  welche  mit  einer 
berührenden  Ebene  parallel  ist,  in  einer  Ellipse,  und  das  hyperbolische  Hj-per- 
boloid,  ebenso  wie  das  hyperbolische  Paraboloid,  von  einer  solchen  Ebene  in  einer 
Hyperbel  geschnitten.  Doch  muss  ich  hinzufügen,  dass  ich  zu  diesen  ganz  sach- 
gemässen  Benennungen,  statt  welcher  ich  früher  andere  gebraucht  hatte,  erst  durch 
Dupin  veranlasst  worden  bin.     D4veloppetnents  de  Geometrie,  pag.  50. 
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mentalpuncte,  die  von  den  Fundamentallinien  gebildeten  Winkel  etc. 
gar  nicht  in  Rechnung  kommen  konnten.  Wiewohl  ich  nun  hier- 
durch hätte  veranlasst  werden  können,  durch  Einführung  jener 
Coordinaten  oder  von  ihnen  abhängiger  Grössen,  den  barycentrischen 
Calcul  auf  alle  Arten  geometrischer  Untersuchungen  anzuwenden, 
so  sah  ich  doch  bald,  dass  man  alsdann  oft;  eine  verwickeitere  Rech- 
nung haben  würde,  als  beim  Gebrauche  der  gewöhnlichen  Coordi- 
natenmethode;  da  hingegen  alle  durch  den  barycentrischen  Calcul 
zu  erhaltenden  Resultate,  wobei  die  gegenseitige  Lage  der  Funda- 
mentalpuncte  nicht  berücksichtigt  wird,  meistentheils  leichter  auf 
diese  Weise,  als  mit  Anwendung  paralleler  Coordinaten,  gefunden 
werden  können. 

Hiemach  liess  ich  also  den  barjxentrischen  Calcul  in  seiner 
Unabhängigkeit  von  der  Lage  der  Fundamentalpuncte ,  wo  er  nur 
auf  eine  gewisse  Classe  von  Untersuchungen  anwendbar  ist,  auf 
Untersuchungen  aber,  die  zum  Ersatz  dieser  Beschränktheit  an  sich 
selbst  von  desto  allgemeinerer  Natur  sind.  Denkt  man  sich  nämlich 
alle  Puncto  einer  Figur  durch  die  Coefficienten  gewisser  Funda- 
mentalpuncte gegeben,  so  werden  alle  durch  diese  Coefficienten  aus- 
drückbaren Relationen  auch  bei  jeder  anderen  Figur  vorhanden  sein, 
die  man  mit  denselben  Coefficienten,  aber  nach  Belieben  anders  ge- 
wählten Fundamentalpuncten,  construirt.  Man  sieht  augenblicklich, 
dass  z^vei  solche  Figuren  einander  nicht  ähnlich  sind,  sondern  in 
einer  allgemeineren  Beziehung  zu  einander  stehen.  Es  ergab  sich 
mir,  dass  diese  Beziehung  einerlei  sei  mit  derjenigen,  welche  von 
Euler  in  seiner  Introductio  Affinität  genannt  wird*). 

Zugleich  aber  wurde  ich  dadurch  bewogen,  noch  mehrere  der- 
gleichen Beziehungen  zwischen  Figuren  auszumitteln ,  und  somit 
entstand  der  zweite  Abschnitt  meines  Buchs,  welcher  von  den  geo- 
metrischen Verwandtschaften  handelt,  einer  Lehre,  welche  in 
dem  hier  gebrauchten  Sinne  die  Grundlage  der  ganzen  Geometrie 
in  sich  fasst,  die  aber  auch  eine  der  schwierigsten  sein  möchte, 
wenn  sie  in  völliger  Allgemeinheit  und  erschöpfend  vorgetragen 
werden  soll.     Im  Gegenwärtigen  sind  nur  die  einfachsten  Arten  der 


*)  In  Bezug  auf  das  in  §.  147  darüber  Gesagte  können  noch  verglichen 
werden  K&stner's  Anfangsgründe  der  Analyais  endlicher  Grössen.  3.  Aufl.  S.  248, 
wo  Kästner  durch  Euler's  unrichtige  Ansicht  verführt,  von  der  Affinität  über- 
haupt keinen  grossen  Nutzen  sehen  wilL 
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Verwandtschaften  betrachtet  worden,  diejenigen  nämlich,  welche  auch 
in  der  niederen  Geometrie  in  Anwendung  kommen  können. 

Der  Hauptnutzen  dieser  der  niederen  Geometrie  angehörigen 
Verwandtschaften  besteht  aber  darin,  dass  jede  derselben  zu  einer 
besonderen  Classe  von  Aufgaben  hinfuhrt,  wo  aus  gewissen  in  hin- 
reichender Anzahl  gegebenen  Stücken  einer  Figur  ein  oder  mehrere 
andere  Stücke  gefunden  werden  sollen.  —  Von  diesen  Aufgaben 
scheint  man  bisher  bloss  diejenigen  gekannt  zu  haben,  welche  aus 
der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  als  der  einfachsten  Verwandt- 
schaft, ihren  Ursprung  ziehen,  und  wonach  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  in  einer  Ebene  oder  im  Räume  aus  2  w  —  3  oder  3  w  —  6 
von  einander  unabhängigen  Stücken  alle  übrigen  sich  finden  lassen; 
der  bekannte  Grundsatz  der  Trigonometrie,  Polygonometrie  und 
Polyedrometrie.  Die  Aufgaben,  zu  denen  die  Aehnlichkeit  allein 
führt,  sind  hiervon  nicht  wesentlich  unterschieden.  Wohl  aber  ge- 
langt man  zu  Aufgaben  ganz  anderer  Art  durch  die  Affinität  und 
durch  die  Gleichheit,  welche  letztere  eine  ebenso  specielle  Art 
von  der  Affinität  ist,  als  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  von  der 
Aehnlichkeit  allein.  Noch  andere  Aufgaben  endlich  bietet  die  noch 
allgemeinere  Verwandtschaft  der  Collineation  dar.  Die  Dar- 
stellung dieser  verschiedenen  Classen  von  Aufgaben  und  die  Lösung 
der  neuen  unter  ihnen*)  mittelst  des  barycentrischen  Calculs  ist  der 
Hauptgegenstand  des  zweiten  Abschnitts  und  zugleich  dasjenige  in 
meinem  Buche,  was  ich  der  Beachtung  des  Lesers  am  meisten  em- 
pfehlen möchte. 

Zu  der  letzterwähnten  Verwandtschaft  der  Collineation  wurde 
ich  durch  die  Betrachtung  der  perspectivischen  Abbildung  einer 
ebenen  Figur  geleitet.  Bekanntlich  hat  man  die  Theorie  der  per- 
spectivischen Projectionen    schon   oft  angewendet,    um   sch>vierigere 


*)  Zwei  dergleichen  Aufgaben,  die  eine  aus  der  Gleichheit,  die  andere  aus 
der  CoUineationsverwandtschaft  entsprungen,  hatte  ich  meinen  i.  J.  1823  heraus- 
gegebenen Beobachtungen  auf  der  Königlichen  Universifäts- Sternwarte  zu  Leipzig 
als  Anhang  beigefügt.  Zwei  Lösungen  der  ersteren  (§.  165,  2),  vom  Herrn  Hof- 
rath  und  lütter  Gauss  und  von  Herrn  Clausen  in  Altona,  befinden  sich  in 
Schumacher 's  Astronomische  Nachrichten  No.  42;  nachträgliche  Erinnerungen 
von  mir  über  dieselbe  Aufgabe,  —  insbesondere,  dass  man  zu  derselben  End- 
gleichung gelangt,  wenn  man  statt  der  5  Dreiecke  die  5  Vierecke  gegeben  an- 
nimmt, welche  die  Dreiecke  zum  Fünfeck  ergänzen,  —  stehen  in  No.  56  derselben 
Zeitschrift. 
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Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie  auf  einfachere  zurückzuführen*). 
Hier  suchte  ich  den  Gegenstand  aus  einem  noch  allgemeineren  Ge- 
sichtspuncte  darzustellen,  und  die  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
einer  ebenen  Figur  und  ihrem  perspectivischen  Bilde  stattfindet,  auch 
auf  Figuren  im  Räume  auszudehnen.  Es  lässt  sich  nämlich  nicht 
nur  bei  ebenen,  sondern  auch  bei  räumlichen  Figuren  der  Begriff 
dieser  Verwandtschaft  schon  dadurch  bestimmen,  dass  jeden  drei 
Puncten  einer  Geraden  der  einen  Figur  drei  gleichfalls  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  der  anderen  entsprechen.  Und  diese  Er- 
klärungsart ist  es  auch,  wonach  die  Verwandtschaft  ihren  Namen 
erhalten  hat.  Ich  legte  ihr  denselben  bei  auf  den  Rath  meines  sehr 
geschätzten  Freundes,  des  hiesigen  Herrn  Professor  Weiske,  dem 
ich  auch  für  noch  einige  andere  hier  vorkommende  Benennungen 
Dank  schuldig  bin. 

Eine  andere  Definition,  die  sich  für  die  Collineationsverwandt- 
schaft  aufstellen  lässt,  beruht  auf  der  Gleichheit  einer  gewissen  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse,  hier  Doppelschnittsverhältnisse 
genannt.  Die  bis  jetzt,  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  behandelte 
Theorie  dieser  Verhältnisse  ist  in  einem  besonderen  Capitel  vorge- 
tragen. Um  aber  den  Zusammenhang  dieser  zweiten  Definition  mit 
der  ersten  in  gehöriges  Licht  zu  stellen,  waren  noch  andere  Unter- 
suchungen vorauszuschicken  nöthig,  die  in  dem  Capitel  von  den 
geometrischen  Netzen  zusammengefasst  sind. 

Mit  der  Theorie  der  CoUineationsverwandtschaft  steht  auch  die 
Lehre  in  enger  Verbindung,  zu  der  mich  eine  bekannte  Eigenschaft 
der  Kegelschnitte  hinführte,  und  wonach  jedem  Puncte  in  der  Ebene 
einer  solchen  Curve  eine  Gerade,  und  umgekehrt,  entspricht.  Noch 
ehe  ich  aber  diese  Lehre  und  einige  Anwendungen  derselben  dem 
Drucke  übergeben  hatte,  belehrte  ich  mich**),  dass  derselbe  Gegen- 
stand in  grosser  Allgemeinheit  bereits  von  französischen  Mathema- 
tikern behandelt  worden  sei.  Ohne  eine  nähere  Nachricht  darüber 
erhalten  zu  können,  habe  ich  es  in  dem  letzten  Capitel  meines 
Buchs  versucht,  jene   Lehre  mit  Hülfe  des  barycentrischen  Calculs 


*)  Dahin  gehört  unter  anderen  Newton's  Genesis  Curvarum  per  unibras, 
und  die  Aufgabe  desselben  Geometers :  Figuras  in  alias  ejusdem  generis  figuras 
muiare.     Thilos,  natur,  Princ.   lib.  I.   lemma  22. 

**)    Durch  die  Anzeige  der  Gergonne'schen  Annalen,    Tom.  XVI,    No.  7,    in 
F^russac's  Bulletin  des  sciences  mathhn.  etc.    F^vrier  1826,  p.  112 — 116. 
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in  derselben  Allgemeinheit  vorzutragen,  zugleich  aber  die  mit  den 
hierher  gehörigen  Eigenschaften  in  Verbindung  stehende  Theorie  der 
Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  zu  benutzen,  um  dadurch 
jener  Lehre,  so  wie  auch  der  letzteren  Theorie  selbst,  eine  noch 
grössere  Ausdehnung  zu  verschaffen. 

Möge  das  Gesagte  zur  Uebersicht  des  Ganges  und  der  Be- 
schaffenheit der  vorliegenden  Untersuchungen  hinreichen.  Ich  be- 
merke nur  noch,  dass  ich  das  schon  von  Mehreren  gebrauchte  Ver- 
fahren, nach  welchem  der  positive  oder  negative  Werth  einer  Linie 
durch  die  verschiedene  Nebeneinanderstellung  der  die  Endpuncte 
der  Linie  bezeichnenden  Buchstaben  ausgedrückt  wird,  hier  durch- 
gehends  angewendet  und  auch  auf  die  Bezeichnung  des  Inhalts  von 
Dreiecken  (Vielecken,  in  der  Anmerkung  zu  §.  165)  und  dreiseitigen 
Pyramiden  erweitert  habe.  Es  wird  hierdurch,  so  wie  auch  zum 
Theil  durch  den  barycentrischen  Calcul  selbst,  die  Anschaulichkeit 
der  synthetischen  Methode  mit  der  Allgemeinheit  der  analytischen 
in  möglichst  nahe  Verbindung  gebracht,  indem  man  mit  Anwendung 
rein  geometrischer  Zeichen,  dergleichen  die  für  die  Puncte  einer 
Figur  gewählten  Buchstaben  sind,  die  arithmetischen  Beziehungen 
zwischen  den  Theilen  der  Figur  durch  Formeln  darstellt,  welche 
für  alle  möglichen  Lagen  der  Theile  Gültigkeit  haben. 

Die  weitere  Ausführung  hiervon,  so  wie  noch  einiger  anderer 
Gegenstände  des  Buchs,  verspare  ich  auf  eine  künftige  Gelegenheit, 
und  wünsche  für  jetzt,  meine  Absicht,  durch  die  hier  dargelegten 
Methoden  und  Lehrsätze  der  Geometrie  zur  Vereinfachung  ihrer 
Untersuchungen  und  zur  Erweiterung  ihres  Umfangs  einigermassen 
beizutragen,  auch  nach  dem  billigen  Urtheile  Anderer  in  etwas  er- 
reicht zu  haben. 
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Curve  mit  einer  Geraden  kann  die  Ordnungszahl  der  Curve  nicht  über- 
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gestellt werden  können. 
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Figuren.  Anzahl  der  Verhältnisse,  aus  denen  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  alle  übrigen  Verhältnisse  gefunden  werden  können.  Allgemeine 
Bemerkung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Construction  und  Rechnung. 

Drittes  CapiteL 
Von  der  Affinität. 

§.  144.  IVie  der  Begriff  der  Affinität  aus  der  barycentrischen  Be- 
stimmung von  Puncten  entspringt.  —  §.  145.  Erklärung  der  Affinität  ebener 
Figuren  durch  Proportionalität  zwischen  sich  entsprechenden  Flächen- 
theilen.  —  §.  146.  Andere  Erklärung  mittelst  paralleler  Coordinaten.  — 
§.  147.  Von  der  Affinität  hat  schon  Euler  gehandelt  —  §.  148.  Widerlegung 
einer  Euler'schen  Behauptung.  —  §.  149.  Noch  andere  Erklärung  affiner 
Figuren  in  Ebenen.  —  §.  150 — 153.  Analoge  Erklärungen  und  Eigen- 
schaften affiner  Figuren  im  Räume.  —  §.  154.  Die  Affinität  bei  Systemen 
von  Puncten  in  geraden  Linien  ist  einerlei  mit  der  Aehnlichkeit.  — 
§.  155.  156.  Construction  affiner  Figuren  in  Ebenen.  Anzahl  von  Verhält- 
nissen zwischen  Flächentheilen,  welche  bei  einer  ebenen  geradlinigen  Figur 
gegeben  sein  müssen,  um  daraus  alle  übrigen  Verhältnisse  dieser  Art 
finden  zu  können.  Zur  Lösung  der  hieraus  entspringenden  Aufgaben  dient 
der  barycentrische  CalcuL  —  §.  157.  Beispiele.  —  §.  158 — 160.  Analoge 
Aufgaben  bei  räumlichen  Figuren. 

Viertes  Capitel. 
Von  der  Gleichheit. 

§.  161.  162.  Engere  Bedeutung,  in  welcher  hier  die  Gleichheit  der 
Figuren  genommen  wird.  Entstehung  des  Begriffs  der  Gleichheit  aus  dem 
der  Affinität.  —  §.  163.  Gegenseitiges  Verhalten  der  bisher  erklärten  Ver- 
wandtschaften. —  §.  164.  Construction  gleicher  Figuren  in  Ebenen.  An- 
zahl der  Flächentheüe,  aus  welchen  sich  bei  einer  ebenen  geradlinigen 
Figur  die  übrigen  Flächentheüe  ihrem  Inhalte  nach  finden  lassen.  — 
Mftbim  Werke  I.  2 
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§.  165.  Beispiele.  Erklärung  des  Flächeninhalts  eines  Vielecks,  auch  auf 
Vielecke  mit  Doppelpuncten  anwendbar.  —  §.  166.  Merkwürdige  Relation 
zwischen  den  Dreiecken  eines  durch  Diagonalen  getheilten  Fünfecks,  wo- 
durch alle  hierher  gehörigen  Aufgaben  in  Rechnung  sich  setzen  lassen.  — 
§.  167.  Construction  gleicher  Figuren  im  Räume.  —  §.  168.  Aus  wie  viel 
körperlichen  Theilen  bei  einem  durch  Ebenen  verbundenen  Systeme  von 
Puncten  die  übrigen  körperlichen  Theile  gefunden  werden  können.  — 
§.  169.  Beispiel.  —  §.  170.  171.  Zwei  Relationen  zwischen  Pyramiden, 
analog  der  Relation  zwischen  Dreiecken  in  §.  166. 

Von  der  Affinität  und  Gleichheit  krummer  Linien  und 
Flächen.  §.  172.  Allgemeine  Beziehungen  zwischen  affinen  Curven.  — 
§.  173.  Alle  Kegelschnitte  von  derselben  Art  sind  einander  affin.  Je  zwei 
Parabeln  lassen  sich  auch  als  gleiche  Figuren  betrachten.  —  §.  174.  Folge- 
rungen aus  dieser  Eigenthümlichkeit  der  Parabel.  Allgemeine  Eigen- 
schaften unendlich  kleiner  Segmente  einer  Curve.  —  §.175.  Affinität  und 
Gleichheit  krummer  Flächen  überhaupt  —  §.176.  Je  zwei  Flächen  der 
zweiten  Ordnung  von  derselben  Art  sind  einander  affin.  Paraboloide  von 
derselben  Art  können  auch  als  gleich  angesehen  werden.  —  §.  177.  178.  Be- 
weis dieses  Satzes  für  das  hyperbolische  Paraboloid  und  Folgerungen  da- 
raus. Oubatur  dieses  Paraboloids.  —  §.  179.  Beweis  für  das  elliptische 
Paraboloid.  Cubatur  desselben.  Anmerkung  über  unendlich  kleine  Seg- 
mente krummer  Flächen  überhaupt. 

Fünftes  CapiteL 
Die  DoppeLschnittsverhältnisse. 

§.  180.  Vorerinnerung.  —  §.181.  Betrachtung  des  Verhältnisses,  nach 
welchem  eine  Gerade  von  bestimmter  Länge  in  einem  Puncto  geschnitten 
wird.  —  §.  182.  Doppelschnittsverhältnisse.  Werthe  derselben  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  vier  sie  bestimmenden  Puncte.  —  §.  183.  Ab- 
gekürzte Bezeichnung  der  Doppelschnittsverhältnisse.  —  §.184.  Relationen 
zwischen  den  Doppelschnittsverhältnissen,  welche  durch  Permutation  der 
vier  Buchstaben  in  ihrer  Bezeichnung  entstehen.    Tafel  dafür. 

Relationen  zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  bei  ei- 
nem Systeme  von  mehr  als  vier  Puncten  in  einer  geraden  Li- 
nie. §.185.  Grundformcln.  —  §.  186.  Einfache  Anwendungen.  —  §.  187.  Aus 
wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  von  ti  Puncten  in 
einer  geraden  Linie  die  übrigen  gefunden  werden  können. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  gerader  Li- 
nien in  einer  Ebene.  §.  188.  189.  Doppelschnittsverhältnisse  bei  vier 
Geraden,  welche  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  —  §.190.  Relationen 
zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten, 
—  §.  191.,  bei  einem  Systeme  von  fünf  Geraden  in  einer  Ebene.  — 
§.  192.  Aus  wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  n  ge- 
rader Linien  in  einer  Ebene  etc. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  von  Ebe- 
nen. §.  193.  Allgemeine  Betrachtung  eines  Systems  sich  schneidender 
Ebenen.  —  §.  194.  Aus  wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem 
Systeme  von  n  Ebenen  etc.  —  §.  195.   Zweckgemässere  Bezeichnung  der 
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Doppelschnittsyerhältnisse  in  den  hierbei  anzuwendenden  Formeln.  — 
§.  196.  Doppelschnittsyerhältnisse  bei  vier  Ebenen,  welche  sich  in  einer 
Geraden  schneiden.  —  §.  197.   Beispiel  zu  §.  194. 

Sechstes  Capitel. 
Die  geometrischen  Netze. 

Das  Netz  in  einer  Ebene.  §.  198.  Vier  Puncte  in  einer  Ebene 
werden  durch  Gerade  verbunden.  Eigenschaften  dieser  Figur.  Har- 
monische Theilung.  —  §.  199.  Zusätze.  —  §.  200.  Durch  die  ohne  Ende 
fortgesetzte  Verbindung  der  Durchschnittspuncte  dieser  Figur  wird  die 
Ebene  mit  einem  immer  dichter  werdenden  Netze  überzogen.  —  §.  201 
— 205.  Allgemeine  Eigenschaften  des  Netzes.  Jedes  von  Puncten  des 
Netzes  gebildete  Doppelschnittsverhältniss  ist  rational;  Puncte  des  Netzes 
können  an  allen  Stellen  der  Ebene  gefunden  werden;  etc. 

Das  Netz  im  Räume.  §.  206.  Figur,  welche  entsteht,  wenn  fünf 
Puncte  im  Baume  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden  werden.  —  §.  207. 
208.  Eigenschaften  dieser  Figur  auf  rein  geometrischem  Wege  gefunden. 
Hiermit  können  rückwärts  die  Eigenschaften  der  Figur  in  §.198  ohne  An- 
wendung von  Calcul  oder  Proportionen  dargethan  werden.  —  §.  209.  Bary- 
centrische  Entwickelung  der  Eigenschaften  dieses  Systems  von  Ebenen.  — 
§.  210.  Durch  fortgesetzte  Verbindung  je  dreier  Puncte  dieses  Systems  mit 
Ebenen  entsteht  das  Netz  im  Räume.  —  §.  211 — 214.  Allgemeine  Eigen- 
schaften desselben,  analog  den  obigen  für  das  Netz  in  einer  Ebene. 

Von  Vieleckschnittsverhältnissen.  §.  215.  216.  Entstehung 
der  Vieleckschnittsverhältnisse.  Jedes  aus  Netzpuncten  gebildete  Vieleck- 
schnittsverhältniss  ist  rational.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  ist  ein 
Zweieckschnittsverhältniss . 

Siebentes  OapiteL 
Von  der  Verwandtschaft  der  Collineation. 

§.  217.  Einfachste  Erklärung  dieser  Verwandtschaft  durch  die  gerade 
Linie.  —  §.  218.  Die  hiemach  sich  entsprechenden  Puncte  zweier  Ebenen 
können  durch  Construction  zweier  Netze  gefunden  werden.  —  §.  219.  Bary- 
centrische  Erklärung  der  Collineationsverwandtschaft  bei  ebenen  Figuren. 
—  §.  220.  Zusätze.  Alle  Kegelschnitte  sind  einander  coUinear.  —  §.  221. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  zwischen  sich  ent- 
sprechenden Puncten  collinear  verwandter  ebener  Figuren.  —  §.  222.  Er- 
örterung der  Collineationsverwandtschaft  bei  räumlichen  Figuren  durch 
Construction  von  Netzen  im  Räume.  —  §.  223.  Barycentrische  Erklärung 
der  Collineationsverwandtschaft  bei  räumlichen  Figuren.  —  §.  224.  Zu- 
sätze. Die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  sind  nicht  insgesammt  einander 
collinear,  sondern  zerfallen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Classen.  —  §.  225. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  bei  collinearen  Fi- 
guren im  Räume.  —  §.  226.  Collineationsverwandtschaft  bei  Systemen  von 
Puncten  in  geraden  Linien. 

Construction  collinear  verwandter  Figuren.  §.227.228.  Con- 
struction, wenn  die  gegebene  Figur  bloss  aus  Puncten  in  einer  Geraden 
besteht.  —  §.  229.  Dieselbe  Aufgabe  bei  ebenen  Figuren.  —  §.  230.  Die 
Ebenen  zweier  collinearer  Figuren  können  immer  und  auf  unzählige  Weisen 
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in  eine  solche  gegenseitige  Lage  gebracht  werden,  dass  die  Geraden,  welche 
je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verbinden,  sich  in  Einem  Puncte  schnei- 
den. —  §.  231.  Construction  coUinear  verwandter  Figuren  im  Räume.  — 
§.  232.  Beweis  der  vorgetragenen  Constructionen,  etc. 

Achtes  CapiteL 

Von    den    ans    der  Verwandtschaft   der  Collineation  entspringenden 

Aufgaben.       • 

§.  233.  234.  Wie  viel  Doppel-  und  Vieleclcßchnittsverhältnisse  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen  finden 
zu  können. 

Der  abgekürzte  barycentrische  Calcul.  §.  235.  Gegenstände, 
die  sich  diesem  Calcul  unterwerfen  lassen.  —  §.  236.  Abkürzung  der  bary- 
centrischen  Gleichungen  bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Geraden. 
—  §.  237.  Berechnung  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse.  — 
§.  238.  Aus  in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Doppel-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnissen bei  Puncten  in  einer  Geraden  die  übrigen  zu  finden. 
Beispiel.  —  §.  239 — 242.  Formeln  des  abgekürzten  Calculs  und  Regeln  für 
deren  Anwendung  bei  ebenen  Figuren.  —  §.  243.  Beispiele.  Merkwürdige 
Relationen  bei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  und  Vierecken.  — 
§.  244.  Anwendung  des  abgekürzten  Calculs  auf  räumliche  Figuren.  — 
§.  245.  246.  Beispiel  Eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  vier  andere  gegebene 
Gerade  schneidet.  Allgemeine  Auflösung  durch  Construction  eines  hyper- 
bolischen Hyperboloids.  Auflösung  durch  Rechnung  für  eine  besondere 
Lage  der  gegebenen  Geraden. 

Schlussbemerkungen.  §.  247.  Uebersicht  der  Arten  von  Auf- 
gaben, welche  aus  den  bisher  erklärten  Verwandtschaften  entspringen.  — 
§.  248.  Eintheilung  aller  Eigenschaften  der  Figuren  in  drei  Classen. 


Dritter  Abschnitt. 

Anwendung  des  barycentrischen  Calculs  auf  die  Entwickelung 
mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Erstes  Capitel. 
Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  gegebene  Puncte. 

§.  249.  Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  einen  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht.  —  §.  250.  Ausdruck  eines  durch 
fünf  Puncte  beschriebenen  Kegelschnitts.  —  §.251.  Ein  Punct  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  kann  gegen  denselben  drei  verschiedene  Arten  von 
Lagen  haben.  Bedingungen  dafür.  —  §.  252.  Ausdruck  einer  durch  die 
Fundamentalpuncte  beschriebenen  ParabeL  —  §.  253.  254.  Durch  vier  Puncte 
einer  Ebene  können  immer  Hyperbeln,  nicht  aber  auch  immer  Ellipsen 
und  Parabeln  beschrieben  werden.  —  §.  255.  Bestimmung  der  Art  des 
Kegelschnitts,  welcher  sich  durch  fünf  gegebene  Puncte  führen  lässt.  — 
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§.  256.  Zusätze.  Unendlich  grössere  Wahrscheinlichkeit,  dass  fünf  Punote 
in  einer  Hyperbel,  als  dass  sie  in  einer  EUipse  liegen.  —  §.  257.  Anderer 
Beweis  des  Satzes  in  §.  255. 

Zweites  CapiteL 
Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  gegebene  Tangenten. 

§.  258.  Vereinfachung  des  Ausdrucks  fQr  einen  Kegelschnitt,  der  Ton 
den  drei  FundamentaUinien  berührt  wird.  —  §.  259.  Ausdruck  einer  davon 
berührten  Parabel  —  §.  260.  Bestimmung  der  Art  eines  Kegelschnitts,  wenn 
drei  Tangenten  und  in  zweien  derselben  die  Berührungspuncte  gegeben 
sind.  —  §.  261.  Ausdruck  eines  an  fünf  Gerade  beschriebenen  Kegel- 
schnitts. —  §.  262.  Merkwürdige  Sätze  bei  einer  von  drei  Geraden  berührten 
Parabel  —  §.  263.  Dreifache  Art  der  Lage  einer  Geraden  gegen  einen 
Kegelschnitt  Bedingungen  dafür.  —  §.  264.  Bestimmung  der  Art  des 
Kegelschnitts,  der  an  fünf  gegebene  Gerade  beschrieben  werden  kann.  — 
$.  265.  Besondere  Eigenschaft  einer  um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung 
beschriebenen  dreiseitigen  Pyramide. 

^,*  Drittes  Capitel. 

Von  den  Durchmessern   und   dem  Mittelpuncte   eines  Kegelschnitts 

und  den  Asymptoten  der  Hyperbel. 

§.  266—268.  Eigenschaften  der  Durchmesser  und  des  Mittelpuncts  eines 
Kegelschnitts.  —  §.  269.  Construction  von  Kegelschnitten  in  in  einander 
beschriebene  Dreiecke,  wobei  die  Mittelpuncte  der  Kegelschnitte  in  einer 
Geraden  liegen.  —  §.  270.  271.  Eigenschaften  des  Asymptoten  der  Hy- 
perbel. 

Viertes  Capitel. 
Gegenseitiges  Entsprechen  z^vischen  Puncten  und  geraden  Linien  in 

Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 

§.  272.  Eigenschaften  von  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  welche  sich  in 
Einem  Puncte  schneiden.  —  §.  273.  Jedem  Puncte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  entspricht  in  Bezug  auf  letztem  eine  gewisse  Gerade,  und 
umgekehrt  —  §.  274.  275.  Gegenseitige  Lage  dieser  Puncte  und  Geraden. 
—  §.  276.  Anwendung  dieser  Theorie,  um  aus  schon  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  neue,  analoge  abzuleiten.  Beispiele.  In  und 
um  einen  Kegelschnitt  beschriebene  Vierecke. 

Eigenschaften  in  und  um  einen  Kegelschnitt  beschriebe- 
ner Sechsecke.  §.277 — 280.  Das  einbeschriebene  Sechseck.  Beschrei- 
bung eines  Kegelschnitts  durch  fünf  Puncte.  —  §.  281.  Rückkehr  zu  Eigen- 
schaften der  Vierecke.  Ein-  und  umschriebenes  Achteck.  —  §.  282.  Das 
umschriebene  Sechseck.  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  an  fünf  ge- 
gebene Gerade.  —  §.  283.  Um  (In)  zwei  um  (in)  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebene Dreiecke  lässt  sich  ein  zweiter  Kegelschnitt  beschreiben.  — 
§.  284.  Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  den  Puncten  und  Tangenten 
zweier  Kegelschnitte. 
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Fünftes  CapiteL 
Allgemeinere   Darstellung   des  gegenseitigen   Entsprechens   zwischen 

Puncten  und  geraden  Linien. 

§.  285.  Auch  bei  bloss  geradlinigen  Figuren  können  durch  das  Ver- 
tauschen der  Puncte  mit  Geraden  und  der  Geraden  mit  Puncten  aus  ge- 
gebenen Sätzen  analoge  abgeleitet  werden.  —  §.  286.  Analytischer  Beweis 
dafür.  Gegenseitige  Beziehung,  in  welche  bei  zwei  Ebenen  alle  Puncte 
der  einen  mit  den  Geraden  der  andern  sich  setzen  lassen.  —  §.  287.  Jeder 
Ourve  der  einen  Ebene  gehört  alsdann  eine  Curve  in  der  andern  an,  so 
dass  wechselseitig  den  Puncten  der  einen  Curve  die  Tangenten  der  andern 
entsprechen.  —  §.  288.  289.  Die  vier  ersten  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  und  Linien  können  bei  dieser  Beziehungsart  nach  Willkür  ge- 
nommen werden.  —  §.  290.  Hierbei  stattfindende  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse. —  §.  291 — 294.  Merkwürdige  Art,  wie  auch  die- 
selben Vieleckschnittsverhältnisse  in  der  entsprechenden  Figur  sich  wieder 
zeigen.  —  §.  295.  Folgerungen  daraus.  —  §.  296.  Erfindung  analoger  Sätze 
in  Bezug  auf  Vieleckschnittsverhältnisse.  —  §.  297.  Beispiele.  —  §.  298.  Alle 
Eigenschaften  der  dritten  Classe  sind  paarweise  vorhanden. 


Erster  Abschnitt. 


Darstellung 

des  barycentrischen  Calculs  und  einer  darauf 

gegründeten  analytischen  Geometrie. 


Erstes  Capitel. 

Vom  Schwerpuncte. 


§.  1.  Vorerinnerung.  Die  Bezeichnung  eines  Theils  einer 
geraden  Linie  durch  Nebeneinanderstellung  der  zwei  Buchstaben, 
womit  man  die  Grenzpuncte  desselben  benannt  hat,  soll  hier  nicht 
als  Ausdruck  für  den  absoluten  Werth  des  Theils  gebraucht  werden, 
sondern  zugleich  durch  die  verschiedene  Stellung  der  Buchstaben 
angeben,  ob  dieser  Werth,  nach  der  einmal  festgesetzten  positiven 
Bichtung  der  Linie,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist. 

Ein  Punct  kann  sich  nämlich  in  einer  geraden  Linie  nach  zwei 
verschiedenen  Richtungen  bewegen,  von  denen  die  eine  der  andern 
entgegengesetzt  ist.  Die  eine  dieser  Richtungen  heisse  die  positive, 
die  andere  die  negative.  Sind  nun  A  und  B  beliebige  zwei  Puncte 
einer  geraden  Linie,  so  verstehe  man  unter  dem  Ausdrucke  AB  den 
Werth  des  zwischen  A  und  B  enthaltenen  Theils  der  Linie,  positiv 
oder  negativ  genommen,  je  nachdem  ein  in  der  Linie  fortgehender 
Punct,  um  von  dem,  in  dem  Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Puncte  A 
zu  dem  nachfolgenden  B  zu  gelangen,  sich  in  der  positiven  oder 
negativen  Bichtung  bewegen  muss. 

Hiemach  ist  also  immer: 

AB  +  BA  =  ^\ 

und  wenn  C  einen  dritten  Punct  derselben  Geraden  bedeutet,  mag 
dieser  dritte  Punct  zwischen  A  und  jB,  oder  ausserhalb,  auf  der 
Seite  von  A  oder  der  Seite  von  B  liegen, 

I)  jBC+  C^  +  ^J?  =  0 

n)  CB—CA  =  AB,  u.  s.  w. 

Bei  zwei  verschiedenen  geraden  Linien  ist  die  positive  Bichtung 
der  einen  von   der  andern  im  Allgemeinen  ganz  unabhängig.     Sind 
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sich  aber  die  Linien  parallel,  so  wollen  wir,  nach  Festsetzung  der 
positiven  Richtung  der  einen,  die  der  andern  so  bestimmen,  dass, 
wenn  die  andere  parallel  mit  sich  fortbewegt  wird,  bis  sie  mit  der 
erstem  Linie  zusammenfällt,  sie  dann  beide  auch  hinsichtlich  der 
positiven  Richtung  identisch  sind. 

Sind  daher  -4,  J?,  C,  2>  die  vier 
auf  einander  folgenden  Spitzen  eines 
ParaUelogramms,  so  hat  man 

AB  =  DC  und  BC=AD, 

dagegen 

AB+  CD=  (i 
und 

BC+  DA  =  Q, 

Ist  femer  P  (Fig.  1)  der  Durchschnitt 
der  zwei  Geraden  AB  und  A'B\  und 
laufen  AA  und  BH  einander  parallel, 
so  verhält  sich  immer 

AP  :BP=AÄ:BB\ 

mögen  die  zwei  Parallelen  AA'  und 
BB*  auf  einerlei  oder  verschiedenen 
Seiten  des  Punctes  P  liegen,   nur  dass 

im  erstem  Falle  die  Exponenten  der  beiden  Verhältnisse  positiv,  im 

letztem  negativ  sind. 


Fig.  1. 


§.  2.  Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Puncte  A  und  B  (Fig.  1) 
sind  zwei  Parallellinien  AA  und  BB'  gezogen.  Bezeichnen  femer 
a  und  b  zwei  Zahlen,  die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  ein- 
ander stehen,  deren  Summe  aber  nicht  Null  ist.  Es  wird  verlangt, 
die  zwei  Parallelen  durch  eine  dritte  Gerade  so  zu  schneiden,  dass, 
wenn  A'  und  B'  die  resp.  Durchschnittspuncte  sind, 

a.AA'  +  b.BB'  =  0 
ist. 

Auflösung.     Man  ziehe  die  Gerade  AB,  und  theile  dieselbe 

in  P  dergestalt,  dass 

AP:PB  =  b:a, 

so  wird  jede  durch  P  gehende  und  die  Parallelen  schneidende 
Gerade,  wie  ÄPB\  und  keine  andere,  die  geforderte  Eigenschaft 
haben. 
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Denn  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  AAP,  BHP  verhält  sich: 

AÄ  :  BR  =  AP:  BP  =  AP  :  —  PB  =  b  :  —  a, 

folglich  ist 

a,AÄ  +  h,BB'  =  0, 
wie  verlangt  wurde. 

Es  kann  aber  auch  keine  andere,  durch  P  nicht  gehende  Ge- 
rade die  Parallelen  auf  die  verlangte  Weise  schneiden.  Denn  sei 
A*B'  eine  solche  Gerade,  welche  den  Parallelen  in  A'  und  B' 
beg^ne.  Man  lege  durch  P  mit  A'B'  eine  Parallele  A'B\  welche 
die  Parallelen  AA'  und  BB  in  A'  und  B'  schneide,  und  mit  AAy 
BB  eine  Parallele  PF\  welche  Ä'B'  in  P"  treffe,  so  ist 

ÄÄ'  =  B'B'  =  PP'\ 
folglich 

a .  A'A"  +  b  .  B'B'  =  {a  +  b)  PF'. 

Es  ist  aber  nach  dem  eben  Erwiesenen: 

a,AA'  +  b.BB'  =  0, 
mithin 

a(AA'  +  A'A")  +  b{BB'  +  B'B')  =  (a  +  J)  PP'\ 
d.  i. 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  =  {a  +  b)  PF\ 

also  nicht  =  0. 

§.  3.  Zusätze,  a)  Was  von  einer,  die  Parallelen  schneidenden, 
geraden  Linie  bewiesen  worden,  gilt  offenbar  auch  von  einer  sie 
schneidenden  Ebene.  Jede  durch  P  gelegte  Ebene  und  keine  andere 
wird  die  zwei  Parallelen  so  schneiden,  dass,  wenn  A'  und  B'  die 
Durchschnittspuncte  sind, 

a,AA  +  b.BB  =  () 

ist.  Geht  aber  eine  Ebene  nicht  durch  P,  und  trifft  sie  die  durch 
P  mit  AA\  BB  gezogene  ParaUele  in  P"  und  AA\  BB  in  A\  B\ 
so  ist  immer: 

a  .  AA"  +  b  .  BB'  =  (a  +  b)  PP", 

b)  Die  Lage  des  Punctes  P  ist  blos  von  der  Lage  der  Puncte 
A  und  jS,  mit  denen  er  in  gerader  Linie  enthalten  ist,  und  von  dem 
Verhältnisse  a :  b  abhängig ,  keineswegs  aber  von  dem  Winkel ,  den 
die  Parallelen  durch  A  und  B  mit  AB  machen.  Haben  a  und  b 
einerlei  Vorzeichen,  so  muss  einerlei  Vorzeichen  auch  den  ihnen 
proportionalen  BP  und  PA  zukommen;  P  liegt  dann  folglich 
zwischen  A   und  J?,    näher  dem  A  oder   dem  S,    nachdem  a]>J 
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oder  Ä  >  a.  Für  a  ^  b  ist  P  der  Mittelpunct  von  AB.  Sind  a  und 
h  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftet,  so  müssen  es  auch  BP 
und  PA  sein,  folglich  PB  und  PA  einerlei  Vorzeichen  haben.  In 
diesem  Falle  liegt  daher  P  ausserhalb  AB,  und  zwar  auf  der  Seite 
von  A  oder  der  Seite  von  B,  nachdem  PB  oder  PA  der  grössere 
von  beiden  Abständen,  d.  h.  nachdem  absolut  a^b  oder  b^  a  ist. 
Auch  hier  also  liegt  P  demjenigen  der  beiden  Puncte  A  und  B 
näher,  welcher  den  absolut  grösseren  Coef&cienten  hat. 

c)  Denkt  man  sich  in  A  und  B  Gewichte  angebracht,  welche 
den  Zahlen  a  und  b  proportional  sind,  so  ist  P  der  Schwerpunct 
dieses  Systems.  Heisse  daher  auch  gegenwärtig  P  der  Schwer- 
punct der  Puncte  A  und  B  mit  den  resp.  Coef&cienten  a  und  b. 

§.  4.  Aufgabe.  Drei  Parallelen  AA',  BB ,  CC  (Fig.  2), 
welche  durch  drei  gegebene  Puncte  A,  B,  C  gehen,  —  mögen  die 

Parallelen  in  der  Ebene  ABC  selbst 
enthalten  sein  oder  nicht,  —  durch  eine 
Ebene  so  zu  schneiden,  dass,  wenn  A\ 
B'j  C"  die  resp.  Schneidungspuncte,  und 
Oj  b,  c  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehende  Zahlen  bezeichnen, 
welche  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a  .  AA'  +  b  ,  BH+  cCC  =  0 
ist. 

Auflösung.  1)  Man  verbinde  be- 
liebige zwei  der  drei  gegebenen  Puncte,  z.  B.  A  und  B  durch  eine 
Gerade,  und  theile  diese  in  P  dergestalt,  dass 

BP:PA  =  a:b, 

dass  folglich  P  der  Schwerpunct  von  A  und  B  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten  a  und  b  ist. 

2)  Man  ziehe  PC  und  nehme  darin  den  Punct  Q  so,  dass 

CQ:  QP=a  +  b:c, 

dass  mithin  Q  der  Schwerpunct  von  P  und  C  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten  a  +  i  und  c  ist. 

Jede  durch  den  Punct  Q  gelegte  Ebene,  und  keine  andere,  wird 
alsdann  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

um  dieses  zu  beweisen,  ziehe  man  noch  durch  P  eine  ParaUele 
PP'  mit  den  Parallelen  AA\  BB\  CC.  Schneide  nun  i^end  eine 
durch  Q  gelegte  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,  C,  P  in  A\  B\ 
C",  P',  so  ist,  nach  §.  3,  a  wegen  1 ) : 

a  .  AÄ+  b  .  BB  =  (a  -h  *) .  PP\ 


Kg.  2. 
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und  wegen  2): 

folglich: 

a .  AA'+  h  .  Bir+  c  ,  CC  =  0. 

Dass  aber  jede  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die  For- 
derung der  Aufgabe  nicht  erfülle,  wird  so  bewiesen.  Schneide  eine 
solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,  C,  P  in  A'\  B\  C'\  P'\ 
und  eine  noch  durch  Q  gezogene  Parallele   in  Q",   so  ist  wegen  1): 

a  .  A  A"+  b  .  BB'=  (a  +  b).  PP\ 
und  wegen  2): 

(a  +  Ä) .  PP"  +  c  .  CC"  =  (a  +  i  +  c) .  QQ' , 
folglich 

a  .  AÄ'+  b  .  BB'  +  c  .  CC"  =  (a+b  +  c).  QQ'\ 

also  nicht  =  0. 

§.5.  Zusätze,  a)  Der  Punct  Q  ist  mit  den  drei  gegebenen 
Puncten  Aj  B^  C  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  und  seine 
Lage  darin  blos  von  der  Lage  der  Puncte  Ay  JS,  C  und  den  Ver- 
hältnissen ihrer  Coefficienten  a.b.c  abhängig,  nicht  aber  von  der 
Lage  der  Parallelen  gegen  die  Ebene,  und  eben  so  wenig  von  der 
Wahl  der  beiden  Puncte,  mit  denen  man  den  Anfang  der  Con- 
struction  macht.  Denn  könnte  durch  eine  andere  Wahl  auch  ein 
anderer  Punct  gefunden  werden,  so  müssten  alle  Ebenen,  welche 
durch  diesen  und  nicht  zugleich  durch  Q  gehen,  der  Aufgabe  eben- 
falls Genüge  leisten,  was  gegen  das  Erwiesene  streitet. 

b)  Bringt  man  in  A,  B  und  C  Gewichte  an,  die  sich  wie  a:  b  :c 
verhalten,  so  zeigt  die  Mechanik,  dass  Q  der  Schwerpunct  dieses 
Systems  ist.  Heisse  demnach  auch  gegenwärtig  Q  der  Schwer- 
punct von  Ay  B  und  C  mit  den  resp.  Coefficienten  a,  b  und  c. 

§.  6.  Aufgabe.  Durch  vier  gegebene  Puncte  A,  Bj  C  und 
D  {Fig.  3),  —  mögen  dieselben  in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht,  — 
sind  vier  Parallelen  nach  einer  beliebigen  Richtung  gezogen.  Es 
wird  verlangt,  diese  Parallelen  durch  eine  Ebene  so  zu  schneiden, 
dass,  wenn  A'j  Bj  C",  D  die  resp.  Durchschnittspuncte  und  ö,  J, 
Cj  d  Coefficienten  bezeichnen,  die  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehen,  und  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a .  AA'+  b  .  BB+  c  .  CC'+  d .  DD'=  0 
ist. 

Auflösung.  1)  Man  suche  von  irgend  zweien  der  gegebenen 
Puncte   mit  ihren  resp.  Coefficienten,    z.  B.   von  A  mit  dem  Coef- 
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fielen ten  a  und  B  mit  dem  Coeffieienten  6,   den  Schwerpunct,  wel- 
cher P  sei. 

2)  Von  P  mit  dem  Coeffieienten  a-\-  b  und  den  beiden  übrigen 


Fig.  3. 

Puneten  C  und  D  mit  ihren  Coeffieienten  c  und  d  suche  man  nach 
Anleitung  der  vorigen  Aufgabe  wiederum  den  Schwerpunct. 

Sei  dieser  Q,  so  wird  jede  durch  Q  gelegte  Ebene  und  keine 
andere  die  verlangte  Eigenschaft  haben. 

Denn  schneide  eine  solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B, 
C,  I)  und  eine  noch  durch  P  gezogene  ParaUele  in  -^',  Bj  C\  1)' 
und  P',  so  ist  wegen  1): 

a  .  AA  +  h  .  BB'  =  (a  +  J) .  PP\ 
und  wegen  2): 

(a  +  i) .  PP'  +c,CC'  -\-d.DD'  =  0, 
folglich 

a  .  AA'  +  h  .  BE  +  c.CC'  +  d.  DD'  =  0. 

Schneide  femer  eine  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die 
Parallelen  in  A'\  B',  C'\  Z>",  P",  und  eine  noch  durch  Q  gezogene 
in  Q",  so  ist  wegen  1): 

a  .  AÄ'  +  h  .  BB'  =  {a  +  h),  PP", 
und  wegen  2): 

(a  +  i) .  PP"  +  c  .  CC"  +  d .  DD'  =  (a  +  ^  +  c  +  e/) .  QQ\ 

folglich 

a.AÄ'  +  h.  BB'  +  c  .  CC"  +  d .  i>Z>"  =  (a  +  J  +  c  +  ^) .  QQ'\ 

also  nicht  =  0. 


§.  7.  Zusatz.  Heisse  der  so  gefundene  Punct  Q,  aus  dem- 
selben Grunde  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben,  der  Schwerpunct 
der  Puncte  Aj  B,  Cy  D  mit  den  resp.  Coeffieienten  a^  b,  c^  d.  Er 
ist  eben  so  wenig,   wie   dort,   von  der  Lage  der  ParaUelen  und  von 
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der  Folge,   in  welcher  man  die  vier  Puncte  nach  und  nach  in  Be- 
trachtung zieht,  abhängig. 

§.  8.  So  wie  in  den  bisherigen  Aufgaben  von  zwei  zu  drei  und 
von  drei  zu  vier  gegebenen  Puncten  übergegangen  wurde,  lässt  sich 
nun  weiter  von  vier  zu  fünf  Puncten  u.  s.  w.  fortgehen,  und  somit 
im  Allgemeinen  folgender  Satz  erweisen. 

Ist  eine  beliebige  Anzafil  =  v  von  Puncten  A,  B,  C,  . , .,  N  mit 
resp.  Coefflcienten  a,  b,  Cj  . . .,  n  gegeben,  deren  Summe  nicht  =  0  ist, 
so  kann  immer  ein  Punct  S,  und  ?iur  einer,  —  der  Sckwerpunct,  — 
ro»  der  Beschaffenheit  gefunden  werden,  dass,  wenn  man  durch  die 
gegebenen  Puncte  und  den  Punct  S  nach  einer  beliebigen  Richtung 
Parallelen  zieht,  und  diese  mit  einer  willkärlich  gelegten  Ebene  schneidet, 
v>elches  resp.  in  A,  S,  C,  . . . ,  N',  S*  geschehe,  dass  dan7i  immer 

a,AA'  +  b,BB'+c,CC'+,,,+n.NN'={a  +  b  +  c  +  ,..-+'7i).SS', 

und  folglich,  wenn  die  Ebene  durch  S  selbst  geht, 

a.AA'  +  b.BB'  +  c.  CC  +  ... +  n  .NN'  =  0 
ist. 

Um  diesen  Satz  sogleich  in  seiner  Allgemeinheit  darzuthun, 
suche  man  nach  §.  2  von  beliebigen  zweien  der  gegebenen  Puncte, 
z.  B.  von  A  und  B  mit  ihren  Coefficienten  a  und  ä,  den  Schwer- 
punct.  Heisse  dieser  P,  und  eine  durch  ihn  gezogene  Parallele 
schneide  die  beliebig  gelegte  Ebene  in  P',  so  ist 

a  .  AA  +  b.BB'  =  (a  +  b).  PP', 
und  folglich 

a.AA  +  b.BB'  +  c.CC'+  ...  +n.NN' 
=  (a  +  b).  PP'  +  C.CC'  +  ...n.  NN'. 

Auf  diese  Weise  ist  das  gegebene  System  von  v  Puncten  mit 
ihren  Coefficienten  auf  ein  anderes  von  v  —  1  Puncten  P,  C,  ...,  N 
mit  den  Coefficienten 

rt  +  J,  c,  ...,  w 

zurückgebracht,  bei  welchem  die  Summe  der  Coefficienten 

(a  -\-  b)  -{-  c  -^-  ...  -\-  n 

und  die  Summe  der  Producte  aus  den  Coefficienten  in  die  Abschnitte 
der  Parallelen,  der  Summe  der  Coefficienten  und  der  Summe  der 
Producte  im  ersten  Systeme  gleich  sind.  Eben  so  lässt  sich  dieses 
zweite  System  von  v  —  t  Puncten  in  ein  drittes  von  r  —  2  Puncten 
umwandeln,  und  so  femer,  bis  man  endlich  nach  v  —  1  solchen 
Umwandlungen  auf  einen  einzigen  Punct  S  kommt,    bei    dem    der 
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Coef&cient  und  das  Product  aus  diesem  Coefficienteu  in  den  dem  S 
zugehörigen  Abschnitt  SS\  der  Summe  der  Coefficienten  und  der 
Summe  der  Producte  in  dem  ursprünglich  gegebenen  Systeme 
gleich  sind. 

Dass  es  übrigens  nur  Einen  Punct  dieser  Art  geben  kann,  und 
folglich  immer  derselbe  Punct  gefunden  werden  muss,  in  welcher 
Folge  man  auch  die  gegebenen  Puncto  verbindet,  erhellet  schon 
daraus,  weil,  wenn  noch  ein  anderer  Punct  2  dieselbe  Eigenschaft 
besässe,  fdr  jede  durch  2  gelegte  Ebene,  also  auch  für  eine  solche, 
welche  nicht  durch  S  geht, 

a  .  AA'  +  ...  +  «.  NN'  =  0 

sein  müsste.  Dieses  widerspricht  aber  dem  Vorigen,  weil  fiir  eine 
solche  Ebene,  wenn  sie  eine  Parallele  durch  S  in  S'  schneidet, 

a.AA'  +  ...  +  n,NN'  =  («  +  ...  +  n) ,  SS\ 

also  nicht  =  0  ist. 

§.9.  Es  wurde  bisher  angenommen,  dass  die  Summe  der  den 
gegebenen  Puncten  zugehörigen  Coefficienten  nicht  =  0  sei.  Ist  sie 
aber  dieses,  so  ersieht  man  sogleich,  dass  ein  solches  System  keinen 
construirbaren  Schwerpunct  haben  kann,  indem  sonst,  wegen 

a.AA'  +  b.BB'  +  ...  =  («  +  *  +  ...  =  0) .  Ä^, 

auch  durch  jede  andere,  nicht  durch  S  gehende  Ebene  die  Forde- 
rung der  Aufgabe, 

a,AA'  +  b.Bir  +  ...  =  0, 

erfüllt  würde,  welches  im  Allgemeinen,  d.  h.  für  jedwede  Lage  der 
gegebenen  Puncto,  gar  nicht  möglich  ist.  Es  macht  daher  dieser 
specielle  Fall  eine  besondere  Untersuchung  nothwendig. 

Seien  also  die  Puncto  -4,  5,  C, . . ,  N  mit  ihren  resp.  Coefficienten 
a,  J,  ^?  ..,  w,  deren  Summe 

sei,  gegeben,  so  kann  nicht  auch 

i  +  c  +  ..+w  =  0 

sein,  weil  sonst  a  =  0  sein  müsste,  und  in  diesem  Falle  der  Punct  A 
als  gar  nicht  vorhanden  zu  betrachten  wäre.  Von  den  Puncten 
Bj  C,  .,,  N  mit  ihren  Coefficienten  b^  c,  .,,  n  wird  sich  daher  auf  die 
in  §.  8  gelehrte  Weise  der  Schwerpunct  finden  lassen.  Sei  dieser  T, 
und  irgend  eine  Ebene  schneide  die  durch  -4,  J9,  . .,  iY,  T  gezogenen 
Parallelen  in  A',  2^,  . . ,  iV,  r ,  so  ist 

b.BB'  +  ..+n.  NN'  =  (i  +  ..  +  71) .  rr  =  —  a  .  TT\ 
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Hierdurch  wird 

a  .  AA'+  b  .  BR^  . .  4-  « .  Nir=  a  .  AA'—  a .  TT\ 

und  unsere  Aufgabe  kommt  somit  darauf  hinaus,  die  Ebene  so  zu 
l^en,  dass 

a  .  AA'  —  a  .  TT  =  0, 

d.  h.  AA'  =  TT'  ist.  Wegen  des  Parallelismus  der  Linien  AA\  TT' 
thut  aber  dieser  Bedingung  jede  Ebene  Geniige,  welche  mit  der 
Geraden  AT  parallel  geht,  und  keine  andere. 

Ist  also  bei  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten  die  Summe 
der  Coefficienten  =  0,  so  kann  man  es  immer  auf  zwei  Puncte 
reduciren,  —  wenn  es  anders  nicht  blos  aus  zwei  Puncten  besteht, 
—  und  für  jede  Ebene,  welche  mit  der,  diese  zwei  Puncte  verbin- 
denden, Geraden  parallel  geht,  und  für  keine  andere,  ist  die  Summe 
der  Producte 

a.AA'+  ...  =  0. 

Der  eine  dieser  zwei  Puncte  war  vorhin  einer  der  gegebenen  Puncte 
selbst,  —  auch  kann  man  dafür  begreiflich  den  Schwerpunct  von 
mehreren  derselben  nehmen,  —  der  andere  ist  der  Schwerpunct  der 
übrigen.  Es  lassen  sich  daher  immer,  wenn  die  Anzahl  der  gegebenen 
Puncte  grösser  als  zwei  ist,  mehrere  Paare  solcher  Puncte  finden. 
Allein  die,  jedes  dieser  Paare  verbindenden,  Geraden  sind  sämmtlich 
mit  einander  parallel,  weil  es  sonst  Ebenen  gäbe,  die  nicht  einer 
und  derselben  Geraden  parallel  wären,  und  dennoch  zugleich  die 
Forderung  der  Aufgabe  erfüllten. 

Der  Definition  des  Schwerpunctes  gemäss,  als  eines  solchen,  in 
welchem  sich  alle,  unserer  Aufgabe  Genüge  leistenden  Ebenen 
schneiden,  und  weil  Parallelen  als  Linien  anzusehen  sind,  die  sich 
erst  in  unendlicher  Entfernung  schneiden,  können  wir  daher  auch 
sagen:  der  Schwerpunct  liegt  in  dem  Falle ^  wenn  die  Summe  der 
Coefficienten  =  0  ist,  unendlich  entfernt ,  nach  einer  Richtung,  die 
durch  die  letzt  gefundenen  Parallelen  bestimmt  wird. 

§.  10.  Indessen  findet  bei  diesem  speciellen  Falle  eine  Aus- 
nahme statt.  Denn  gesetzt,  der  Schwerpunct  T  der  Puncte  5,  C, . . ,  iV 
ergäbe  sich  identisch  mit  dem  Puncte  A  selbst,  so  würde  auch  TT' 
identisch  mit  AA'y  und  die  Summe 

a  .  AA'  +  * .  BB'  +  ..  +  w .  Nir 

immer  =  0  sein,  wie  man  auch  die  Ebene  legen  möchte.  Wenn 
also  bei  einem  Systeme  vofi  Puncten  mit  ihren  Coefficienten  die  Summe 
der  letztem  =  0,  und  überdies  einer  der  Puficte  der  Schwerpunct  der 

M&bias  Werke  I.  '\ 
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übrigen  ist,  so  erfiiUt  jedwede  Ebene  die  Forderung ,  oder  mit 
anderen  Worten,  ein  solches  System  hat  gar  keinen  Schwerpunct. 

Um  ein  System  dieser  Art  zu  erhalten,  hat  man  nur  von  einem 
gewöhnlichen  Systeme,  bei  welchem  die  Summe  der  Coefficienten 
nicht  =  0  ist,  den  Schwerpunct  zu  suchen,  und  diesen  als  neuen 
Punct  mit  einem  Coefficienten  hinzuzufügen,  welcher  der  negativen 
Summe  der  gegebenen  gleich  ist. 

§.11.  Aus  dem  in  §.  8  gegebenen  Begriffe  des  Schwerpunctes 
lassen  sich  mehrere  Folgerungen  ziehen. 

Sei  von  den  Puncten  A^  B,  C,  D  mit  den  resp.  Coefficienten 
a,  5,  c,  d  der  Schwerpunct  aS,  so  ist,  -4',  5',  C",  ZX,  y  in  der  schon 
oft  gebrauchten  Bedeutung  genommen  und  zur  Abkürzung 

gesetzt : 

a .  AA'  +  b  .  BJff  +  c,CC'  +  d,  DD'  =  s  .  SS'\ 

folglich  auch  für  jede  Lage  der  die  Parallelen  schneidenden  Ebene: 

a .  AA'  +  b  .  BB  +  c  ,  CC  —  s .  SS'  =  —  d.DD', 

d.  h.    von    den  Puncten  Ay  -B,   C,   S  mit   den    resp.  Coefficienten 
a,  b,  Cj  —  s  iBt  D  der  Schwerpunct. 
Man  hat  femer: 

a .  AA'  +  *  .  BB'  =  s.SS'  —  c.CC  —  d.DD', 

Sei  nun  von  A  und  B  mit  den  Coefficienten  a  und  b  der 
Schwerpunct  P,  also 

a .  AA'  +  b.BB'  =  {a  +  b),  PP', 
so  ist  auch 

s,SS'  —c,  CC  —  d,DU  =  [a  +  b).  PP'  \ 

d.  h.  die  Puncte  A  und  B  mit  den  Coefficienten  a  und  b  haben 
denselben  Schwerpunct,  welcher  den  Puncten  C,  D  und  S  mit  den 
Coefficienten  c,  d  und  —  s  zukommt. 

Da  sich  das  Gesagte  auf  jede  grössere  und  geringere  Anzahl 
von  Puncten  anwenden  lässt,  so  schliessen  wir  daraus:  Jeder  Punct 
eines  Systems  lässt  sich  als  Schwerpunct  der  übrigen  Puncte  be- 
trachten, wenn  zu  diesen,  als  neuer  Punct,  der  Schwerpunct  des 
ganzen  Systems  mit  einem  Coefficienten  hinzugefügt  wird,  welcher 
der  negativen  Summe  aller  Coefficienten  gleich  ist.  —  Auch  hat  ein 
beliebiger  Theil  der  Puncte  des  Systems  denselben  Schwerpunct, 
welchen  der  übrige  Theil  nebst  dem  Schwerpuncte  des  ganzen 
Systems  mit  dem  gedachten  Coefficienten  hat. 
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Wenn  femer  einem  Systeme  der  Schwerpunct  gänzlich  fehlt 
(§.  10),  so  wird  auf  eben  die  Art  bewiesen,  dass  nicht  nur  jeder 
Punct  des  Systems  der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  sondern  auch 
je  zwei  Theile,  in  welche  man  das  ganze  System  zerlegt,  einerlei 
Schwerpunct  haben. 

§.  12.  Noch  mannigfaltiger  werden  die  Folgerungen,  wenn  man 
zwei  oder  mehrere  Systeme  zugleich  in  Betrachtung  zieht.  —  Seien 
A,  B,  C  die  Puncte  des  einen  Systems,  a,  6,  c  die  resp.  Coef- 
ficienten  und  P  der  Schwerpunct;  D,  E  mit  den  Coef&cienten  c/,  e 
die  Puncte  eines  zweiten  Systems  und  Q  dessen  Schwerpunct.  Man 
ziehe  durch  sämmtliche  Puncte  A,  By  C,  P,  Dy  Ey  Q  Parallelen, 
und  schneide  diese  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene  in  den  Punc- 
ten  A\  B'y  ...,  Q',  so  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung 

a  -{-  b  +  c  =p  und  d  -^  e  =  q 
setzt: 

1)  a  .  AA  +  b  .  BB'  +  c,CC'  =p  .  PP' 

2)  d.Diy  4-  e  .  EE'  =  q .  QQ\ 

Man  addire  beide  Gleichungen,  nachdem  man  sie  zuvor  mit  den 
beliebig  zu  nehmenden  Zahlen  m  und  n  resp.  multiplicirt  hat,  so 
kommt: 

3)  ma .  AÄ  +  mb  .  BB  +  mc .  CC  +  nd .  DU  +  ne  .  EE' 

=  mp  .  PP'  +  nq.Q Q', 

d.  h.  der  Schwerpunct  von  Ay  B,  C,  Z>,  E  mit  den  Coefficienten 
ma,  mby  mcy  ndy  ne  ist  zugleich  der  Schwerpunct  von  P  und  Q  mit 
den  Coefficienten  mp  und  nq. 

Setzen  wir  femer,  der  Punct  D  des  zweiten  Systems  sei  iden- 
tisch mit  dem  Puncte  A  des  ersten,  also  auch  DD'  mit  AA'y  so 
zieht  sich  3)  in 

{tna  +  nd)AA'  +  mb.BB'  +  mc.CC'+  ne.EE'  =  mp.PP'  +  nq.QQ 

zusammen,  und  wenn  wir  nun  das  Verhältniss  m :  n  so  bestimmen, 
dass 

ma  +  »rf  =  0 
wird,  also 

m\n  ^=^  d:  —  a 
setzen: 

bd .  BB'  +  cd .  CC  —  ae  .  EE'  =  dp  .  PP'  —  aq.Q  Q'. 

Somit  kann  man  also  einen  Punct,  welchen  zwei  Systeme  gemein- 
schaftlich haben,  aus  ihnen  eliminireli. 

3» 


36  Der  barycentrische  CaleuL    Abschnitt  L  §.13. 

Eben  so  würde,  wenn  C  mit  Q  identisch  wäre,  die  Elimination 
dieses  Punctes 

aq  .  AA  +  bq  .  BB'  +  cd.  DD'  +  ce  .  EW  =  pq .  PP' 

geben,    also  P  der  Schwerpimct  von  Ay  B,  Z>,   E   mit   den  Coef- 
ficienten  aq^  bq,  cd,  ce  sein;  u.  s.  w. 

Man  begreift  ohne  weitem  Zusatz,  wie  sich  das  hier  nur  von 
zwei  Systemen  Gesagte  auf  die  Verbindung  jeder  beliebigen  Anzahl 
von  Systemen  und  beliebiger  Mengen  ihrer  Puncte  ausdehnen  lässt. 


Zweites  Capitel. 

Der  barycentrische  Calcul. 


§.13.  Bei  Rechnungen,  wie  wir  so  eben  (§.  11  und  12)  führten, 
bietet  sich  gleichsam  von  selbst  eine  kleine  Abkürzung  dar.  Da 
nämlich  die  Glieder  aller  jener  Gleichungen  Producte  aus  numeri- 
schen Coefficienten  in  Abschnitte  von  Parallelen  sind,  von  denen  die 
einen  Endpuncte  sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  die  andern  aber 
gegebene  oder  daraus  zu  bestimmende  Puncte  sind,  und  folglich  das 
Unterscheidende  der  Abschnitte  nichts  anders,  als  diese  letztem 
Puncte  selbst  ausmachen,  so  können  wir,  ohne  Verwirrung  furchten 
zu  müssen,  in  den  Gleichungen  die  Abschnitte  durch  die,  diese 
Puncte  bezeichnenden,  Buchstaben  allein  ausdrücken.  Ist  also  z.  B. 
S  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Coefficienten  a,  J,  —  c, 
und  folglich 

a  .  AA'  +  b,BB'  —  c.CC  =  (a  +  b  —  c),  SS\ 

so  schreibe  man  statt  dessen: 

aA  +  bB  —  cC  =  {a  +  b  —  c)  S. 

Und  wirklich  könnte  man  auch  nicht  einfacher  den  blossen 
Satz,  dass  S  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Gewichten 
a,  J,  —  c  sei,  und  dass  man  sich  in  S  diese  Gewichte  vereinigt  zu 
denken  habe,  durch  die  Zeichen  der  Algebra  darstellen.  Allein  unsere 
Formel  ist  mehr,  als  ein  blos  abgekürzter  Ausdruck  dieses  Satzes,  in 


§.  14.  Cap.  2.    Der  barycentrisehe  Calcul.  37 

welchem  Falle  sie  nur  die  Gestalt  einer  algebraischen  Gleichung 
hätte,  noch  nicht  aber  algebraische  Operationen  mit  sich  vornehmen 
liesse.  Indem  man  A^  B,  (7,  ...  nicht  mehr  als  die  blossen  Puncte, 
sondern  als  die  ihnen  entsprechenden  Abschnitte  nimmt,  —  woran 
man  aber  im  Verlauf  der  Rechnung  nicht  weiter  zu  denken  braucht, 
—  stellt  jene  Formel  zugleich  eine  Haupteigenschaft  des  Schwer- 
puncts  in  der  Sprache  der  Algebra  dar,  und  wird  dadurch  eben  der 
Behandlung,  wie  jede  andere  algebraische  Gleichung,  fähig. 

§.  14.  Die  Rechnung  mit  solchen  abgekürzten  Formeln  ist  es 
nun,  welche  ich  den  barycentrischen,  d.  i.  den  aus  dem  Begriffe 
des  Schwerpuncts  abgeleiteten,  Calcul  genannt  habe,  einen  Calcul, 
der  es  nicht  nur  mit  wirklichen  Zahlengrössen ,  sondern  scheinbar 
auch  mit  blossen  Puncten  zu  thun  hat,  dennoch  aber  von  der 
gewöhnlichen  Rechnungsweise  der  Algebra  sich  im  Ganzen  nicht 
imterscheidet.  Der  bessern  Uebersicht  willen  halte  ich  es  für  dien- 
lich, die,  wiewohl  schon  in  dem  Vorhergehenden  zur  Genüge  enthal- 
tenen, Grundregeln  des  neuen  Calculs  in  folgenden  Sätzen  noch 
kürzlich  zusammenzustellen. 

§.15.  1)  Die  Gegenstände  des  barycentrischen  Calculs  sind 
Puncte  und  numerische  Coefficienten  derselben.  Erstere  werden  mit 
den  grossen  Buchstaben  des  Alphabets,  letztere  mit  den  kleinen  be- 
zeichnet und  erstem  mit  ihren  Zeichen  vorgesetzt.  So  heisst  z.  B. 
aA,  oder  -{-  aA  im  Zusammenhange,  der  Punct  A  mit  dem  Coef- 
ficienten a;  —  bBy  der  Punct  B  mit  dem  Coefficienten  —  b.  Ist  der 
Coefficient  die  Einheit,  so  wird  nur  das  Zeichen  derselben  dem 
Puncte  vorgesetzt,  als  A  oder  +  A,  —  jB,  d.  i.  A  mit  dem  Coef- 
ficienten 1,  B  mit  dem  Coefficienten  —  1. 

2)  Dass  von  den  Puncten  Ay  B,  C,  2),  . . . ,  denen  resp.  die  Coef- 
ficienten a,  6,  c,  d,  ...  zukommen,  S  der  Schwerpunct  ist,  wird  aus- 
gedrückt durch: 

I)  aA  +  bB  +  cC  +  dD+  .,,  =  {a  + b +  c  +  d+  ..,)Sy 

so  dass  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  die  Puncte  mit 
ihren  Coefficienten  und  auf  der  andern  der  Schwerpunct  mit  einem 
Coefficienten  steht,  welcher  der  algebraischen  Summe  jener  Coef- 
ficienten gleich  ist. 

3)  Dass  die  Puncte  -4,  5,  (7,  . . .  mit  den  Coefficienten  a,  by  c^  ... 
denselben  Schwerpunct,  als  die  Puncte  -F,  G, . .  mit  den  Coefficienten 
/,  ffy  ..  haben,   vorausgesetzt,   dass  die  Summe  der  Coefficienten  der 
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erstem  Punkte  a-^-b  -{-  c  ...  =   der  Summe   der  Coefficienten   der 
letztem  y+^+  ...  ist,  dies  drückt  die  Gleichung  aus: 

U)  aA  +  bB  +  cC+  ...  =fF+ffG+  ... 

Sind  von  den  ursprünglich  g^ebenen  Coefficienten  zweier  Sy- 
steme mit  einerlei  Schwerpuncte  die  Summen  nicht  gleich,  so  hat 
man  nur  jeden  Coefficienten  des  einen  Systems  mit  der  Summe  der 
Coefficienten  des  andern  Systems  zu  multipliciren,  um  diese  Gleich- 
heit herzustellen,  und  somit  die  Identität  der  Schwerpuncte  durch 
eine  Gleichung  ausdrücken  zu  können. 

4)  Die  Gleichung 

m)  aA  +  bB  +  cC+  ...  =  0, 

welche  nur  unter  der  Voraussetzung  statt  finden  kann,    dass  auch 
die  Summe  der  Coefficienten 

a  +  b  +  c+  ...  =  0 

ist,  zeigt  an,  dass  das  System  der  Puncte  Aj  B,  C. ...  mit  den  Coef- 
ficienten a,  6,  r,  ...  keinen  Schwerpunct  hat. 

5)  Alle  Gleichungen  des  barycentrischen  Calculs  haben  eine  der 
drei  Formen  I).  11)  und  m)  und  müssen  diese  Formen  auch  bei  allen 
Umwandlungen,  die  man  mit  ihnen  vornimmt,  behalten.  Die  auf 
solche  Gleichungen  anwendbaren  Operationen  der  Algebra  beschran- 
ken sich  daher  auf  folgende  zwei: 

a)  dass  man  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  Gleiches  addirt 
oder  subtrahirt:  nur  darf  das  zu  Addirende  oder  Subtrahirende 
keine  blosse  Zahl,  sondern  muss  ein  Punct  oder  das  Aggregat 
mehrerer  Puncte  mit  ihren  Coefficienten  sein. 

b)  dass  man  beide  Seiten  mit  Gleichem  multiplicirt  oder  divi- 
dirt:  nur  darf  der  Multiplicator  oder  Divisor  keine  Puncte  enthal- 
ten, sondern  muss  eine  blosse  Zahl  sein. 

6)  Alle  unter  den  Formen  I).  11).  HI)  begriffenen  Gleichungen 
haben  dieses  mit  einander  gemein,  dass  sie  auch  nach  Weglassung 
der,  die  Puncte  ^oder  vielmehr  die  den  Puncten  zugehörigen  Ab- 
schnitte der  Parallelen)  bezeichnenden,  Buchstaben  noch  Gleichungen 
bleiben.  Den  Grund  dieser  Gleichheit  der  Coefficientensummen  zu 
beiden  Seiten  des  Zeichens  f=)  giebt  die  im  vorigen  Capitel  ent- 
wickelte Theorie.  Wollte  man  nichts  weiter,  als  durch  Zeichen  dar- 
stellen, dass  ein  gewisser  Punct  der  Schwerpunct  eines  gegebenen 
Systems  sei,  oder  dass  zwei  Systeme  einerlei  Schwerpunct  haben,  so 
wäre,  jene  Forderung  der  gleichen  Coefficientensummen  zu  berück- 
sichtigen,   offenbar    unnöthig,    und    man    würde    somit    noch    etwas 
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kürzere  Formeln  erhalten.  Da  diese  Kürze  in  mehreren  Fällen  sehr 
zweckdienlich  ist,  so  wollen  wir  alsdann ,  um  solche  Formeln  von 
den  eigentlichen  Gleichungen  zu  unterscheiden,  statt  des  Zeichens 
(=)  das  Zeichen  {=)  gebrauchen,  und  hiemach  statt  der  Gleichung  I) 
die  Formel 

aA  +  bB  +  cC+  ..,  =  S 

schreiben,  und  statt  der  Gleichung  11),  auch  wenn 

nicht 

ist,  die  Formel: 

aA  +  bB  +  cC+.,.=fF+ffG  +  .., 

§.16.  Wenn  mit  Hülfe  der  Algebra  in  der  Geometrie  ein 
Lehrsatz  erwiesen,  oder  eine  Aufgabe  gelöst  werden  soll,  so  ist, 
ausser  der  Kenntniss  der  Algebra  selbst,  noch  nöthig,  dass  man 
erstlich  die  geometrischen  Bedingungen  des  Lehrsatzes  oder  der 
Angabe  in  algebraische  Formeln  einzukleiden  wisse,  und  dass  man 
zweitens  das  Resultat,  welches  man  durch  eine  passende  mit  diesen 
Formeln  angestellte  Rechnung  gefunden  hat,  wiederum  in  die  Sprache 
der  Geometrie  zu  übersetzen  verstehe.  Nun  ist  in  den  Sätzen  des 
vorigen  §.  nur  der  Mechanismus  des  barycentrischen  Calculs,  nur  die 
Form  und  die  Behandlung  seiner  Gleichungen  gezeigt  worden.  Denn 
wiewohl  diese  Gleichungen  schon  an  sich  nicht  rein  arithmetischer, 
sondern  zugleich  geometrischer  Natur  sind,  indem  sie  sich  immer 
auf  ein  gewisses  System  von  Puncten  beziehen,  so  wird  doch  von 
der  in  dem  Vorigen  gegebenen  geometrischen  Bedeutung  derselben 
kein  unmittelbarer  Gebrauch  gemacht  werden.  Es  bleibt  uns  daher 
immer  noch  übrig,  die  Sätze  aufzustellen,  mittelst  welcher  man  bei 
geometrischen  Untersuchungen  von  den  Eigenschaften  einer  Figur 
zu  den  barycentrischen  Formeln,  und  umgekehrt,  von  diesen  zu 
jenen  übergehen  kann,  oder  mit  andern  Worten,  zu  zeigen,  wie  und 
von  welchen  Eigenschaften  einer  Figur  die  oftgedachten  Formeln 
als  Bedingungsgleichungen  auftreten  können.  Um  aber  diese  Sätze 
ohne  Unterbrechung  mitzutheilen ,  müssen  wir  folgende,  an  §.  1  sich 
schliessende  Vorerinnerungen  einschalten. 


§.  17.  Der  Perimeter  eines  Dreiecks  kann  von  einem  darin 
sich  bewegenden  Puncte  nach  doppeltem  Sinne  durchlaufen  werden. 
Heisse    die    eine  Bewegung,    z.  B.   die    von    der    Linken    nach    der 
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Rechten,  wenn  man  sich  innerhalb  der  Fläche  des  Dreiecks,  und 
das  Auge  auf  sie  herabsehend  denkt,  die  positive;  die  andere  von 
der  Rechten  nach  der  Linken,  die  negative.  Ist  nun  das  Dreieck, 
wie  gewöhnlich,  durch  irgend  eine  Zusammenstellung  der  drei  an 
die  Spitzen  gesetzten  Buchstaben  ausgedrückt,  so  bezeichne  dieser 
Ausdruck  den  positiven  oder  negativen  Werth  der  Fläche  des  Drei- 
ecks, je  nachdem  die  Bewegung  eines  Punctes,  durch  den  man  sich 
den  Perimeter  des  Dreiecks  so  beschrieben  denkt,  dass  er  die  Spitzen 
in  der  durch  den  Ausdruck  gegebenen  Folge  trifft,  nach  der  vorhin 
gemachten  Bestimmung  positiv  oder  negativ  ist.  Wir  ziehen  hieraus 
nachstehende  Folgerungen. 

§.18.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks, 
so  haben  die  Ausdrücke  für  den  Flächeninhalt:  ABC,  BCA,  CAB 
einerlei  Werth,  den  entgegengesetzten  aber  von  CBA,  BAC,  AGB, 

b)  Seien  £,  C,  D  drei  Puncte  in  gerader  Linie  und  A  ein 
vierter  ausserhalb  derselben.     So  wie  nun  nach  §.  1 

CD'\'DB  +  BC=(^ 

war,  ebenso  ist  mit  Vorsetzung  von  A  die  Summe  der  Dreiecke: 

ACD  +  ADB  +  ABC ^  {S\ 
auch  verhält  sich: 

ACD,ADB:ABC=  CD:DB:BC 

c)  Seien  A,  B,  C,  D  irgend  vier  in  einer  Ebene  befindliche 
Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  ver- 
binde sie  zu  zweien  durch  gerade  Linien,  und  sei  Z  der  Durch- 
schnittspunct  der  Geraden  AB  und  CD.  (Denn  immer  wird  wenig- 
stens eine  von  den,  durch  A  und  einen  der  drei  Puncte  B,  C,  D 
gelegten  Geraden,  die  Gerade  durch  die  beiden  andern  Puncte 
schneiden.  Diese  eine  sei  hier  AB.)  Alsdann  ist,  weil  C,  Z>,  Z  in 
einer  Geraden  liegen: 

AD  Z  +  AZC  +  ACD^^=  0 
BDZ 4-  BZC  4-  BCD  =  0, 
und,  weil  A,  B,  Z  in  einer  Geraden  liegen: 

CBZ+  CZA  +  CAB  =  0 
DBZ  +  DZA-hDAB  =  0. 

Man  addire  diese  vier  Gleichungen  mit  den  Zeichen  — ,  +,  — , 
-f-,  so  heben  sich  alle  die  mit  Z  behafteten  Ausdrücke,  und  es 
kommt: 

—  ACD  +  BCD—CAB  +  DAB  =  0, 


§.19. 
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wofür  man  auch  noch  die  symmetrischen  Formeln 


I) 


BCD—CDA  +  DAB  —  ABO=i) 


oder 


n)  DBC+I)CA  +  DAB  =  ABC, 

u.  8.  w.  setzen  kann.     Vergl.  §.1,  I)  und  U). 

§.  19.  Eine  dreiseitige  Pyramide  wird  durch  irgend  eine  Zu- 
sammenstellung (BCAD)  der  vier  an  ihre  Spitzen  gesetzten  Buch- 
staben (Ay  By  Cj  D)  bezeichnet.  Um  nun  auch  hier  durch  die  Folge 
der  Buchstaben  in  der  Zusammenstellung  ausdrücken  zu  können,  ob 
der  körperliche  Inhalt  der  Pyramide  positiv  oder  negativ  genommen 
werden  solle,  und  durch  dieses  Mittel  zu  eben  so  allgemeinen  For- 
meln, wie  vorhin  fiir  das  Dreieck,  zu  gelangen,  so  denke  man  sich 
das  Auge  an  die  durch  den  ersten  Buchstaben  {B)  in  der  Complexion 
bezeichnete  Spitze  gestellt,  und  nach  dem  durch  die  drei  übrigen 
Buchstaben  bezeichneten  Dreieck  {CAD)  als  Grundfläche  hinsehend. 
Je  nachdem  nun  der  Folge  dieser  Buchstaben,  nach  der  in  §.  17  ge» 
gebenen  Regel,  der  positive  oder  negative  Werth  der  Dreiecksfläche 
entspricht,  stelle  auch  der  Ausdruck  der  Pyramide  den  positiven 
oder  negativen  Werth  ihres  körperlichen  Inhalts  vor.  (Denkt  man 
sich  die  Fläche  A  CD  der  Pyramide  [Fig.  4]  in  der  Ebene  des  Papiers 


Fig.  4. 


und  die  Spitze  B  vor  [hinter]  derselben  liegend,  und  wird  wie  vor- 
hin die  Bewegung  von  der  Linken  nach  der  Rechten  für  die  posi- 
tive genommen,  so  drückt  BCAD  den  positiven  [negativen]  Werth 
der  Pyramide  aus.)     Es  ergeben  sich  hieraus  folgende  Sätze. 
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§.  20.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C7,  D  die  vier  Spitzen  einer  drei- 
seitigen Pyramide,  und  bringt  man  auf  die  beschriebene  Weise  jede 
der  24  Permutationen  dieser  4  Buchstaben  mit  der  Pyramide  in  Yer- 
gleichung,  so  erhält  man  folgende  zwei  Beihen: 


ABCD 

ABDC 

ACDB 

ACBD 

ADBC 

ADBC 

BADC 

BACD 

BCAD 

BCDA 

BDCA 

BDAC 

CABD 

CA  DB 

CBDA 

CBAD 

CD  AB 

CDBA 

DACB 

DABC 

DBAC 

DBCA 

DCBA 

DCAB 

Yon  denen  die  Ausdrücke  jeder  Beihe  für  sich,  einerlei  Werth,  den 
entgegengesetzten  aber  der  Ausdrücke  der  andern  Beihe  haben. 

Anmerkung.  Bei  etwas  aufmerksamer  Betrachtung  dieser  24  Ausdrucke 
wird  man  bald  gewahr,  dass  je  iwei  derselben,  wo  iwei  Buchstaben  des  einen 
in  dem  andern  ihre  StdQen  gegenseitig  yertauscht  haben,  sich  entg^engesetst 
sind;  s.  B.  ABCD  und  BACD,  ADCB  und  ABCD,  BDCA  und 
ADCB.  Soll  daher  Ton  irgend  zweien  dieser  AusdrQcke  ihr  gegenseitiges 
Verhalten  erforscht  werden,  so  stelle  man  mit  dem  einen  die  Operation  des 
gegenseitigen  Vertauschens  sweier  Buchstaben  so  oft  an,  bis  der  andere  lum 
Vorschein  kommt  Ist  die  Zahl  dieser  Operationen  gerade,  so  haben  die  Aus- 
drücke einerlei  Zeichen;  ist  sie  ungerade,  Terschiedene. 

Man  habez.  B.  ^^DC  und  DBAC.  Aus  ±  BADC  wird  1)  ^z  DABC 
und  2)  ±DBAC 

Seien  zu  vergleichen  ABCD  und  BCDA.  Aus  ±:  ABCD  wird 
1)  z^BACD,  %  ±BCAD  und  3;  qiBCDA. 

b)  Sind  C,  D,  E  drei  Puncte  einer  geraden  Linie,  B  ein  vierter 
Punct  ausserhalb  derselben,  und  A  ein  fünfter  Punct  ausserhalb  der 
durch  jB,  C,  Z>,  E  gehenden  Ebene,  so  war  (§.  18,  b) 

BDE+BEC+  BCD  =  0, 

und  auf  gleiche  Weise    ist  mit  Yorsetzung   des   Buchstaben  A   die 
Summe  der  Pyramiden: 

ABDE+  ABEC+  ABCD  =  (^\ 

und  verhält  sich: 

ABDE.ABECABCD  =  BDE.BECBCD 
=  ADE:  AEC.ACD  =  DE :  EC .  CD. 
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c)  Sind  jB,  C,  2>,  E  irgend  vier  Puncte  einer  Ebene,  und  A  ein 
fünfter  Punct  ausserhalb  derselben,  so  war  (§.  18,  c) 

ODE—DEB  +  EBC—BCD  =  0, 

und  eben  so  ist  mit  Yorsetzung  von  A   die  Summe  der  Pyramiden: 

ACDE—ADEB  +  AEBC—ABCD  =  0, 

und  es  verhält  sich: 

ACDE :  ADEB  :  AEB O  :  ABCD  =  CDE  :  DEB :  EBO  :  BCD. 

€l)  Seien  A^  Bj  Cy  D,  E  irgend  fünf  Puncte  im  Räume  über- 
haupt, von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Schneide  die 
Gerade  DE  die  Ebene  ABC  im  Puncte  Z.  (Denn  immer  wird 
wenigstens  eine  von  den,  durch  E  und  einen  der  vier  Puncte  -4,  5, 
C,  D  gelegten  Geraden  die  durch  die  drei  übrigen  Puncte  gehende 
Ebene  schneiden.  Die  eine  sei  hier  DE,)  Da  hiemach  erstens  die 
Puncte  jD,  Ey  Z  in  einer  Geraden  liegen,  so  hat  man: 

BCEZ+BOZD  +  BCDE  =  0 
CAEZ  +  CAZD  4-  CADE  =  0 
ABEZ  +  ABZD+  AB  DE  =  0. 

Weil  zweitens  die  Puncte  Ay  By  C,  Z  in  einer  Ebene  enthalten  sind, 
so  ist 

DBCZ—DCZA  +  DZAB  —  DABC=0 
—  EBCZ'\-  ECZA  —  EZAB  +  EABC=  0. 

Addirt  man  nun  diese  fünf  Gleichungen,  so  fallen,  weil 

BCEZ=EBCZy  BCZD  =  —  DBCZy 

u.  s.  w.,    alle   die  mit  Z  behafteten  Glieder  heraus,    und  man  be- 
kommt: 

BCDE+OADE+ABDE—DABC+EABC={i 
oder  symmetrischer: 

I)  BCDE+CDEA  +  DEAB  +  EABC+ABCD  =  (S 
oder 

H)  EBCD  —  ECDA  +  EDAB  —  EABC=ABCD 

u.  8.  w.,  wie  auch  die  fünf  Puncte  im  Räume  liegen  mögen.     Vergl. 
die  Formeln  I)  und  11]  in  §.  1  und  IS. 
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Lehrsätze  zm  Anwendimg  des  barycentrischen  Galcnls. 

§.  21.     Lehrsatz.     Wenn 

aA  +  bB=  (7, 

so  liegt  C  mit  A  und  B  in  gerader  Linie,  und  es  yerhält  sich: 

a'.b  =  BC:  CA, 

Beweis.  Nach  §.  2  und  3  liegt  der  Schwerpunct  C  zweier 
Puncte  A  und  B  mit  ihnen  selbst  in  gerader  Linie,  und  wird  eben 
dadurch  gefunden,  dass  man  die  Linie  BAmC  nach  dem  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  a :  b  theilt. 

§.  22.    Zusätze,     a)  Wenn 

aA  +  bB=C    und    a'A  +  VB^C, 

so  verhält  sich: 

a:  b  =  a':  V. 

b)  Weil  die  Linie  BA  nur  in  Einem  Puncte  C  nach  einem  ge- 
gebenen Verhältnisse  a:b  theilbar  ist,  so  gilt  der  Satz  auch  umge- 
kehrt. Jeder  Punct  C  einer  Geraden  lässt  sich  daher  immer  als 
Schwerpunct  irgend  zweier  anderer  in  derselben  liegenden  Puncte  A 
und  B  betrachten,  deren  Coefficienten  in  dem,  durch  die  gegen- 
seitige Lage  der  Puncte  gegebenen  Verhältnisse  BC:  CA,  und 
keinem  andern  stehen. 

Allerdings  kann  jeder  gegebene  Punct  P  einer  Geraden  als 
Schwerpunct  auch  von  drei  oder  mehreren  Puncten  derselben,  A,  B, 
C,  ...  angesehen  werden.  Alsdann  finden  aber  zwischen  den  Coeffi- 
cienten der  Puncte  nicht  mehr  bestimmte  Verhältnisse  statt.  Denn 
sei  P  auf  A  und  B  bezogen, 

=  aA  +  bB, 

und  auf  B  und  C  bezogen, 

=  bB  +  cC, 
so  ist  auch 

P=aA  +  bB  +  m(bB  +  cC)  =  aA  +  {\ +m)bB  +  mcC, 

wo  für  m  jede  beliebige  Zahl  genommen  werden  kann.  —  Aehnliche 
Bemerkungen  sind  in  den  folgenden  §.  24,  b  und  §.  26,  b  zu  wieder- 
holen. 

c)  Aus 

aA'{-bB  =  {a  +  b)C 
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folgt 

und  wenn  wir  —  {a-^-b)  =  c  setzen , 

aA  +  bB  +  cC=0,     bB  +  cC=A, 

und  hieraus  eben  so  wie  vorhin, 

b:c=OA:  AB, 

Unser  Satz  lässt  sich  daher  noch  symmetrischer  so  ausdrücken: 

Ist 

aA  +  bB  +  cC=(S, 

so  liegen  A,  B,  C  in  gerader  Linie,  und  es  verhalten  sich 

a:b:c  =  BC:  CA:  AB. 
Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

§.  23.    Lehrsatz.     Wenn 

aA  +  bB  +  cC=Dy 

und  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  enthalten  sind,  so  liegt  D  mit 
A,  B,  C  in  einer  Ebene  (§.  4  und  5],  und  es  verhalten  sich: 

a:b:c=  die  Dreiecke  DBC:  DCA  :  DAB, 

Beweis.  Von  den  drei  Summen,  welche  sich,  je  zwei  der  drei 
Coef&cienten  a,  b,  c  zusammengenommen,  bilden  lassen,  ist  immer 
wenigstens  eine  nicht  =  0.     Sei  a-{-b  diese  Summe,  und  man  setze 

1)  aA  +  bB  =  (a  +  b)Z, 
so  wird 

n)  D  =  (a  +  b)Z+cC. 

Wegen  11)  liegen  nun  (§.21)  C,  D,  Z  in  gerader  Linie,  und  es 
verhält  sich: 

1)  a  +  J:c=  CD:DZ=BCD.BDZ  =  ACD:ADZ  (§.  18,  J), 

folglich 

2)  DBZ:DZA  =  DBC:DCA{%  18,  a). 

Wegen  I)  liegt  Z  aber  auch  in  der  Geraden  AB,  und  es  ver- 
halt sich: 

3)  a:b  =  BZ:ZA  =  DBZ  :  DZA , 

folglich  wegen  2) 

4)  a:b  =  DBC:DCA, 

Aus  3]  folgt  weiter: 

b:a  +  b:=DZA:DBZ+DZA  =  ADZ:DBA  (§.  18,  J), 
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folglich  in  Verbindiing  mit  1): 

*  :  c  =  ^CZ) :  DBA  =  DCA :  DAB, 
und  hieraiu  in  Verbindiing  mit  4;  die  Proportion  des  Lehmties. 

§.  24.  Zusätse.  a,  Wenn  A.  B.  C  nicht  in  einer  Geraden 
liegen  und 

aA  +  bB  +  €C=D.      aA  +  b'B  +  c'C=  D 

itt.  80  verhalten  sich 

a:  b  :€  =  a:  b':e, 

b)  Jeder  Ponct  D  einer  Ebene  lasst  sich  als  Schwerponct  irgend 
dreier  anderer  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Puncte  A,  B.  C 
der  Ebene  betrachten,  deren  Coef&cienten  in  bestimmten  Verhält- 
nissen  zu  einander  stehen. 

Denn  sei  Z  der  Durchschnitt  der  Linien  AB  und  CD  (§.  IS.  c). 
Weil  er  sowohl  mit  A  und  B  als  mit  C  und  D  in  gerader  Linie 
liegt,  kann  man  ihn  f§.  22,  b) 

=  aA  +  ßB    und    =yC+iD 

setzen,  wo  a :  ß  und  y :  6  bestimmte  Verhältnisse  sind. 

Nimmt  man  nun,  was  immer  möglich  ist,  die  Zahlen  dieser 
Verhältnisse  a:ß,  y:i  so,  dass  0  +  ß  ^=  y  +  d  (§.  15,  3) ,  wodurch 
auch  ß:y  ein  bestimmtes  Verhaltniss  wird,  so  kommt: 

aA  +  ßB^yC-^öD, 

mithin 

D  =  aA  +  ßB  —  yC. 

Auch  können  sich  nach  dem  Lehrsatze,  or,  ß^  —  y  nicht  anders, 
als  wie  die  Dreiecke  DBC^  DCA^  DAB  verhalten. 

c)  Man  setze  in  der  Formel  des  Lehrsatzes 

so  wird 

aA+hB^cC=—dD,  a^+J5+cC+rf^=0,  bB+cC+dD=A, 

und  es  verhält  sich: 

b:c:d  =  ACD:  ADB :  ABC, 

Um  diese  Proportion  mit  der  obigen  verbinden  zu  können,   schreibe 

man  sie  (§.  18,  a): 

a:b:c  =  BCD  :  —  CDA  :  DAB 
b:c:d=—  CDA  :  DAB :  —  ABC 

Dies  giebt  folgenden  noch  symmetrischeren  Satz:    Ist 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  0, 
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80  liegen  A,  B,  C,  D  m  einer  Ebene  und  es  verhalten  sich: 

a.h.c,d=BCD,  —  CBA.DAB.—ABC. 

Yei^l.  §.  18,  c.     Vermöge   vorigen  Zusatzes  ist  dieser  Satz  auch  um- 
gekehrt richtig. 
d)  Ist 

a^  4-  i-B  +  cC  +  rfZ)  =  0 , 

und  heissen  die  Durchschnitte  von  BC  und  AD,  AC  und  BD,  AB 
und  CD  resp.  E,  F,  G,  so  hat  man: 

E=bB  +  cC=aA  +  dD, 
F=aA  +  cC=bB  +  dD, 
G=aA  +  bB=cC  +  dD, 

§.  25.     Lehrsatz.     Wenn 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  E, 

und  A,  By  Cj  D  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  verhalten  sich: 

a :  6  :  c  :  d  =  die  Pyramiden  BCDE:  CDEA  :  DE  AB :  EABC. 

Beweis.  Aus  den  vier  Coefficienten  a,  b,  c,  d  lassen  sich,  je 
drei  zusammengenommen,  vier  Summen  bilden,  von  denen  immer 
wenigstens  eine  nicht  :=  0  ist.  Sei  a  -f-  ^  +  ^  diese  eine  Summe, 
und  man  setze 

J)  aA  +  bB  +  cC=[a  +  b  +  c)  Z, 

80  wird 

n)  (a  +  i  +  c)  Z+dD  =  E. 

Wegen  U)  liegen  nun  Z,  D,  E  in  einer  Geraden,  und  es  ver- 
hält sich: 

1)  a+b  +  c:d=  DE:  EZ  =  BCDE :  BCEZ 

=  CADE :  CAEZ  =  AB  DE :  ABEZ 
(§.  20,  i),  folgHch 

2)  EZBCEZCA  :  EZAB  =  BCDE:  CDEA  :  DE  AB, 

Sodann  ist  (§.  23)  wegen  J)  Z  auch  in  der  Ebene  ABC  enthalten, 
und  es  verhält  sich: 

3)  a:b:c  =  ZBC :ZCA:ZAB  =  EZBC :  EZCA  :  EZAB 
(§.  20,  c),  folglich  wegen  2): 

4)  a:b:c  =  BCDE :  CDEA  :  DE  AB, 
Femer  erhält  man  aus  3): 

c:a  +  b  +  c  =  ZAB :  ABC  (§.  18,  c,  U)  =  EZAB  :  EABC, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  1): 

c:d=DEAB:EABC, 
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woraus  sich  in  Verbindung  mit  4)  die  im  Lehrsatz  aufgestellte  Pro- 
portion ergiebt. 

§.  26.  Zusätze,  a)  Wenn  Aj  B,  C,  D  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  E,    a'A  +  VB  +  c'C  +  cFD  =  E 

ist,  so  verhalten  sich: 

a:h:c'.d=^a':V:c':d!, 

h)  Jeder  Punct  E  im  Räume  lässt  sich  als  Schwerpunct  von 
irgend  vier  andern  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Puncten  Ay  B,  C,  D 
ansehen,  deren  Coefficienten  in  bestimmten  Verhältnissen  zu  ein- 
ander stehen.  Denn  schneide  die  Gerade  DE  die  Ebene  ABC  im 
Puncte  Z  (§.  20,  d),  so  kann  man  nach  §.  22,  b,  §.  24,  b  und  §.  15,  3 

Z=dD  +  €E=aA  +  ßB  +  yC 

setzen.     Dies  giebt: 

E  =  aA  +  ßB  +  yC—dD. 

Nach  dem  Lehrsatze  können  sich  aber  a,  ß,  /,  —  d  nicht  anders  als 
wie  die  Pyramiden  BCDEj  ...,  EABC  verhalten. 

c)  Setzt  man 

a  +  b  +  c  +  d  =  —  e, 

so  erhält  man  nach  [derselben  Schlussfolge ,   die  in  §.  22,  c  bei  drei 
Puncten  in  einer  Geraden  und  in  §.  24,  c  bei  vier  Puncten  in  einer 
Ebene  angewendet  wurde,  den  Satz: 
Wenn 

aA  +  bB  +  cC+dD  +  eE=0, 

so  liegen  die  fünf  Puncte  A,  J9,  C,  Z>,  JS  im  Räume  dergestalt,  dass 

BCDE :  CDEA  :  DEAB  :  EABC:  ABCD  =  a:b:c:d:e, 

Vergl.  §.  20,  d.     Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

d)  Ist 

aA  +  bB  +  cC+dD  +  eE=0, 

und   bezeichnet   man    die  Durchschnitte   der  Geraden  und  Ebenen, 
AB  und  CDEy  AC  und  BDE,  etc.  resp.  mit  F,  G,  etc.  so  kommt: 

F=aA  +  bB  =  cC+dD  +  eE 

G  =  aA  +  cC=bB  +  dD  +  eE,  u.  s.  w. 

§.  27.    Die  Sätze  (§.  22,  r,  §.  24,  c),   dass  wenn 

aA  +  bB  +  cC=  0 
ist,  A,  Bj  C  in  gerader  Linie  liegen,  und  wenn 

aA  +  bB  +  cC+dD=  0 
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ist,  Aj  By  C,  D  in.  einer  Ebene  enthalten  sind,  gelten  offenbar  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  jeder  Coefficient,  einzeln  ge- 
nommen, =  0  ist.  Denn  sonst  würden  der  erstem  Gleichung  jede 
drei,  auch  nicht  in  einer  Geraden  liegenden,  Puncte,  und  der  letz- 
tem jede  vier,  auch  nicht  in  einer  Ebene  begriffenen,  Puncte 
Genüge  leisten.  Weiss  man  also  umgekehrt,  dass  A,  B,  C  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  und  dennoch 

aA  +  bB  +  cC=0 

sein  soU,  so  hat  man  daraus  zu  schliessen,  dass 

a  =  i  =  c  =  0 

sein  müsse.     Dies  lässt  sich  auch  folgendergestalt  geradezu  darthun. 
Man  setze  in  der  Gleichung, 

aA  +  bB  +  cC=0, 
a  =  g  —  Ä  und  i  =  A  — f,  folglich  c  =f —  g^  so  wird  sie 

{S-h)A  +  {h—f)B  +  (f-g)C=(i 
und  daher 

gA  +  hB+fC=hA+fB  +  ga 
Liegen  nun  A^  B,  C  nicht  in  gerader  Linie,  so  wird  durch 

gA  +  hB+fC    und    hA+fB  +  gC 

ein  und  derselbe  Punct  der  Ebene  ABC  ausgedrückt,  und  es  ver- 
hält sich  (§.  24,  a) : 

g:h:f=h:f:g, 

woraus  f=:g  =  h  folgt.     Mithin  ist  a  =  b  =  c  =  0. 
Auf  ähnliche  Art  wird  bewiesen,  dass,  wenn 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  0 

ist  und  Aj  jB,    C,  D  nicht  in   einer  Ebene  liegen,  jeder  der  vier 
Coefficienten  a,  i,  c,  d  für  sich  =  0  sein  muss. 
Ist  femer 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  {^, 

und  liegen  A^  B,  (7  in  einer  Geraden,  D  aber  ausserhalb  derselben, 
so  muss  ef  =  0  sein,  indem  sonst  auch 

D  =  aA  +  bB  +  cC 

ein  Punct  der  Geraden  ABC  sein  würde. 
Wenn  endlich 

aA  +  bB  +  cC+dD  +  eE=Q 

ist,  und  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  begriffen  sind,  E  aber  ausser- 
halb derselben  liegt,  so  folgt  aus  ganz  ähnlichem  Grunde,  ß  =  0. 
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Drittes  Capitel. 

Nene  Methode,  die  Lage  von  Pimcten  zn  bestimmen. 


§.  28.  Zu  der  Bestimmung  der  Lage  von  Puneten,  sei  es  in 
einer  gegebenen  Geraden,  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  oder  im 
Baume  überhaupt,  werden  Stücke  von  zweierlei  Art  erfordert.  Die 
einen  bleiben  für  alle  Puncte  dieselben,  'wie  z.  B.  die  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems.  Die  andern,  welche  Coordinaten 
im  allgemeinsten  Sinne  heissen,  hängen  von  der  verschiedenen  Lage 
der  Puncte  gegen  die  erstem  ab,  und  sind  daher  von  einem  Puncte 
zum  andern  veränderlich. 

Die  jetzt  zu  erörternde  Methode,  Puncte  zu  bestimmen,  besteht 
nun  im  Wesentlichen  darin,  dass,  als  unveränderliche  Stücke,  gewisse 
Puncte  genommen  werden,  die  ich  Fundamentalpuncte  nennen 
will,  und  der  zu  bestimmende  Punct  als  Schwerpunct  derselben 
gedacht  ^Wrd.  Die  veränderlichen  Stücke  oder  die  Coordinaten  sind 
demnach  hier  die  Verhältnisse,  welche  zwischen  den  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  stattfinden  müssen,  damit  der  zu  bestim- 
mende Punct  dieser  Puncte  Schwerpunct  sei. 

Zur  Vollkommenheit  einer  Bestimmungsmethode  wird  erfordert, 
dass  beliebig  gegebenen  möglichen  Werthen  der  Coordinaten  immer 
ein  und  nicht  mehr  als  ein  gewisser  Punct  entspreche,  und  dass 
umgekehrt  für  irgend  einen  gegebenen  Punct  jede  der  Coordinaten 
immer  und  nur  einen  möglichen  Werth  erhalte.  Da  nun  jedes 
gegebene  System  von  Puncten  und  deren  Coefficienten  immer  und 
nicht  mehr  als  einen  Schwerpunct  hat  (§.  8),  so  ^vird  hiermit  der 
ersten  dieser  Forderungen  immer  Genüge  geschehen.  Wie  aber  auch 
die  zweite  Forderung  erfüllt,  und  jeder  gegebene  Punct  als  Schwer- 
punct der  Fundamentalpuncte  mit,  nur  auf  eine  Weise  bestimm- 
baren, Coefficienten  betrachtet  werden  könne,  dies  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Sätzen  §.  22,  J,  §.  24,  J,  §.  26,  i,  wie  ^vir  sogleich 
mit  Weiterem  sehen  werden. 
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Bestimmimg  eines  Fimctes  in  einer  geraden  Linie. 

§.  29.  Man  nehme  als  Fundamentalpuncte  irgend  zwei 
Punete  A,  B  der  Geraden;  so  ist,  wenn  man 

pA  +  qB=:P 

setzt;,  für  jeden  gegebenen  Werth  des  Verhältnisses  p :  q  ein  Punet  P 
der  Geraden  bestimmt,  und  umgekehrt  ist  mit  jedem  Punete  P  der 
Geraden  auch  das  Yerhältniss 

p:q  =  BP  :  PA 

gegeben  (§.  22,  i).  Heisse  daher  pA-\-qB  der  Ausdruck  des 
Punctes  P. 

§.  30.  Durch  die  Fundamentalpuncte  A,  B  wird  die  Gerade 
in  drei  Theile  getheilt,  von  denen  der  zwischen  A  und  B  begriffene 
endlich,  die  beiden  andern  unendlich  sind.  Haben  nun  p  und  q 
einerlei  Vorzeichen,  so  liegt  P  in  dem  endlichen  Theile.  Sind  über- 
dies p  und  q  einander  gleich,  so  wird  P  der  Mittelpunct  von  AB, 
der  daher  A-^-  B  zum  Ausdrucke  hat.  Ist  der  Coefficient  des  einen 
Fundamentalpunctes  =  0,  so  fällt  P  mit  dem  andern  selbst  zusammen. 
Sind  die  Vorzeichen  von  p  und  q  verschieden,  so  liegt  P  in  dem 
unendlichen  Theile  auf  der  Seite  von  -4,  oder  in  dem  auf  der  Seite 
von  Bj  je  nachdem  p  oder  q  der  absolut  grössere  Coefficient  ist 
(§.  3,  b).  Für  p  =  —  q  wird  P  ein  unendlich  entfernter  Punct  der 
Linie,  dessen  Ausdruck  daher  A  —  B  oder  B  —  -4  ist  (§.  9). 


Bestimmung  eines  Fnnctes  in  einer  Ebene. 

§.  31.  Man  nehme  zu  Fundamentalpuncten  beliebige  drei 
Punete  A,  B,  C  der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Die 
drei  sie  verbindenden  Geraden  BCj  CA,  AB  heissen  Fundamental- 
linien, und  das  von  diesen  begrenzte  Dreieck  ABC  das  Fun- 
damentaldreieck.     Setzt  man  nun 

pA  +  qB  +  rC=P, 

so  entspricht  beliebig  gegebenen  Werthen  der  zwei  ia  p  :q  :r  liegen- 
den Verhältnisse  ein  gewisser  Punct  P  der  Ebene.  Und  umgekehrt, 
ist  irgend  ein  Punct  P  der  Ebene  gegeben,  so  sind  damit  auch  die 
Werthe  der  Verhältnisse  p:  q:r  immer  und  ohne  Zweideutigkeit 
bestimmbar  (§.  24,  b). 
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Heisse  wiederum  pA  +  qB  +  rC  der  Ausdruck  des  Punctes  P. 

Als  Coordinaten  können  hier  nach  §.  23  auch  die  gegenseitigen 
Verhältnisse  der  drei  Dreiecke  PBC,  PCA,  PAB,  welche  P  mit 
den  Fundamentalpuncten  bildet,  angesehen  werden. 

§.  32.  Durch  die  drei  Fundamentallinien  wird  die  Ebene  in  sieben 
Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  das  Fundamentaldreieck  selbst  ist, 
die  sechs  übrigen  aber  unendliche  Flächen  sind,  die  wir  nach  Angabe 
der   beistehenden  Figur  5   mit   ABC,    BC,    CA,   'AB,    'Ä,   B,  "C' 


Rg.  5. 

bezeichnen.  Wir  wollen  nun  die  Relationen  zu  bestimmen  suchen, 
die  zwischen  den  Coefficienten  von  A,  B,  C  stattfinden,  je  nach- 
dem P  in  dem  einen  oder  andern  dieser  Theile  enthalten  ist. 

Zu  diesem  Ende  sei 

qB  +  rC=  X, 

so  ist 

pA  +  (q  +  r)X  =  P, 

und  X  der  Durchschnitt  der  Linien  BC  und  AP  (§.  23). 

Angenommen  nun,  dass  q  und  r  gleiche  Zeichen  haben,  so  liegt 
(§.  30)  X  z^^-ischen  B  und  C,  und  die  Linie  APX  geht  durch  die 
Felder  A,  ABC,  BC,  und  zwar  durch  das  erste  mit  dem  ausserhalb 
AX  auf  der  Seite  von  A  befindlichen  Theile,  durch  das  zweite  mit 
dem  Theile  AX  selbst,  durch  das  dritte  mit  dem  ausserhalb  AX 
auf  der  Seite  von  X  gelegenen. 

Da  nun 

P  =  pA  +  (q  +  r)X, 

so  fällt  P  in  den  ersten  dieser  Theile,  also  in  das  Feld  A,  wenn  p 
absolut  grösser  als  die  Summe 'y  +  ^'  aber  ihr  entgegengesetzt  ist; 
in  den  zweiten  Theil,  mithin  in  ABCy  wenn  p  mit  q  +  r  von 
einerlei  Zeichen  ist,   d.  h.  wenn  />,  q  und  r  einerlei  Zeichen  haben; 
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in  den  dritten  Theil  oder  in  BC,   wenn  q  +  r  absolut  grösser  als  p 
und  ihm  entgegengesetzt  ist. 

P  liegt  demnach 


I)      in  ABC^  wenn  p^  q,  r  einerlei  Zeichen  haben, 

in  BCy  wenn  y  +  r>/i  und  eben  so 
H)   ^in  CA,  wenn  r+/>>y 
in  AB,  wenn  p  +  q^r 

in  Aj  wenn/i>g  +  r  und  eben  so 
HI)   {in  jB,  wenn  q'^r+p 
in  C,  wenn  r'^p-^^q 

mit  der  nothwendigen  Bemerkung,  dass  immer  die  zwei  auf  der  einen 
Seite  des  Zeichens  (»  befindlichen  Coefficienten  einerlei  Vorzeichen 
unter  sich,  das  entgegengesetzte  aber  von  dem  auf  der  andern  Seite 
stehenden  haben« 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Coefficient  des  einen  Funda- 
mentalpunctes  =  0  ist,  liegt  P  in  der  Fundamentallinie,  welche  die 
beiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet.  Sind  die  Coefficienten 
zweier  Fundamentalpuncte,  jeder  einzeln,  =0,  so  ist  P  der  dritte 
Fundamentalpunct  selbst. 

Ist  endlich  die  Summe  der  drei  Coefficienten  =  0,  haben  also 
zwei  derselben,  z.  B.  q  und  r,  einerlei  Zeichen,  und  ist  ihre  Summe 
dem  entgegengesetzten  Werthe  des  dritten  p  gleich,  so  ist  P  ein 
unendlich  entfernter  Punct  nach  einer  durch  die  Felder  BC  und  A 
sich  erstreckenden  Richtung,  die  von  den  drei  parallel  laufen- 
den Linien  durch  A  und  den  Punct  qB-{-rOy  durch  B  und 
rC —  (q  +  r)Aj  durch  C  und  —  (j  + ')  -^  +  qB  bestimmt  wird  (§.  9). 
Unbestimmt  aber  bleibt  es,  wenigstens  im  Allgemeinen,  ob  P  in  PC 
oder  A  enthalten  ist. 

Da  hiermit  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  so  gelten  diese 
Sätze  auch  umgekehrt. 

Zusatz.     Man  setze 

p  +  q  +  r  =  —Sj 

und  schreibe  der  Symmetrie  willen  D  statt  P,  so  wird 

pA  +  qB  +  rC+8D  =  0. 
Weü 

P  +  q  +  r  +  8  =  0, 

so  haben  von  diesen  vier  Coefficienten  entweder  drei,   z.  B.  /?,   q^  r, 
einerlei  Zeichen,   und  der  vierte,  s.   das  entgegengesetzte;   oder  zwei 
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derselben,  z.  B.  p  und  q^  sind  positiv,  und  die  beiden  andern,  r  und 
«,  negativ.  Im  erstem  Falle  liegt  D  innerhalb  des  Dreiecks  ABC] 
im  letztem  setze  man 

pA  +  qB  =  —rG—sD  =  Z, 

so  ist  Z  der  Durchschnitt  der  Geraden  AB  und  CD  und  fällt,  weil 
sowohl  p  mit  q,  als  r  mit  8  einerlei  Zeichen  hat,  innerhalb  der  End- 
puncte  beider  Geraden,  und  mithin  jeder  der  vier  Puncte  -4,  5,  C,  D 
ausserhalb  des  Dreiecks,  welches  die  drei  übrigen  bilden. 

Rücksichtlich  der  gegenseitigen  Lage  von  vier  Puncten  in  einer 
Ebene  können  demnach  im  Allgemeinen  zwei  Fälle  stat^nden:  ent- 
weder liegt  eitler  der  vier  Puncte  innerhalb^  oder  Jeder  liegt  ausserhalb 
des  durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks.  Im  letztern  Falle  aber 
zeichnet  sich  unter  den  drei  verschiedenen  Arten,  nach  welchen  die  vier 
Puncte  zu  ztoei  Paaren  genommen  werden  können  [AB,  CD;  ACj  BD/ 
ADj  BC)j  die  eine  Art  vor  den  beiden  andern  dadurch  aus,  dass  die 
zwei  durch  diese  ztoei  Paare  bestimmten  Geraden  sich  innerhalb  der 
sie  bestimmenden  Puncte  schneiden ,  dahingegeti  bei  den  zwei  andern 
Paaren  der  Durchschnittspunct  immer  ausserhalb  fällt. 


Bestiiülünng  eines  Fnnctes  im  Eanme. 

§.  33.  Hierzu  sind  vier  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene 
Fundamental  puncte  A^  J?,  (7,  D  erforderlich.  Die  sechs,  sie 
zu  z^veien  verbindenden  Geraden  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD 
heissen  Fundamentallinien,  die  vier,  sie  zu  dreien  verbindenden 
Ebenen  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  Fundamentalebenen,  und 
die  von  diesen  vier  Ebenen  begrenzte  Pyramide  AB  CD  die  Funda- 
mentalpyramide. 

Der  Ausdruck  eines  Punctes  P  im  Räume  hat  alsdann  die 
Form: 

pA  +  qB  +  rC+sD. 

Denn  durch  jede  gegebene  Werthe  der  Verhältnisse  der  (Joefticienten 
/?,  y,  r,  s  ist  auch  der  Punct  P  immer  und  ohne  Zweideutigkeit  be- 
stimmt. Und  umgekehrt,  ist  P  gegeben,  so  erhalten  auch  jene  Ver- 
hältnisse immer  und  ohne  Zweideutigkeit  bestimmte  Werthe.  Es 
müssen  sich  nämlich  die  Coefficienten  wie  die  Pyramiden  PBCD, 
—  PC DA,  PDAB,  —PABC  verhalten  (§.  26,6).  Die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  der  letztem  können  daher  ebenfalls  als  die 
Coordinatcn  von  P  bei  dieser  Bestimmung  betrachtet  werden. 
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§.  34.  Die  vier  Fundamentalebenen ,  in  das  Unendliche  er- 
weitert gedacht,  begrenzen  eine  dreiseitige  Pyramide  und  zerlegen 
den  übrigen  unendlichen  Kaum  in  vierzehn  Theile.  Vier  derselben 
sind  unendliche  Pyramiden,  von  denen  jede  zu  ihrer  Spitze  eine 
der  vier  Spitzen  der  Fundamentalpyramide,  und  zu  ihren  Kanten 
die  verlängerten  Kanten  dieser  Spitze  hat.  Ihre  _Bezeichnungen 
seien  nach  den  Spitzen,  an  welche  sie  stossen:  2[,  5,  C,  D.  Vier 
andere  Bäume  sind  ebenfalls  unendliche,  aber  abgestumpfte  Pyra- 
miden, über  jeder  Seitenfläche  der  Pyramide  eine  derselben.  Sie 
werden  nach  den  Seitenflächen ,  über  welchen  sie  liegen,  mit 
B~C3,  CDAj  DAB,  ABC  bezeichnet.  Die  sechs  übrigen  un- 
endlichen Säume  könnte  man  vierseitige  Pyramiden  nennen.  Nur 
laufen  ihre  vier  Seiten  nicht  in  einer,  sondern  zwei  Spitzen  der 
Fundamentalpyramide  zusammen,  so  dass  jede  mit  der  Funda- 
mentalpyramide die  zwischen  diesen  zwei  Spitzen  liegende  Kante  ge- 
mein, und  die  vier  Seiten  der  Fundamentalpyramide,  welche  in  den 
zwei  Spitzen  zusammentreffen,  über  die  Spitzen  hinaus  erweitert,  zu 
Grenzen  hat.  Wir  wollen  diese  Räume  nach  den  mit  der  Funda- 
mentalpyramide  gemeinschaftlichen  Spitzenpaaren  durch  ÄBy  AC, 
AD,  BCy  BDj  CZ7  ausdrücken ;  die  Fundamentalpyramide  endlich 
selbst  durch  AB  OD. 

Um  die  gegenseitige  Lage  der  unendlichen  Räume  bequem  auf- 
fassen zu  können,  denke  man  sich  aus  irgend  einem  Puncto  der 
Pyramide  mit  einem  unendlich  grossen  Halbmesser  eine  Kugel  be- 
schrieben, so  wird  jede  der  vier  Fundamentalebenen  die  Kugelfläche 
in  einem  grössten  Kreise  schneiden,  und  durch  diese  vier  Kreise 
die  Kugelfläche  in  vierzehn,  den  eben  so  viel  unendlichen  Räumen 
entsprechende,  Theile  getheilt  werden.  Von  dieser  Kugelfläche  in 
Bezug  auf  die  Pyramide  Fig.  5  giebt  Fig.  6  einen  stereographischen 
Entwurf.  Der  mittlere  Kreis  stellt  die  Ebene  BCD  vor,  der  untere 
die  Ebene  CDA,  von  den  beiden  oberen  der  rechte  die  Ebene 
DAB,  der  linke  die  Ebene  ABC. 

Es  soll  nun  eben  so,  wie  in  §.  30  und  §.  32,  gezeigt  werden, 
wie  durch  die  gegenseitige  Relation  der  Cocfficienten  p,  q,  r,  8  der 
Theil  des  Raumes  bestimmt  wird,  in  welchem  der  Punct 

P  =  pA  +  qB  +  rC+8D 
enthalten  ist. 

Haben  erstlich  q,  r,  8  einerlei  Vorzeichen,  und  sei 

qB  +  rC+8D=  X, 
also 

pA  +  (q  +  r  +  8)X  =  P, 
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so  ist  X  der  Durchschnitt  der  Geraden  AP  mit  der  Ebene  BCD 
(§.  25)  und  liegt  innerhalb  des  Dreiecks  BCD  (§.  32),  und  die 
Gerade  AP  geht  durch  die  Bäume  Ä^  AB  CD,  BCD,     Ganz  auf 


BCD 


Fig.  6. 


die  Weise,   wie  in  §.  32,    >vird  nun  auch  hier  bewiesen,    dass  der 
Punct  P  liegt: 


I)      in  AB  CD,  wenn  />,  q,  r,  s  einerlei  Zeichen  haben; 

in  BCD,  wenn  q  +  r-^-s >J»,  und  eben  so 
n)    ^in  CDA,  wenn  r  +  s+p'^q 

u.  s.  w., 

in  A ,  wenn  p^q^r -\- 8,  und  eben  so 
ni)    ^in  B,  wenn  q^r  -{-  s+p 

u.  8.  w., 

nur  dass  auch  hier  bei  den  Formeln  11)  und  III)  die  in  §.  32 
gemachte  Erinnerung  in  Betreff  der  Vorzeichen  wiederholt  werden 
muss. 

Seien  femer  p  und  q  positiv,  r  und  s  negativ,   oder  umgekehrt, 
und  absolut  /?  +  y  >  r  +  *•     Man  setze 

pA  +  qB  =  M  \mA  rC+8D  =  N, 
also 

(p  +  q)M+(r  +  8)N=P, 

so  liegt  M  in  der  Fundamentallinie  AB  zwischen  A  und  B,  und  N 
in  der  FundamentaUinie  CD  zwischen  C  und  D,  Wie  man  bald 
wahrnimmt,   ist  folglich  die  Gerade  3/iV  mit  dem  zwischen  M  und 
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N  begriffenen  Theile  in  der  Fundamental^ramide  selbst,  mit  dem 
Theile  über  3/  hinaus  in  dem  Räume  AB,  und  mit  dem  Theile 
über  N  hinaus  in  dem  Räume  ÖD  enthalten.  Da  nun  p  +  q  und 
r  + «  entgegengesetzte  Zeichen  haben ,  und  absolut  p  +  q^r  +  s 
ist,  so  liegt  P  in  der  Geraden  MN,  und  zwar  in  dem  über  M  hin- 
aus  sich  erstreckenden  Theile  derselben,  d.  h.  in  dem  Räume  AB, 
P  liegt  also 

(in  AJBf  wenn  />  +  ? > r  +  «,  und  eben  so 
in  ACy  wenn  J»  +  r  >  y  +  « 
u.  s.  w. 

mit  demselben  Zusätze  in  Betreff  der  Vorzeichen,  wie  vorhin. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  einer  der  vier  Coefficienten,  z.  B. 
p  =  0  ist,  fällt  P  in  die  Fundamentalebene  BCD,  Sind  zwei 
Coefficienten  zugleich,  z.  B.  p  und  ^  =  0,  so  liegt  P  in  der  Funda- 
mentallinie CD\  und  wenn  drei  Coefficienten,  z.  B.  p,  q  und  r  =  0 
sind,  so  fällt  P  mit  dem  Fundamentalpuncte  D  zusammen. 

Wenn  endlich,  ohne  dass  jeder  Coefficient  einzeln  =0,  die 
Summe  aller  =  0  ist,  und  daher  entweder  drei  Coefficienten  z.  B. 
q,  r,  8  einerlei  Zeichen,  aber  das  entgegengesetzte  von  dem  vierten 
p  haben  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen 

q  +  r  +  8=p 

ist,  oder  zwei  Coefficienten  z.  B.  p,  q  positiv,  die  beiden  andern  r,  * 

negativ  sind  und  absolut 

P  +  q  =  r  +  8 

ist,  so  liegt  P  von  der  Fundamentalpyramide  unendlich  entfernt. 
Die  Richtung,  nach  welcher  er  liegt,  wird  im  ersten  Falle  durch 
ParaUelen  mit  der  durch  die  Punete  A  und  qB  +  rC  +  8D  ge- 
legten Geraden,  und  im  zweiten  durch  Parallelen  mit  der  Geraden 
durch  die  Punete  pA  +  qB  und  rC-\-8D  bestimmt.  Im  ersten 
Falle  liegt  er  also  im  Räume  3^  oder  BCD,  und  im  zweiten  im 
Räume  AB  oder  CD. 

Alle  Sätze  dieses  §.  gelten  übrigens  auch  umgekehrt.  Vergl. 
§32. 

Zusatz.     Man  setze 

P  +  q  +  r  +  8  =  —t, 
80  wird 

pA  +  qB  +  rC  +  8D  +  tE  =  0, 

wenn  man  noch   der  Symmetrie  willen  E  für  P  schreibt.     Da  nun 

P  +  q  +  r  +  8  +  t  =  0, 

so  haben  von  diesen  fünf  Coefficienten  entweder  vier,  z.  B.  p,  q,  r,  8, 
einerlei  Zeichen,   und  der  fünfte   i  das  entgegengesetzte,   oder  drei 
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Coefficienten,  z.  B.  j»,  q^  r,  sind  mit  einerlei  Zeichen,  und  die  beiden 
übrigen  s,  t  mit  dem  entgegengesetzten  behaftet.  Dem  zufolge  giebt 
es  rücksichüich  der  gegenseitigen  Lage  von  fünf  Puncten  im  Raume^ 
eben  so  wie  §.  32  Zusatz,  im  Allgemeinen  zwei  Fälle.  Im  ersten 
liegt  ein  Puncto  JE,  innerhalb  der  Pyramide^  von  welcher  die  vier 
übrigen^  Aj  J9,  C,  D,  die  Spitzen  sind.    Im  zweiten  Falle  setze  man 

pA  +  qB  +  rC=—(sD  +  tE)  =  Fy 

m 

80  ist  F  der  Durchschnitt  der  Ebene  ABC  mit  der  Geraden  DEj 
und  liegt  sowohl  innerhalb  der  Dreiecksfläche  ABCy  als  auch  inner- 
halb der  Puncto  D  und  E.  Wie  man  bald  sieht,  ist  also  in  dem 
zweiten  Falle  jeder  Punct  ausserhalb  der  von  den  vier  übrigen  gebil- 
deten Pyramide  enthalten.  Zugleich  aber  zeichfiet  sich  unter  den  zehn 
Geraden,  welche  die  fünf  Puncte  zu  zweien  verbinden,  die  eine  vor  den 
übrigen  dadurch  aus,  dass  ihr  Durchschnitt  mit  der  Ebene  durch  die 
drei  übrigen  Puncte,  sowohl  innerhalb  des  Dreiecks  dieser  letzteren, 
als  auch  innerhalb  der  ztoei  sie  selbst  bestimmenden  Puncte  fallt. 


Verändenmg  der  Fnndamentalpimcte. 

§.  35.  Sei  ein  Punct  P  in  Bezug  auf  zwei,  drei  oder  vier 
Fundamen talpuncte  A,  B,  ..,  je  nachdem  er  in  einer  geraden  Linie, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  enthalten  ist,  auf  die  eben  gezeigte 
Art  gegeben.  Es  wird  verlangt,  den  Ausdruck  von  P  auf  zwei,  drei 
oder  vier  andere  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  ..  bezogen  zu  finden, 
vorausgesetzt,  dass  die  letzteren  Fundamentalpuncte  in  Bezug  auf 
die  ersteren  ebenfalls  gegeben  sind. 

Offenbar  ist  diese  Aufgabe  der  Veränderung  der  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems  analog.  -Man  weiss,  dass  dieses 
Geschäft,  —  eines  der  wichtigsten  in  der  analytischen  Geometrie,  — 
wenn  auch  mit  keinen  Schwierigkeiten  verknüpft,  doch  nach  den 
verschiedenen  Fällen  mancherlei  Umsicht  nöthig  hat,  und  Anwen- 
dung von  Formeln  erfordert,  die  dem  Gedächtnisse  nicht  immer  zu 
Gebote  stehen.  Dagegen  bedarf  man  zur  Veränderung  der  Funda- 
mentalpuncte nur  der  einzigen,  aus  der  Natur  der  Sache  selbst 
fliessenden  und  auf  jeden  Fall  anwendbaren  Regel : 

Sind  die  neuen  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  ..  durch  die  alten 
A,  B,  ..  ausgedrückt,  gegeben,  so  suche  man  umgekehrt  die  Werthe 
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von   A,    By    ..    durch   A,^   B,,    ..    ausgedrückt.      Die    Substitution 
dieser  Werthe  in  dem  Ausdrucke  von  P  giebt  das  Verlangte. 

Die  Sache  ist  so  einfach,  dass  folgendes  Beispiel  zur  Erläuterung 
vollkommen  hinreichen  wird. 

§.  36.  Beispiel.  Seien  in  einer  Ebene  die  neuen  Funda- 
mentalpuncte  A,,  B,,  C,  die  Mittelpuncte  der  Seiten  des  alten 
Fundamentaldreiecks  ABC,  A,  der  Mittelpunct  von  5(7,  B,  von 
CAy  C,  von  AB\  so  hat  man  die  Gleichungen  (§.  30): 

1A,  =  B  +  C,      2B,=  C+A,      1C,  =  A  +  B, 

woraus  sogleich  folgt: 

A  =  B,+  C,  —  A,,      B=  C,  +  A,  —  B,,      C=A,  +  B,  —  a. 

Ist  nun  der  Ausdruck  irgend  eines  Punctes  P  der  Ebene  in 
Bezug  auf  die  alten  Fundamentalpuncte : 

P=pA  +  qB  +  rC, 

so  wird  in  Bezug  auf  die  neuen: 

P  =  p(B,  +  a  —  A)  +  q(a  +  A,  —  B)  +  r(A,  +  B,  —  C) 
d.  i. 

P=(q  +  r—p)A,  +  (r+p  —  q)B,  +  (p  +  q  —  r)C,. 

Anmerkung.  Man  hat  (§.  32)  gesehen,  wie  aus  dem  gegenseitigen  Ver- 
halten der  Coeffieienten  p,  q,  r  beurtheilt  werden  kann,  in  welchem  der  sieben 
Felder,  worein  die  Ebene  durch  die  drei  Fundamentallinien  BC,  CA,  AB 
lerlegt  wird,  der  Punct  P  sich  befindet.  Auf  eben  die  Weise  wird  man  nun 
mittelst  der  Coefficienten  q  +  r  — p,  r  -\-p  —  q,  p-^q  —  r,  also  ursprünglich 
auch  mittelst  p,  q,  r  angeben  können,  in  welchem  der  sieben  Felder,  worein 
die  neuen  Fundamentallinien  B,C,f  A,B,f  d.  h.  die  Linien  durch  die  Mittel- 
puncte der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  ABC,  die  Ebene  theilen,  der 
Punet  P  enthalten  ist. 

Heissen  diese  Felder,  analog  der  in  §.  32  angewendeten  Bezeichnung, 
A,B,C,,  BfC,,  Af,  u.  s.  w.,  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit  folgende  Besul- 
tate  finden: 

Der  Punct  P  liegt 

I)  m  A,B,C,,  wenn  p,  q,  r  einerlei  Zeichen  haben ,  und  in  absolutem 
Sinne  die  Summe  je  zweier  Coefficienten  grösser  als  der  dritte  ist;  

U)  in  B,Cf,  wenn  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen  p^y  +  r;  in  C,^,, 
wenn  u.  s.  w. 

rH)  in  A,,  wenn  p  ein  von  dem  der  beiden  anderen  Coefficienten  ver- 
schiedenes Vorzeichen  hat,  und  nächstdem  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen 
die  Summe  je  zweier  Coefficienten  grösser  als  der  dritte  ist;  in  B„  wenn 
u.  8.  w. 

Durch  die  drei  ursprünglichen  Fundamentallinien  BC,  . .  und  die  drei 
neuen  B,C,,  ..  wird  die  Ebene  in  sechszehn  Theile  zerlegt,  von  denen  vier 
Theile  endlich  und  zwölf  unendlich  sind.    In  Verbindung  der  oben  gegebenen 
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Keniueiehen  raekBiehtlieh  der  ersteren  Fundamentallinien  mit  den  jetit  auf- 
gestellten rQcksichtlieh  der  letsteren  lassen  sich  nun  leicht  die  Kennseichen 
für  jedes  dieser  seehssehn  Felder  einsein  finden.  Allein  die  weitere  Aus- 
führung hiervon,  so  wie  auch  den  Beweis  für  die  eben  gegebenen  Regeln, 
muss  ich,  um  nicht  su  weitl&ufig  zu  werden,  den  Lesern  selbst  überlassen. 


Viertes  Capitel. 

Von  Ansdrflcken  gerader  Linien  nnd  Ebenen. 


§.  37.  Bezeichnen  JS  und  E  zwei  Puncte,  so  ist  B-\'V)E  der 
Ausdruck  eines  Punetes  in  der  durch  E  und  E  bestimmten  geraden 
Linie,  und  zwar  jedes  beliebigen  Punetes  dieser  Linie,  wenn  es  frei 
steht,  dem  Verhältnisse  1  :  w  jeden  beliebigen  Werth  beizul^^n 
(§.  29).  Man  kann  daher  den  Ausdruck  E  +  wE.  sobald  darin  w 
als  eine  veränderliche  Grösse  genommen  wird,  den  Ausdruck  der 
geraden  Linie  ^JE'  selbst  nennen,  indem  die  Construction  desselben 
alle  in  dieser  Linie  begriffenen  Puncte  giebt. 


I.  Ansdrftcke  gerader  Linien  in  einer  Ebene. 

§.  38.  Seien  nun  E  und  E  zwei  Puncte  einer  Ebene;  die 
Fundamentalpuncte  derselben  heissen  A,  Bj  C,  und  auf  diese  be- 
zogen sei: 

eE  =  aA  +  bB  +  cC,       eE  =  a' A  +  V  B  +  c^  C; 

so  wird,    wenn  man   statt'  w  die  Veränderliche  v  einfuhrt,    so   dass 

ve' 
e 

E  +  toE  =eE+  f)e'E'=  [a  +  a'r)^  +  (*  +  b'v)B-\-  (c  +  c't)  C. 

Dieser  letztere  Ausdruck  mit  der  Veränderlichen  o  ist  also  der  Aus- 
druck einer  Geraden,  welche  durch  die  zwei  Puncte 

aA  +  bB  +  cC  und  a'A  +  VB  +  c'C 

der   Ebene   geht,    und    folglich    der  allgemeine  Ausdruck    für    eine 
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gerade  Linie  in  einer  Ebene^  weil  die  Ausdrücke  der  beiden  Punete 
von  ganz  allgemeiner  Form  sind. 

§.39.  Zusätze,  a)  Eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene  wird 
im  Allgemeinen  jede  der  drei  Fundamentallinien  BC,  CA,  AB  der 
Ebene  schneiden.  Es  geschehe  dies  resp.  in  den  Puncten  A\  ff,  C. 
Für  diese  Punete  der  Linie  sollen  nun  die  speciellen  Werthe  der 
Veränderlichen  v  in  dem  Ausdrucke  der  Linie,  und  somit  die  Aus- 
drücke der  Punete  selbst  gefunden  werden.  —  Da  der  Punct  A' 
zugleich  in  der  Fundamentallinie  BC  liegt,  so  ist  für  ihn  in  dem 
Ausdrucke  der  Linie  der  Coefficient  von  A 

a  +  a'v  =  0 
(§.  32),  folglich 

a 
a 

Substituirt  man  diesen   Werth  in  den  Coefficienten  von  B  und  (7, 
80  kommt: 

A'  =  (ab'—  a'b)  B  —  [cd—  c'a)  C. 

Setzt  man  noch  der  Kürze  willen: 

1)  bc' —  i'c  =  a,     ca' —  c'a  =  ßj     ab' —  a'b  =  y , 

80  wird 

Uy-ß)A'=yB-ßC, 
und  eben  so  findet  sich 

2)  \{a  —  y)B'=aC—YA, 

\(ß  —  a)C=ßA  —  aB. 

b)  Da  die  drei  Punete  A',  B',  C  in  einer  Geraden  liegen,  so 
miiss  auch  zwischen  ihnen  allein  eine  Gleichung  stattfinden.  In  der 
That,  dividirt  man  die  drei  Gleichungen  2)  resp.  mit  ßy,  ya,  aß, 
und  addirt  sie  hierauf,  so  kommt: 

c)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  der  Veränderlichen  v  einen  solchen  Werth  giebt,  dass  die 
Summe  der  drei  Coefficienten  null  wird,  so  erhält  man  den  Aus- 
druck für  einen  unendlich  entfernten  Puuct  der  Linie  (§.  32).  Nun 
ist  jene  Summe 

=  a  +  b  +  c-{-  (a'-h  b'+  c')v\ 

folglich,  wenn  man  sie  gleich  0  setzt: 
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Diesen  Werth  von  v  in  dem  Ausdrucke  substituirt,   ergiebt  sich  der 
Coefficient  von  A 

_  a  {a'+  b'+  c')  —  a'{a  +  b  +  c)  ^       y  —  ß 

und  eben  so  die  Coefficienten  von  B  und  C 

^  —  7         „^-1         /^  — « 


und 


a'+  J'+  c'     a'+  i'+  C ' 

Hiemach  wird,  nachdem  man  zuvor  jeden  Coefficienten  mit 

-  (a'+  *'+  c') 
multiplicirt  hat,   der  Ausdruck  für  den  unendlich   entfernten  Punct 

der  Linie: 

{ß-y)A  +  (Y-a)B  +  {a-li)C. 

Man  begreift  leicht,  dass  dieses  Verfahren  auf  die  Entwickelung 

von 

aA  +  bB  +  cC        a'A  +  b'B  +  c'C       „       ^ 

hinausläuft.     E — E'  ist  aber  der  Ausdruck  des  in  der  Geraden  EE' 
unendlich  entfernten  Punctes. 

Weil  A\  ff,  C  ebenfalls  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  so 
werden  auch  ff — C,  C — A\  A — ff  Ausdrücke  des  unendlich 
entfernten  Punctes  sein  und,  nach  A,  B,  C  entwickelt ,  zu  demselben 
Ausdrucke  hinfuhren  müssen.     So  ist  z.  B. 

y  —  a  a  —  ß 

_  a{y  —  ß)A  —  a{y  —  a)B  —  a(a  —  ß) C 
—  (y_a)(a  —  ß) 

=  {ß-y)A  +  {y-a)B  +  {a-ß)C 
^vie  vorhin. 

Am  einfachsten  aber  gelangt  man  zu  diesem  Ausdrucke  durch 
Addition  der  Gleichungen  2).     Diese  giebt: 

('/  -  ß)A'+  {a  -  '/)B'+  iß  -  a)  C'=  {^-7)^  +  {y  -  a)B  +  [a-ß)  C. 

Da  nun  hierin  zu  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die 
Summe  der  Coefficienten  gleich  0  ist,  so  sind  auch  die  Ausdrücke 
auf  der  einen  und  anderen  Seite  entweder  gleich  0,  oder  zeigen 
einen  unendlich  entfernten  Punct  an.  Ersteres  kann  aber  nicht 
sein,  weil  die  drei  Puncte  A,  B,  C  rechter  Hand  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  auch  die  Coefficienten  derselben  nicht  einzeln 
gleich  0  sind  (§.  27).  Mithin  wird  durch  beide  Ausdrücke  ein  un- 
endlich entfernter  Punct  dargestellt,  und  zwar  der  in  der  Geraden 
Äffe*  enthaltene. 
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§.  40.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  lässt  sich,  seiner  Allgemeinheit  unbeschadet,  auf  eine  weit 
einfachere  Form  zurückbringen.  Er  wurde  erhalten,  indem  man  die 
Ausdrücke  irgend  zweier  Puncte  der  Linie  nahm,  und  den  einen 
derselben,  mit  einer  Veränderlichen  multiplicirt ,  dem  andern  hinzu- 
fügte. Da  nun  die  Wahl  dieser  zwei  Puncte  durch  nichts  bedingt 
ist,  so  nehme  man  hierzu  zwei  von  den  Durchschnitten  mit  den 
Fundamentallinien  selbst,  indem  die  Ausdrücke  der  Durchschnitte 
nur  aus  zwei  Fundamentalpuncten  zusammengesetzt  sind.  So  geben 
z.  B.  die  zwei  Durchschnitte  Ä  und  J?'  mit  einander  verbunden,  den 
Ausdruck  der  Linie: 

yA  —  aC'\'X{yB  —  ^C)  =  A-\'xB  —  ^'^^^C. 

Zu  demselben  vereinfachten  Ausdrucke  kann  man  aber  auch 
mittelst  bloss  analytischer  Operationen,  durch  Einführung  einer 
anderen  Veränderlichen,  gelangen.  In  dieser  Absicht  setze  man  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke: 

(a  +  dv)  ^  +  (6  +  Vv)B  +  (c  +  et)  C 
zuerst 

a-^-a'v  =  t 

80  dass  t  die  neue  Veränderliche  ist.     Hierdurch  wird 


und 


V 

t  —  a 

a'     ' 

a'h- 

-  ah'-\-  b't 

—  y  +  b't 

a' 

a' 

a'c- 

-  ac'+  c't 

ß  +  c't 

a' 

a'      ' 

c  +  c'r  = 

wenn  wir  zur  Abkürzung  wiederum  die  Buchstaben  a,  /?,  y,  in  der 
bisherigen  Bedeutung  genommen,  anwenden;  und  der  Ausdruck  er- 
hält die  Form: 

a  a 

Man  dividire  ihn  durch  t  und  setze 


so  wird  er: 


1 
T  =  "' 


a  a 


} 
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Man  nehme  nun 

V — yu 
a' 

zur  Veränderlichen  gleich  x,  so  wird 

*'—  a'x 

und 

c  +  ßu  _  c'y  +  Vß  _ß^_  _  a  +  ß^ 
a  dy  y  y 

weil  immer 

a'a  +  Vß  +  c'y  =  0. 

Hierdurch  verwandelt  sich  der  Ausdruck  in: 

A  +  xB-'^+^C, 

y 

wie  vorhin.  —  Noch  etwas  einfacher  wird  er,  wenn  man 

=  f    und    —  —  =  g 

setzt: 

A  +  xB^[f-^gx)C, 

wo  nur  noch  zwei  Constanten  vorkommen. 

§.  41.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  zweier  gerader  Linien  in 
einer  Ebene  sind  gegeben: 

I)  A-\'xB  +  [a  +  hx)C, 

II)  ^  +  y5  +  («'+&'y)C. 

Den  Ausdruck  für  den   Schneidungspunct  der  Linien   und  die   Be- 
dingungsgleichung für  ihren  Parallelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Da  durch  I)  jeder  Punct  der  einen,  und  durch 
II)  jeder  Punct  der  anderen  Linie  ausgedrückt  wird,  so  verlangt  die 
Aufgabe  nichts  anderes,  als  für  x  und  y  solche  Werthe  zu  finden, 
für  welche  der  durch  I)  ausgedrückte  Punct  mit  dem  durch  11)  aus- 
gedrückten identisch  >vird.  Für  diese  Werthe  von  x  und  y  müssen 
sich  aber  nach  §.  24,  a  verhalten: 

1   :  a:  :  a  +  65:  =  1   :  y  :  a'+  Vy, 

Hieraus  folgt 

:r  =  y,     a-^-bx  -=.  «'+  Vy 
und 

a  —  a 
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Diesen  Werth  für  x  oder  y  in  I)  oder  11)  substituirt,    erhält  man 
den  gesuchten  Ausdruck  für  den  Schneidungspunct: 

[b  —  V)A  —  [a  —  a')B  +  (o'ft  —  ab')  C. 

Ist  die  Summe  der  Coefficienten  dieses  Ausdrucks  =0,  so 
liegt  der  den  Linien  gemeinschaftliche  Punct  unendlich  entfernt, 
d.  h.  die  Linien  sind  sich  parallel.  Die  Bedingungsgleichung  für 
den  Parallelismus  der  Linien  I)  und  11)  ist  daher: 

b  —  b'—a  +  a'+  a'b  —  aV=  0. 

Dieselbe  Relation  lässt  sich  auch  noch  folgenderweise  erhalten. 
Für  den  unendlich  entfernten  Punct  der  Linie  I)  ist: 

1 +:r  +  a+&a:  =  0, 
also 

_       l+g 

Hierdurch  wird  der  unendlich  entfernte  Punct  selbst: 

1)  (l+J)-4  — (1  +a)5+(a— *)C. 

Eben  so  findet  sich  der  unendlich  entfernte  Punct  der  Linie  II) : 

2)  (1  +  6')^  _  (1  +  (i)B  +  (a'—  V)  C. 

Da  nun  zwei  Parallellinien  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  in  einem  unendlich  entfernten  Puncte  sich  schneiden,  so  wird 
bei  stattfindendem  Parallelismus  der  Punct  1)  mit  dem  Puncte  2) 
zusammenzufallen  und  mithin  sich  verhalten  müssen: 

l+J:l+a:a  —  6=1+*':1+«':  a'—  b\ 
Dies  gibt  die  Bedingungsgleichungen: 

die  unter  sich  und  mit  der  vorhin  gefundenen  identisch  sind. 

§.  42.  Aufgabe.  Es  sind  die  Ausdrücke  dreier  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  gegeben: 

A'\^xB'\'{a-\-bx)C, 
A^yB^  K+  Vy) C, 
A  +  zB  +  [a"+b"z)a 

Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,  bei  welcher  sich  die  Linien  in 
einem  Puncte  schneiden. 

Auflösung.  Hierzu  ist  nöthig,  dass  die  gegebenen  Ausdrücke 
für  ge^visse  Werthe  der  Veränderlichen  Xj  y,  z  einen  und  denselben 
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Punct  darstellen  können.    Für  diese  Werthe  muss  also  nach  §.  24,  a 
sein: 

z  =  y  =  z 
und 

a  +  bx  =  a'+  b'y  =  cr+  Vz. 

Eliminirt  man  daraus  z^  y,  z,  so  kommt: 

^h"—  0"*'+  a^b  —  a  J"+  ab'—  a'Ä  =  0, 
als  die  ^suchte  Bedingungsgleichung. 

§•  43.  Aufgabe.  Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,  bei 
welcher  drei  durch  ihre  Ausdrücke  gegebene  Puncto  einer  Ebene 

P=  aA  +  bB  +C 
P'=  a'A  ^VB  +  C 
P"=a''A  +  V'B+C 

in  einer  Greraden  liegen. 

Auflösung.  SoUen  P,  P*,  P"  in  einer  Geraden  enthalten 
sein,  so  muss  es  (§.  22,  c)  drei  solche  Verhältnisszahlen  k,  k\  k" 
geben,  dass 

A(a  +  Ä  +  l)P  +  *'(«'+  y+  1)P'+  >5r(a"+  *"+  1)P^  =  0 
ist.     Setzt  man  hierein  P,  P',  P"  durch  -4,  5,  C7  ausgedrückt,   und 
ordnet  gehörig,  so  kommt: 

(ak  +  a'k'+  ä'k'^A  +  (6A  +  6T+  y'A")5  +  (*  +  *'+  *")  (7=0. 

Da  nun  Aj  B,  C  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  muss  nach 
§.27 

ak  +  dV+d'H'  =  0 ,      hk  +  JT+  6"F=  0 ,      *  +  *'+  r=  0 

sein.     Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

A  :  A' :  F=  a'*"—  d'V :  a"&  —  a  i":  a  J'—  a'i , 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  der  dritten: 

a'y'_  ö"i'4-  a"6  —  a6"+  ai'—  a'6  =  0, 
als  die  gesuchte  Bedingungsgleichung. 

§.  44.  Ich  füge  noch  die  Ausdrücke  für  einige  specielle  Lagen 
einer  geraden  Linie  gegen  das  Fundamentaldreieck  hinzu. 

Geht  die  Linie  durch  zwei  Fundamentalpuncte  selbst,  z.  B.  durch 
A  und  B^  so  ist  ihr  Ausdruck:  A  +  vBj  der  möglich  einfachste. 

Geht  die  Linie  nur  durch  einen  Fundamentalpunct,  z.  B.  Aj  so 
sei  irgend  ein  anderer  in  ihr  liegender  Punct 

=  aA  +  bB  +  ca 
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Der  Ausdruck  der  Linie  wird  alsdann  sein: 

vA  +  aA  +  bB  +  cC=[v  +  a)A  +  bB  +  cCy 
oder,  wenn  man  die  Veränderliche  v  +  a  =  x  setzt: 

xA  +  bB  +  cC. 

Ist  also  die  Veränderliche  nur  in  einem  der  drei  Coefficienten 
enthalten,  so  gehört  der  Ausdruck  einer  durch  diesen  Punct  gehen- 
den Geraden  an.  —  Der  Punct,  in  welchem  diese  Gerade  die  Funda- 
mentallinie BC  schneidet,  ist  ^  J5  +  cC  Für  ihn  selbst  ist  a:  =  0, 
und  für  den  Punct  Aj  a:  =  oo. 

Läuft  die  Linie  mit  einer  der  Fundamentallinien  z.  B.  mit  BC 
parallel,  so  kann  man  sie  als  eine  solche  betrachten,  welche  BC  in. 
dem  Puncto  B  —  C  schneidet.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer 
solchen  ist  daher: 

aA  +  bB  +  cC  +  x{B—C), 
d.  i. 

aA  +  (b  +  x)B  +  {c  —  x)a 

Eine  Parallele  mit  B  (7,  welche  zugleich  durch  A  geht,  hat  den 
Ausdruck:  xA  +  B — C.  Eben  so  ist  der  Ausdruck  einer  Parallele 
mit  AC  durch  B:  A-^-yB —  C.  Für  a;  =  1  geht  der  erstere,  und 
für  y  =  1  der  letztere  Ausdruck  in  A  +  B  —  C  über,  welches  mit- 
hin der  Durchschnitt  beider  Parallelen,  d.  h.  derjenige  Punct  ist, 
welcher  mit  Aj  C,  B  die  Spitzen  eines  Parallelogramms  bildet. 
Vergl.  §.  36. 


n.  Ansdrflcke  gerader  Linien  im  Banme  überhaupt. 

§.  45.  Seien  wiederum  E  und  £'  irgend  zwei  Puncto  der 
Linie,  und  als  Puncto  des  Raumes  gedacht  und  auf  die  vier  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,  (7,  D  bezogen: 

eE=  aA  +  bB  +  cC+dD, 
e'E=  a'A  +  VB  +  c'C  +  dD , 

so  wird  der  Ausdruck  der  Linie: 

öjB-f-  f>e'E'=  (a  +  a't?)^  -f-  {b  -f-  Vv)B  +  (c  +  c'v)  C  +  (rf+  (ft?)Z>, 

welches    daher    der    allgemeine  Ausdruck    einer   geraden    Linie    im 
Räume  ist. 

§.  46.  Zusätze,  a)  Im  Allgemeinen  schneidet  die  Linie  jede 
der  vier  Fundamentalebenen ;  heissen  diese  Durchschnitte  mit  B  CD, 

5* 
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CDA,  DAB,  ABC  resp.  A\  Bf,  C\  If.  Die  Ausdrücke  derselben 
ergeben  sich  aus  dem  der  Linie  auf  ähnliche  Art ,  wie  §.  39,  a.  So 
muss  z.  B.  für  A,  als  einen  Punct  in  der  Ebene  BCD,  der  Coeffi- 
cient  von  A,  d.  i. 

a  +  ö't?  =  0, 
folglich 

a 

a' 

sein.  Diesen  Werth  von  t?  in  den  übrigen  Coefficienten  substituirt, 
und  zur  Abkürzung 

,.    (ab' —  a'b  =  a,     ac  —  de  =  /?,     ad! —  cid  =  y 
^  \hc'—Vc  =  i,    hd—Vd==B,     cd—c'd=t 

gesetzt,  erhält  man: 

{(a  +  ß  -{-  y)A'  =  aB  '\'  ßC  +  Y  D 
(d  +  €  —  a)E=  dC  +  sD  —  aA 
(ß  +  d  —  ^C'=ßA  +  dB  —  ^D 

(y  +  fi+t)2y=  yA  +  sB  +  ^a 


und  eben  so 
2) 


b)  Weil  die  vier  Puncte  A',  ff,  C\  D'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  muss  zwischen  je  dreien  derselben  besonders  eine  Gleichung  Statt 
haben.  Um  diejenige  zu  finden,  welche  zwischen  ff,  C\  ff  ob- 
waltet, multiplicire  man  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2)  resp. 
mit  — t,  — €,  i,  addire  sie  hierauf,  und  es  kommt: 

Da  aber  ff,  C ,  ff  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  und  der 
Fundamentalpunct  A  im  Allgemeinen  ausserhalb  derselben  liegt,  so 
muss  nach  §.  27  der  Coefßcient  von  A 

aC  —  /?e  +  yrf  =  rf(y +  €  +  ?)  —  C(5  +  €  —  a)  —  €(/'?  +  *  —  C)  =  0 

sein.  Diese  durch  geometrische  Betrachtung  erhaltene  Relation 
zwischen  a,  ß,  ...,  ^  bestätigt  sich  auch  durch  Rechnung.  Denn 
multiplicirt  man  von  den  zwei  aus  1)  sehr  leicht  fliessenden  Glei- 
chungen 

ab  —  hß  +  coL  =  0, 

a'rf  — 6'/J  +  c'a  =  0, 

die  erste  mit  d ,  die  zweite  mit  d,  und  zieht  hierauf  die  eine  von 
der  anderen  ab,  so  kommt,  mit  wiederholter  Anwendung  von  1), 
dasselbe  Resultat. 
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Es  ist  demnach: 

^{d  +  e  —  a)B'+€{ß  +  d  —  K)C'=^ö(y  +  e  +  ^)iy 
und  eben  so 

^{a  +  ß  +  y)A'+y[ß  +  d-QO'=ß(Y  +  e  +  ^)D' 
y{d  +  €  —  a)B'+  a(y  +  e  +  ^)jy=  e(a  +  ß  +  y)A' 
ß(d  +  e  —  a)ff+a(ß  +  ö  —  C)0'=ö{a  +  ß  +  y)A'. 

c)  Um  den  Ausdruck  des  unendlich  entfernten  Punctes  der 
Linie  zu  erhalten,  hat  man,  wie  §.  39,  c,  im  Ausdrucke  der  Linie 
die  Summe  der  Coefficienten  gleich  0  zu  setzen.     Dies  giebt 

^__    a+b  +  c  +  d 


a'+  b'+  c'+  d  ' 


und  hiermit  nach  gehöriger  Beduction  den  Ausdruck  des  Punctes 
selbst: 

Denselben  Ausdruck  bekommt  man  auch  durch  Entwickelung 
Ton  A — B\  oder  Ä — C",  u.  s.  w.,  wenn  man  dabei  die  identische 
Gleichung 

a^  +  yrf  =  ß^ 

mit  zu  Hülfe  nimmt.  —  Am  kürzesten  endlich  gelangt  man  zu  dem 
Ausdrucke,  wenn  man  die  Gleichungen  2)  mit  den  Zeichen  +,  +» 
— ,  —  addirt,  und  hierauf  eine  ähnliche  Schlussart  wie  in  §.  39,  c 
anwendet. 

§.  47.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  im  Räume 
(§.  45)  lässt  sich,  ähnlicherweise  wie  in  §.  40,  dadurch  vereinfachen, 
dass  man  statt  den  zwei  willkürlich  in  der  Linie  genommenen  Puncten 
jB  und  jB'  zwei  von  den  Durchschnitten  derselben  mit  den  vier 
Fundamentalebenen  zu  Grunde  legt.  So  kann  z.  B.  D\  als  ein  Punct 
der  Fundamentalebene  ABCy  ^/A+gB+  Cj  und  C,  als  ein 
Punct  der  Fundamentalebene  ABD,  ^fld  +  ff'B  +  D  gesetzt 
werden.     Hiemach  zieht  sich  der  Ausdruck  der  Linie  zusammen  in: 

Eben  so,  wie  bei  der  geraden  Linie  in  einer  Ebene  gezeigt 
wurde,  kann  dieser  vereinfachte  Ausdruck  aus  dem  zusammenge- 
setzteren auch  durch  analytische  Umformungen  hergeleitet  werden. 
Da  aber  der  hier  zu  nehmende  Gang  dem  dortigen  ganz  ähnlich  ist, 
so  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 
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§.  48.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien  im 
Baume  sind  gegeben: 

(ax  +  a)A  +  (bx  +  b')B  +  xC+D 
(ay  +  a')A  +  (ßy  +  ß')B  +  y  (7+  Z>. 

Die  Bedingungsgleichungen  zu  finden ,  wenn  die  Linien  in  einer 
Ebene  liegen,  und  darin  einander  parallel  sind. 

Auflösung.  Angenommen,  dass  die  zwei  Linien  sich  in  einem 
Puncte  begegnen,  so  müssen,  eben  für  diesen  Punct,  die  Veränder- 
liche X  im  ersten,  und  die  Veränderliche  y  im  zweiten  Ausdrucke 
solche  Werthe  erhalten  können,  dass  dadurch  die  zwei  Ausdrücke 
identisch  werden.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  nach  §.  26,  a 
die  Gleichungen: 

J)  ax-{'a=^ay-\-a!j 

2)  hx-{^V=ßy  +  ß^, 

3)  x  =  y. 
Eliminirt  man  daraus  x  und  y,  so  kommt: 

A\  g— g    _   h  —  ß 

^  a'—a'~V—ß^' 

als  die  Bedingungsgleichung,  wenn  die  Linien  einen  Punct  gemein 
haben,  mag  dieser  unendlich  entfernt  sein  oder  nicht;  also  überhaupt, 
wenn  sich  die  Linien  in  einer  Ebene  befinden. 

Soll  nun  überdies  der  den  zwei  Linien  gemeinsame  Punct  un- 
endlich entfernt  liegen,  d.  h.  sollen'  die  Linien  einander  parallel 
sein,  so  müssen  für  die  bestimmten  Werthe,  welche  x  und  y  für 
den  gemeinsamen  Punct  haben,  die  Summen  der  Coefficienten  in 
den  Ausdrücken  der  Linien  gleich  0,  also 

4)  (a  -f.  J  4-  i)a;  +  a'+  J'+  1  =  0, 

5)  (a-}-/J+l)y+a'+/?'+l=0 

sein.  Man  hat  somit  £ünf  Gleichungen  1)  ...  5),  welche  für  den 
Parallelismus  zugleich  bestehen  müssen,  von  denen  aber  jede  eine 
Folge  der  vier  anderen  ist,  so  dass  nach  Elimination  von  x  und  y 
aus  denselben  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  übrig 
bleiben.  Die  eine  dieser  Gleichungen  stellt  A)  vor.  Um  eine  zweite 
zu  erhalten,  eliminire  man  x  und  y  aus  3),  4),  5),  und  es  kommt: 

g  +  i  +  l  _  tt  +  /^  +  l 
^i  a'+  J'+  1         a'+  ß'^  1  • 

A)  und  B)  sind  folglich  die  zum  Parallelismus  der  beiden  Linien 
erforderlichen  Bedingungsgleichungen. 
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m.  Ansdrflcke  fOr  Ebenen. 

§.  49.  Die  Lage  einer  Ebene  wird  durch  irgend  drei  Puncte 
derselben  bestimmt ,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen.  Seien  diese 
Puncte,  auf  die  Fundamentalpuncte  des  Raums  Aj  Bj  C,  D  bezogen: 

eE=  aA-^-bB  -\'  cC+  dB 

e'E=^  a'A  +  b'B  +  c'C+d'D 

^'E"=  ä'A  +  b"B  +  c^O  +  d'D. 

Jeder  Punct  aber,  der  mit  E,  E\  E"  in  einer  Ebene  liegt,  hat  nach 
§.  24,  b  einen  Ausdruck  von  der  Form 

eE+evE'+e'fvE'\ 

wo  V  und  to  alle  beliebigen  Werthe  haben  können.    Substituirt  man 
darin  die  Fundamentalpuncte,  so  kommt: 

I)  {a+av+a"w)A+(b+b'v+b"w)B  +{c+c'v+(rw)C+[d+(rf)+d"iv)D. 

Dies  ist  also,  v  und  to  als  Veränderliche  genommen,  der  auf  die 
Fundamentalpuncte  bezogene  Ausdruck  jedes  Punctes  der  Ebene, 
oder  kürzer,  der  allgemeine  Ausdruck  der  Ebene  selbst. 

§.  50.  Zusätze,  a)  Im  Allgemeinen  wird  von  der  Ebene  jede 
der  sechs  Fundamentallinien  geschnitten.  Man  begreift  sogleich, 
dass,  um  den  Ausdruck  eines  solchen  Durchschnitts  zu  erhalten, 
man  in  dem  Ausdrucke  der  Ebene  v  und  t^  so  zu  bestimmen  hat, 
dass  die  Coefßcienten  der  beiden  Fundamentalpuncte,  durch  welche 
die  geschnittene  Fundamentallinie  nicht  geht,  gleich  Null  werden. 

Um  dieses  auf  die  kürzeste  Weise  zu  bewerkstelligen,  setze  man 
die  Coefßcienten  der  vier  Fundamentalpuncte 

a  +  a'v  +  a"w?  =  p, 
J  +  i't,  -f.  b''to  =  y, 

c  +  c'v  -{-  c"v)  =  r, 
.rf+  ^^  +  ^'^  =  *) 
und  somit  den  Ausdruck  der  Ebene  selbst: 

U)  pA-\'fiB-^rC-^8D. 

Man  multiplicire  nun  die  vier  Gleichungen  1)  resp.  mit  a^  ß,  y^  d, 
addire  sie  hierauf  imd  setze: 

(aa-{-  ßb  -{-yc  +  öd  =  0, 
aa'+ßb'+yc  +  dd'=0, 
aa"+ßb"+yc"+dd"=0, 


t) 
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so  ist  auch 

3)  ap  +  ßq  +  yr  +  ds  =  0 

eine  Gleichung  zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdrucks,  in 
welcher  a,  ß,  y,  d  Zahlen  vorstellen,  deren  gegenseitiges  Yerhältniss 
mittelst  der  Gleichungen  2)  aus  den  Constanten  des  Ausdrucks  ge^ 
funden  werden  kann*).  Diese  Gleichung  besteht  fiir  alle  beliebigen 
Werthe  der  Veränderlichen  v  und  tv,  und  vertritt  daher  in  Ver- 
bindung mit  dem  Ausdrucke  11)  die  Stelle  des  Ausdrucks  I). 

Nach  dem  Obigen  sind  nun  für  den  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  AB  die  Coefficienten  von  C  und  Z>,  also  r  und  «,  gleich  0  zu 
setzen.     Hierdurch  wird 

(xp  +  ßq  =  0, 

mithin 

p:q  =  ß  :  —  a, 

und  der  Ausdruck  des  Durchschnittspunctes 

=  pA  +  qB  =  ßA  —  aB, 

Eben  so  leicht  finden  sich  die  Ausdrücke  auch  für  die  übrigen 
Durchschnitte,  und  man  bekommt,  wenn  man  den  Durchschnitt  mit 
AB  durch  (AB),  den  mit  AC  durch  (AC),  u.  s.  w.  bezeichnet,  nach- 
stehende sechs  Gleichungen: 

{a-ß){AB)  =  aB-ßA,  {ß  —  y){BC)  =  ßC-yB, 
{a  —  y){AC)  =aC—yA,  (ß —  d)[BD)  =  ßD  —  ÖB, 
(a  —  6)(AD)  =  aD—  dA,        {y  —  d){CD)  =  yD—dC. 


*)  Dies  geschieht  am  einfachsten  folgendergestalt  —  Man  addire  die  Glei- 
chungen 2),  nachdem  man  sie  zuvor  resp.  mit  k,  A*',  A;"  multiplicirt  hat,  und  setze 
zur  Bestinmiung  dieser  neu  eingeführten  Hülfsgrössen: 

dk  +  dfk'+d"k"^0, 
so  wird: 

a{ak  +  a'Ä'-f-  a"kf']  +  ^  (6  A;  -f-  b'k'+  Wk")  =  0. 

Hieraus  folgt  weiter: 

k'.V'.  Ä"=  c'rf"—  c"rf'!  d'd  —  cd",  c^—  c'd, 
a:  ß=^  {bk  +  b'k'+  h"kf')  :  —  (aÄ  -f-  a'Ä'-f-  a"kf'). 

Substituirt  man  nun  in  letzterer  Proportion  die  Verhältnisswerthe  von  k^  k',  Ar"  aus 
der  ersteren  und  setzt  zur  Abkürzung 

bi/d"—  bc"d'+  Vtf'd  —  6'crf"4-  6"crf'—  6Vrf  =  (6crfj , 

die  eben  so  aus  c,  d,  a,  c',  d\  ...  zusammengesetzte  Function  =  icda),  u.  s.  w., 
so  verhält  sich 

a  :  ß  =:  {bcd)  :  —  {cdä; , 
und  überhaupt: 

a  :  ß  :  y  :  (f  s=  {bcd)  :  —  [cda]  :  [dah]  :  —  iabc]. 
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b)  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  folgende,  zwischen  den 
Durchschnitten  selbst  stattfindende,  Relationen.  Zuerst  zwischen  je 
dreien,  die  in  einer  und  derselben  Fundamentalebene  und  mithin 
in  gerader  Linie  liegen; 

(-^-f){5C)  +  (l-l)(^C)  +  (l-l){^5)  =  0. 

Da  femer  alle  sechs  Durchschnitte  in  einer  Ebene  enthalten 
sind,  so  muss  auch  zwischen  je  vieren,  welche  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen,  eine  Gleichung  bestehen.     Diese  Gleichungen  sind: 

(l-^)M5)  +  (l-^)(5C)+(i-J)((72»+(j-l)(^2»  =  0, 

und  eben  so  noch  zwei  andere, 

die  eine  zwischen  [AB),  (BD),  (CD),  (AC), 
die  andere  zwischen  (AC),  (BC),  (BD),  (AD). 

c)  Im  Allgemeinen  schneidet  die  Ebene  jede  der  vier  Funda- 
mentalebenen. Der  Ausdruck  einer  solchen  Durchschnittslinie,  z.  B. 
der  in  BCD  liegenden,  wird  gefunden,  wenn  man  in  dem  Aus- 
drucke der  Ebene  den  Coefficienten  von  A, 

a  -f-  a't?  -f-  a'^w  =  0 

setzt,  und  mittelst  der  dadurch  zwischen  v  und  w  hervorgehenden 
Relation  die  eine  dieser  Veränderlichen  aus  den  Coefficienten  der 
drei  übrigen  Fundamentalpuncte  eliminirt.  —  Noch  leichter  gelangt 
man  zum  Zweck  mit  Hülfe  des  Ausdrucks  11)  und  der  zugehörigen 
Gleichung  3),  die  sich,  £ür  p  =z  0,  auf 

n*)  qB  +  rC+sD 

und 

3*)  ßq  +  yr  +  d8  =  0 

reduciren,  und  in  dieser  verkürzten  Form  dem  Ausdrucke  einer  Ge- 
raden, der  Durchschnittslinie  mit  BCD  nämlich,  gleich  zu  achten 
sind.    Denn  eliminirt  man  s  mittelst  3*)  aus  11*),  und  nimmt  hierauf 


r 
—  =  a; 

9 
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zur  Yeränderlichen,  so  kommt: 

dB  +  dxC—{ß  +  yx)D, 

derselbe  Ausdruck,  den  man  auch  durch  Verbindung  der  in  die 
Fundamentalebene  BCD  fallenden  Durchschnittspuncte  [BD)  und 
(CD)  erhält. 

d)  Der  unendlich  entfernte  Punct  dieser  Linie  ist: 

(y-8)B  +  (d  —  ß)C-\'(ß  —  y)D. 
Eben  so  sind: 

{6  —  a)C  +  (a  —  Y)D  +  (Y  —  6)A 
(a  —  ß)D-{^(ß  —  d)A  +  (6  —  a)B 
(ß-Y)A  +  (Y-a)B  +  (a-ß)C 

die  unendlich  entfernten  Puncte  der  Durchschnittslinien  der  Ebene 
mit  den  Fundamentalebenen  CDA,  DAB,  ABC 

§.51.  Auf  ähnliche  Art,  wie  in  §.  40  und  §.  47  bei  der  ge- 
raden Linie  geschah,  lässt  sich  auch  der  allgemeine  Ausdruck  der 
Ebene  einfacher  darstellen,  indem  man  zu  den  drei  sie  bestimmenden 
Puncten  drei  von  den  sechs  Durchschnitten  mit  den  Fundamental- 
linien wählt.  Seien  diese  (AD),  (BD),  (CD),  so  kommt,  wenn  man 
dafür  ihre  Werthe  aus  §.  50,  a  nimmt,  sie  mit  den  Veränderlichen  x 
und  y  verbindet  und  gehörig  ordnet: 

dA  +  dzB  +  dyC—(a  +  ßx  +  yy)  C, 

oder  noch  einfacher,  wenn  man 

-y=/,     --^-9.    --s=^ 

setzt: 

A  +  xB  +  yC+(f  +  gx  +  hy)D. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  analytischem  Wege  mit- 
telst des  Ausdrucks  11)  und  der  zugehörigen  Gleichung  3)  erhalten, 
wenn  man  aus  ersterem  mittelst  der  letzteren  s  eliminirt,  und  hier- 
auf q  :  p  und  r  :  p  zu  den  Veränderlichen  x  und  y  nimmt. 

§.  52.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  einer  Ebene  die  zwei  Ver- 
änderlichen solche  Werthe  erhalten,  dass  die  Summe  der  Coeffi- 
cienten  null  wird,  so  gilt  der  Ausdruck  für  einen  unendlich 
entfernten  Punct  der  Ebene.  Setzt  man  daher  die  Summe  der 
Coefßcienten  gleich  0,  und  eliminirt  mittelst  dieser  Gleichung  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  so  bekommt  man  einen  Ausdruck, 
welcher  alle  unendlich  entfernten  Puncte  der  Ebene  in  sich  begreift. 
Li    diesem  Ausdrucke    wird,    unabhängig   von  der  darin  noch  vor- 


§.53.  ^ftp*  ^    Ausdrücke  von  Geraden  und  Ebenen.  75 

kommenden  Veränderlichen,  die  Summe  der  Coefficienten  immer  null 
sein,  so  dass  sowohl  der  von  der  Veränderlichen  freie  Theil  dieser 
Summe,  als  der  in  sie  multiplicirte,  jeder  für  sich  null  ist.  Ein 
solcher  Ausdruck  wird  daher  seiner  Form  nach  einer  geraden  Linie 
angehören,  welche  durch  zwei  unendlich  entfernte  Puncto  der  Ebene 
gelegt  ist,  oder,  wenn  man  will,  er  wird  der  Ausdruck  einer  unend- 
lich entfernten  Geraden  sein,  von  der  sich  aber  eben  so  wenig  be- 
stimmen lässt,  nach  welcher  Gegend  der  Ebene  hin  sie  liegt,  als 
man  bei  dem  unendlich  entfernten  Puncto  in  einer  Geraden  die 
Seite  der  Geraden,  nach  welcher  er  liegt,  angeben  kann. 

Zur  Erläuterung  diene  der  im  vorigen  §.  gefundene  vereinfachte 
Ausdruck.     Die  Summe  seiner  Coefficienten  gleich  0  gesetzt,  giebt 

y-       ^^z-8       • 

Eliminirt  man  hiermit  y  in  dem  Ausdrucke,  so  kommt  nach  einer 
leichten  Reduction: 

(y  —  6)A  +  {Y  —  l)xB  +  [d  —  a  +  (6  —  ß)x\C  +  [a  —  y  +  (ß  —  y)x]D 

der  Ausdruck  der  unendlich  entfernten  Linie  der  Ebene.  Die  in 
ihm  durch  die  Veränderliche  x  verbundenen  Puncto  sind  nach 
§.  50,  <f  die  unendlich  entfernten  in  den  Durchschnitten  der  Ebene 
mit  BGD  und  CDA,  Auf  ersteren  Punct  reducirt  sich  der  Aus- 
druck für  a:  ==  oo,  auf  letzteren  für  a:  =  0.     Setzt  man  femer 


X  = 


d  —  a       j  a — y 

und  =  —  3 , 


i  —  ß  ß—Y 

so  ergeben  sich  die  Ausdrücke  der  unendlich  entfernten  Puncto  in 
den  Durchschnitten  mit  DAB  und  ABC, 

§.  53.    Aufgabe.   Die  Ausdrücke  zweier  Ebenen  sind  gegeben: 

I)  A  +  vB-{'WC+[a  +  bv  +  cio)D, 

U)  A  +  xB+yC  +  (a'+  Vx+  c'y)  D. 

Den   Ausdruck    ihrer    Durchschnittslinie    und    die   Bedingungsglei- 
chungen zu  finden,  wenn  sie  sich  parallel  sind. 

Auflösung.     Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  der  beiden 
Ebenen  ist: 

1)  v  =  x, 

2)  «?  =  y, 

3)  a  +  Jt?  -f-  ctt?  =  a'+  Vx  +  c'y\ 

mithin,  wenn  man  x  und  y  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminirt: 

a  —  a'+  (b  —  V)f>  +  [c  —  c')w  =  0. 
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Dies  ist  demnach  die  Belation,  welche  zwischen  den  Veränder- 
lichen der  Ebene  I)  für  jeden  Punct,  den  sie  mit  ü)  gemein  hat, 
stattfindet.  Eliminirt  man  also  mittelst  dieser  Relation  aus  I)  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  z,  B,  Wy  so  erhält  man  den  Aus- 
druck der  Durchschnittslinie: 

{c  —  c')A  +  (c  —  c')vB  —  [a  —  a'+{b  —  b')ti\0 
—  [ac'—  a'c  +•  (6c'—  Vc)v'\D. 

Findet  sich  in  diesem  Ausdrucke  die  Summe  der  Coefficienten, 
unabhängig  von  r,  gleich  0,  so  ist  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftliche Linie  unendlich  entfernt,  d.  h.  die  Ebenen  sind  sich 
parallel.  Die  Bedingungsgleichungen  fiir  den  Parallelismus  sind 
daher: 

c  —  c' —  a  +  d —  ac'+  de  =  0 

c  —  c'—  J  -I-  V—  hc'-^Vc  =  0. 

Ohne  vorher  den  Ausdruck  für  die  Durchschnittslinie  ent- 
wickelt zu  haben,  lassen  sich  diese  Gleichungen  auch  folgender- 
gestalt  leicht  finden.  Fiir  einen  unendlich  entfernten  Punct  der 
Ebene  I)  ist: 

4)  1  -|-a  +  (l-f-6)ü-f-(l  +c)tt?  =  0, 

der  Ebene  11)  ist: 

5)  1  +  a'+  (1  -I-  V)x  +  (1+  c')y  =  0. 

Sollen  sich  nun  die  Ebenen  parallel  sein,  so  müssen  alle  ge- 
meinschaftlichen Puncte  derselben  unendlich  entfernt  liegen,  oder 
analytisch  ausgedrückt:  alle  Werthe  der  Veränderlichen  t?,  w,  x^  y, 
welche  den  Gleichungen  1),  2),  3)  Genüge  leisten,  müssen  auch  die 
Gleichungen  4),  5)  erfüllen.  Da  aber  jede  dieser  fünf  Gleichungen 
eine  Folge  der  vier  übrigen  ist,  und  mithin  eine  derselben,  z.  B.  3), 
immer  unberücksichtigt  bleiben  kann,  so  muss,  wenn  man  aus  1), 
2)  und  5),  X  und  y  eliminirt,  nächst  4)  zugleich 

6)  1  -f-  a'+  (J  +  &>  +  (1  +  c')w  =  0 

sein,  ohne  dass  dadurch  t?  und  to  bestimmte  Werthe  erhalten.  Es 
müssen  folglich  die  Gleichungen  4)  und  6)  nicht  zwei  verschiedene, 
sondern  eine  und  dieselbe  Relation  zwischen  v  und  w  darstellen, 
und  mithin  die  Coefficienten  der  einen  in  denselben  Verhältnissen 
zu  einander  stehen,  wie  die  der  anderen.     Dies  giebt: 

1  +a  _  l-f-6  _  1  -hg 

l+a   ~  1+6'  ~  1  +c'^ 
welches  demnach  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Parallelismus 
sind,  die  von  den  vorhin  gefundenen  sich  nur  der  Form  nach  unter- 
scheiden. 
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§.  54.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  einer  geraden  Linie  und 
einer  Ebene  sind  gegeben: 

{au  +  a')A  +  {ßu  +  ß')B  +  uC+D, 
A  +  vB  +  wG+{a  +  bv  +  cw)D. 

Den  Ausdruck  für  ihren  Schneidungspunct,  so  wie  die  Bedingungs- 
gleichungen ihrer  Coincidenz  und  ihres  Parallelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Für  diejenigen  Werthe  der  Veränderlichen,  bei 
welchen  diese  Ausdrücke  einen  und  denselben  Punct  darstellen, 
muss  sich  verhalten: 

au  +  a' :  ßu  -{'  ß' :  u  :  1=1  :  v  :  w  :  a  +  bv  +  cw. 

Dies  giebt: 

(au  +  a')^  =  ß^  +  ß^j  (««  +  a')w?  =  Uj  [au  +  a'){a  +  Jo  +  cw)  =  1 ; 

und  wenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  v  und  to  eliminirt: 

1)  a(au  +  a')  +  b(ßu  +  ß')  +  cu=  1, 
oder  nti  =  m,  wenn  man 

aa-^-bß  +  €  =  riy    1  — aa' —  bß'=  m 
setzt. 

Den  hieraus  entspringenden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke 
der  Geraden  substituirt,  erhält  man  den  der  Geraden  und  der  Ebene 
gemeinschaftlichen  Punct,  also  im  Allgemeinen  den  Durchschnitts- 
punct : 

{am  +  a'n)A  +  {ßm  +  ß'7i)B  +  mC  +  nD. 

Soll  die  Gerade  mit  der  Ebene  zusammenfallen,  soll  also  jeder 
Punct  der  ersteren  zugleich  ein  Punct  der  letzteren  sein,  so  muss 
für  jeden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke  der  Geraden  die  Gleichung 
1)  bestehen.     Es  muss  daher  sein: 

aa  +  bß  +  c  =  Oy         \—aa  —  bß'=0, 

die  Bedingungsgleichungen  für  die  Coincidenz,  wodurch,  was  man 
noch  bemerke,  in  dem  Ausdrucke  des  Durchschnittspunctes  die 
Coefficienten  sämmtlicher  vier  Fundamentalpuncte  null  werden. 

Ist  die  Gerade  der  Ebene  parallel,  so  liegt  der  ihnen  gemein- 
schaftliche Punct  unendlich  entfernt.  .  Es  muss  daher  für  diesen 
Fall  der  sich  aus  1 )  ergebende  Werth  von  u  zugleich  der  Gleichung 

2)  au  +  a'+  ßu  +  ß'+  u+1  =0 

Genüge  leisten.  Die  Bedingungsgleichung  des  Parallelismus  ist  folg- 
lich das  Resultat  der  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen  1) 
und  2): 

aa'+  bß'—  1  _  a  +  /^-h  1 

aa  +  bß  +c  ~  a  +  ß  +  \' 
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§.  55.    Aufgabe.    Die  Ausdrücke  dreier  Ebenen  sind  gegeben: 

I)  A  +  tB  +  uC+{a  +  bi  +  cu)D 

U)  A  +  vB  +  «7(7+  (a'+  b'v  +  c'iü)D 

m)  A  +  xB  +  yC  +  ä'+  Vx  +  c^y)/). 

Den  Ausdruck  ihres  Durchschnittspunctes,  so  wie  die  Bedingungs- 
gleichungen für  die  dabei  möglichen  speciellen  FäUe  zu  finden. 

Auflösung.     Für   den  Punct,    welchen   diese   drei   Ausdrücke 
gemeinschaftlich  darstellen,  muss  sein: 

o  +  J<  +  ctt  =  a'+  Vv  +  c'w  =  ^+  b"z  +  (Ty. 
Man  setze  daher 

1)  .a  +  6<  +  ctt  =  8, 

so  ist  auch 

a  +  b't  +  cu  =  8, 

ff     I        Tff  *       I  ff  ^ 

a-\-ot-\-cu  =  8. 

Diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  c' — c",  c" — c,  c  —  c'  multiplicirt 
und  hierauf  addirt,  ergiebt  sich,  wenn  man  noch 

b'c"—  b''c'+  V'c  —  bc"  +  bc'—  b'c 

mit  {bc)y  und  die  eben  so  aus  c,  a,  c\  ...  und  a,  b,  a',  ...  gebildeten 
Functionen  mit  {ca)  und  (ab)  bezeichnet: 

{bc)t  =  {ca) 
und  auf  gleiche  Art 

(bc)u  =  (ab). 

Die  hieraus  fliessenden  Werthe  für  t  und  u  in  1)  substituirt,  kommt 
der  Ausdruck  des  Durchschnittspunctes: 

{bc)A  +  {ca)B  +  {ab)C+[a{bc)  +  b{ca)  +  c{ab)]D. 

Man  bemerke  dabei,  dass,  wenn  man  die  Function 

2)  a{bc)  +  b{ca)  +  c(ab)  =  [abc) 


setzt,  auch 
und 


a'(bc)  +  b'[ca)  +  c'{ab)  =  (abc) 
a"(4c)  +  V\ca)  -f  c"(a J)  =  (abc\ 


ist. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1),  wenn  man  darin 
für  t  und  u  die  gefundenen  Werthe  substituirt.  —  Uebrigens  ist  die 
Function  (abc)  mit  der  in  §.  50,  a  Anmerkung  eben  so  bezeich- 
neten dieselbe. 

Ist  nun  in  dem  Ausdrucke  des  Durchschnittspunctes  die  Summe 
der  Coefficienten 

3)      (1  +  a)(bc)  +  (1  +  b)(ca)  +  (1  +  c)(ab)  =  0, 
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80  liegt  dieser  Punct  unendlich  entfernt.  Im  Allgemeinen  sind  als- 
dann die  drei  Dorchschnittslinien  der  Ebenen  mit  einander  parallel, 
so  dass  die  drei  Ebenen  ein  unendlich  langes  dreiseitiges  Prisma 
einschliessen. 

Es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  drei  Ebenen  sich  in  einer 
und  derselben  Geraden  schneiden,  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  in  die  dritte  Ebene  fällt.  Sucht 
man  demnach  den  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  von  zweien  der 
Ebenen,  und  hierauf  den  Ausdruck  des  Punctes,  in  welchem  diese 
Linie  die  dritte  Ebene  schneidet,  so  muss  für  gegenwärtigen  Fall 
in  dem  letzteren  Ausdrucke,  d.  h.  in  dem  für  den  Durchschnitts- 
punct  aller  drei  Ebenen,  jeder  der  vier  Coefficienten  gleich  0  sein 
(§.  54).  Die  Bedingungsgleichungen,  unter  welchen  sich  die  drei 
Ebenen  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,   sind  demnach: 

(6c)  =  0,    (ca)  =  0,    (fli)  =  0, 

von  denen  im  Allgemeinen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist, 
wie  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt. 

Anmerkung.  Bet^tmsjia  +  t  ^  a,,  6  +  1=6,,  c+l  =  c,,  a'+l=a'„ 
u.  8.  w.,  und  bezeichnet  die  eben  so  aus  6^,  c,,  b',,  ...  lusammengesetzte 
Function,  als  es  {be)  aus  b,  c,  b',  ...  ist,  mit  (6,c,),  u.  s.  w.:  so  sieht  man 
bald,  dass  (bfC,)  a  (6c),  (c,a,)  =  (cd),  (a,6,)  ss  [ab).  Hierdurch  wird  die  Be- 
dingungsgleichung dafür,  dass  sich  die  drei  Ebenen  in  Parallellinien  schneiden : 

a,(b,c,)  +  6,(c,a,)  +  c,(a,6,)  «  0, 

also  Termöge  der  ersten  Gleichung  in  2): 

[a,b,c,)  =  0, 

wenn  man  die  aus  (abc)  gleicherweise  hervorgehende  Function  durch  (a,6,c,) 
ausdrückt.  Man  würde  dies  Resultat  unmittelbar  gefunden  haben,  hätte  man, 
ohne  vorher  den  Durchschnittspunct  zu  suchen,  die  Summen  der  Coefficienten 
in  den  Ausdrücken  der  Ebenen  einzeln  gleich  0  gesetzt. 

§.  56.  Den  Beschluss  dieses  Capitels  soll  eine  Zusammen- 
stellung von  Ausdrücken  machen,  welche  geraden  Linien  und  Ebenen 
in  einigen  besonderen  Lagen  gegen  die  Fundamentalpyramide  zu- 
kommen. Von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  wird  man  sich 
leicht  überzeugen,  wenn  man  jeden  derselben  in  den  von  der  oder 
den  Veränderlichen  freien  Theil  und  den  oder  die  damit  behafteten 
Theile  zerlegt,  und  hierauf  diese,  bei  Geraden  zwei,  bei  Ebenen 
drei  Theile  einzeln  betrachtet.    Vergl.  §.  44. 

I)  Ausdruck  einer  Geraden,  welche 
1)    die    gegenüberstehenden    Fundamentallinien   AB    und    CD 
schneidet: 

azA  +  xB  +  cC'\-D\ 
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2)  die  Fundamentallinie  AB   schneidet   und   mit  CD  parallel 

läuft: 

azA  +  xB—C  +  JD; 

3)  durch  A  geht  und  mit  BCD  parallel  ist: 

zA'\'bB  —  (\  +b)C+D\ 
\)  AB  schneidet  und  mit  BCD  parallel  ist: 

azA  +  (i  +  z)B  —  (1  +  b)C+  D. 

n)  Ausdruck  einer  Ebene,  welche 

1)  durch  BC  gelegt  ist  und  mit  AD  parallel  läuft: 

A  +  zB-^yC—D, 

2)  durch  A  geht  und  mit  BCD  paraUel  ist: 

^  +  zÄ  +  yC— (x  +  y)Z>; 

3)  mit  AB  und  CD  parallel  ist: 

(a  +  z)^  — z5  +  yC+(l— y)Z>. 

Die  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  den  übrigen  Fundamental- 
linien sind: 

aA  +  C,  für  x  =  0,  y  =  1 ;      aB  +  C,  für  x  =  —  a,  y  =  1 ; 

aA  +  Z>,  für  a;  =  0,  y  =  0;      aB  +  2>,  für  z  =  —  a,  y  =  0. 

Hiemach  ist  der  Ausdruck  einer  Geraden,  welche  in  einer  mit 
AB  und  CD  parallelen  Ebene  liegt  und  zugleich  AC  und  BD 
schneidet: 

azA  +  aB-^xC-^  D. 


Fünftes  Capitel. 

Von  Ausdrucken  krummer  Linien  in  Ebenen. 


§.  57.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  eines  Punctes  in  einer  Ebene, 
pA^  qB  '\-rC^  die  Coefficienten  /?,  y,  r  beliebig  gegebene  Func- 
tionen einer  veränderlichen  Grösse  v  sind,  und  man  für  c  nach  und 
nach  alle  Werthe  substituirt,  bei  welchen  die  Exponenten  der  Ver- 
hältnisse p  i  q  '  r  reell  bleiben,  so  werden  die  Puncte  aller  der  so- 
mit erhaltenen  Ausdrücke  construirt,  eine  Linie  in  der  Ebene  bilden, 
die  im  Allgemeinen  krumm,  und  nur  dann  gerade  sein  wird,  wenn, 
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wie  im  vorigen  Capitel,  die  Functionen  von  linearer  Form  sind,  oder 
doch  durch  Umformung  darauf  gebracht  werden  können.  Heisse 
daher  der  Ausdruck  pA  +  qB  +  rC  mit  der  Veränderlichen  v  der 
Ausdruck  der  Linie. 

§.  58.  Wir  wollen  uns  gegenwärtig  auf  die  Curven  beschränken, 
in  deren  Ausdrücken  die  Coefficienten  rationale  Functionen  der 
Veränderlichen  sind.  Da  es  nun  bei  einem  Ausdrucke  nicht  auf  die 
absoluten  Werthe  seiner  Coefficienten,  sondern  bloss  auf  die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  derselben  ankommt,  so  können  wir,  sollten 
der  eine,  oder  zwei,  oder  alle  drei  Coefficienten  gebrochene  Functio- 
nen sein,  dieselben  durch  Multiplication  mit  dem  Generalnenner 
immer  in  ganze  Functionen  verwandeln.  Wir  setzen  daher  nicht 
weniger  allgemein  als  vorhin,  dass  die  Coefficienten  ganze  ratio- 
nale Functionen  der  Veränderlichen  sein  sollen. 

§.  59.  Die  einfachsten  Curven  sind  hiemach  diejenigen,  in 
deren  Ausdrücken  nächst  der  ersten  noch  die  zweite  Potenz  von  v 
vorkommt,  und  die  wir,  der  sonst  gewöhnlichen  Terminologie  ge- 
nuLss,  Linien  der  zweiten  Ordnung  nennen  wollen.  Ihr  allge- 
meiner Ausdruck  wird  sein: 

I)    (a  +  a'v  +  d'v')A  +  (4  +  Vv  -f-  iV)Ä  +  (c  -f-  cv  +  c"ü)  (7, 

vorausgesetzt,  dass  die  drei  Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen 
linearen  Factor  haben,  oder  durch  Einfuhrung  einer  anderen  Ver- 
änderlichen auf  lineare  Form  gebracht  werden  können*). 

Mit  Ausnahme  dieser  beiden  Fälle  giebt  die  Construction  des 
Ausdrucks  immer  eine  krumme  Linie. 

§.  60.  Um  jetzt  diese  Curven  naher  zu  untersuchen,  wollen 
wir  zuerst  ihren  allgemeinen  Ausdruck  auf  einfachere  Formen  zu 
bringen  suchen. 

Dieses  kann  erstlich  durch  Einführung  einer  anderen  Veränder- 
lichen geschehen. 

Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich 
der  Coefficient,  bei  welchem  die  Vereinfachung  beginnen  soll,  in 
Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht. 


*}  Das  entere  fftnde  z.  B.  statt,  wenn  a  =  6  ==  c  s  0.  Denn  alsdann  wäre 
r  ein  gemeinBchaftlicher  Factor,  und  nach  Division  mit  demselben  würden  die 
Coefficienten:  a''\'i3l*Vi  IZ+l/'v,  c'+cf'Vt  welche  nur  einer  Geraden  zukommen. 
Da«  letztere  würde  unter  anderen  der  Fall  sein  fttr  a'ss  6'«  c'=  0,  wo,  t?*=  tr 
gesetzt,  der  Ausdruck  sich  gleichfalls  in  den  für  eine  Gerade  verwandeln  würde. 
MöbiQS  Werk«  I.  6 
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Sei  daher  für  den  ersten  Fall  der  Coef&eient  von  Ai 

a'\'at'\-  a"c*=  a(a  +  c)(a'+  r). 

Man  setze 

a'+  ü  =  1(7, 
so  wird  er: 

a"[(a  — a')tC7  +  tr«], 

und  wenn  man  mit  a'tr*  dividirt,   und  —  =  z  setzt: 

tr 

l+(a  — a>. 
Man  nehme  jetzt 

1  '\'{a  —  a')z  =  y 

zur  neuen  Veränderlichen,  und  man  sieht  bald,  dass  die  Coef&eienten 
von  B  und  C,  nachdem  darin  die  Veränderlichen  tr,  x,  y,  auf  die 
angezeigte  Weise  von  v  und  von  einander  abhängig,  der  Reihe  nach 
eingeführt  worden,  zuletzt  als  trinomische  Functionen  von  y  hervor- 
gehen, und  folglich  nur  sechs  unbestimmte  Constanten  im  Ausdrucke 
noch  übrig  sein  werden.  Man  dividire  nun  den  Ausdruck  durch 
eine  der  beiden  von  y  freien  Constanten,  z.  B.  durch  diejenige, 
welche  in  dem  Coef&eienten  von  B  vorkommt,  und  nehme,  y  durch 
diese  Constante  dividirt  gleich  z,  zur  neuen  Veränderlichen,  so  re- 
ducirt  sich  der  Ausdruck  auf  nachstehende  Form: 

n)    zA  +  (\+  ß'z  +  lf'z^)B  +{y  +  yz  +  A*)  C\ 

wo  nur  noch  fünf  unbestimmte  Constanten  vorhanden  sind. 

Sei  zweitens  der  Coefficient  von  A  nicht   in  Factoren  zerlegbar, 
so  dass  man 

(z  +  a'r  +  aV  =  a\a'-\'  (« -f-  r)«]  =  a  V(l  +  ir*) 

setzen  kann,  wo 

xc  =  

a 

eine  neue  Veränderliche  ist.  Führt  man  dieselbe  auch  in  den  beiden 
anderen  Coefficienten  ein,  und  dividirt  sodann  den  Ausdruck  durch 
a"a*,  so  erhält  er  die  Form: 

(1  +  w')A  +  {ff  +  g'w  +  g"tc^)B  +  (Ä  +  h'w  +  ä'V)  C. 

Um  jetzt  noch  eine   der  hier  vorkommenden   sechs  Constanten 

wegzuschaffen,  setze  man 

1  — dx 

d  '\-x 

wo  X  die  neue  Veränderliche,  und  d  eine  noch  zu  bestimmende  Con- 
stante ist.     Da  nun  immer 

(\^dxY  +  (d  +  xY=  (1  +d^)[\+x^), 
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so  wird  der  Ausdruck,  nachdem  man  in  ihm  diese  Substitution  vor- 
genommen, und  hierauf  mit 

1+d« 
multiplicirt  hat: 

ein  Ausdruck,  dessen  sechs  Constanten  aus  denen  des  vorigen  und 
aus  d  zusammengesetzt  sind.  Man  bestimme  nun  d  so,  dass  eine 
dieser  Constanten  einen  bestimmten  Werth  erhalte.  So  findet  sich 
z.  B.  nach  gehöriger  Entwickelung : 

.._ff'+M9-9ld-ff'd* 
^  1+rf« 

Man  kann  daher  rf  immer  so  annehmen,  dass  ß'=  0  wird.  Hier- 
durch reducirt  sich  der  letztere  Ausdruck  auf: 

m)     (1  +  x*)A  +  {ß  +  ß"x^)B  +  (y  -f  yx  +  yV)  C, 

wo  ebenfalls  nur  fünf  unbestimmte  Constanten  noch  übrig  sind. 

§•61.  Geringer  lässt  sich  auf  diesem  Wege  die  Anzahl  der 
Constanten  nicht  machen.  Wohl  aber  kann  man,  mit  Verzicht- 
leistung  auf  die  Allgemeinheit  der  Lage  der  Curve  gegen  das  Funda- 
mentaldreieck, noch  einfachere  Ausdrücke  durch  Annahme  anderer 
Fundamen talpuncte  erhalten;  —  eben  so,  als  wie  der  Ausdruck  für 
eine  gerade  Linie  am  einfachsten  dadurch  wird,  dass  man  irgend 
swei  in  der  Geraden  selbst  liegende  Puncte  zu  Fundamentalpuncten 
wählt.  —  Li  der  That  nehme  man  statt  Aj  B,  C  drei  andere  Funda- 
mentalpuncte  -4,,  B,,  C,,   die  von  den  ersteren  dergestalt  abhängen, 

dass: 

a,A,  =  aA  +  bB  +  cC, 

b,B,  =  aA  +  b'B  +  c'C, 

c,  C,  =  d'A  +  U'B  +  c"C, 

so  geht  der  Ausdruck  I)  über  in  folgenden: 

IV)  a,A,+  b,vB,-\-c,v^C,, 

oder  noch  einfacher,  wenn  man  ihn  mit  j\  multiplicirt,  und  hierauf 

-—V  =  w  und    ,  -=  a 
0,  ör 

setst: 

V)  aA,+  tvB,+  w^C,, 

Aber  selbst  noch  diese  einzige  C^nstante  a  lässt  sich  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  und  anders  gewählte  Funda- 
mentalpuncte  entfernen.     Man  setze  in  dieser  Absicht  w  =  m  +  nx, 

6* 
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wo  X  die  neue  Veränderliche,   und  m,  n  zwei  noch  zu  bestimmende 
Constanten  sind,  so  wird  der  Ausdruck: 

a^,+  (m  +  nr)Ä,+  (1»«+  %mnx  +  n^x^)  C„ 
oder 

(a  +  »» +  fn^)A^+  (n  +  imn)xB„+  »«z«  C,, 
wenn  man  für  A,^  B,  zwei  andere  Fundamentalpuncte  A„j  B„  nimmtp 
so  dass 

aA,+  fnB,+  m*C,  ^  A„  und  nB,+  2mnC,  ^  B„, 

Man  bestimme  jetzt  m  und  n  so,  dass 

a  +  m  +  ^*  =  '*  +  2m»  =  «•. 
Alsdann  lässt  sich   der  letztere  Ausdruck  hiermit  dividiren  und  ge- 
winnt die  möglichst  einfache  Gestalt: 

A„+xB„+x^C,. 
Es  findet  sich  aber  aus  jenen  Gleichungen 


„=±i/i^,„=_i±i]/i 


Soll  demnach  diese  Umbildung  des  Ausdrucks  möglich  sein,  so  wird 
erfordert,  dass  cf>-J. 

Ist  dagegen  a<^\,  so  setze  man: 

—  a  —  m  —  m*  =  n  +  2mn  =  n*. 

Alsdann  wird 

—  4a 

und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf: 

—  A,,+  xB,,+  x^a. 

Wenn  aber  endlich  a  =  |,  so  ist  keine  von  beiden  Umfor- 
mungen anwendbar,  indem  dann  n*  und  folglich  auch  die  beiden 
anderen  Coefficienten 

a+m  +  *w*  ^iid  n+2mn 
null  werden. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Linien 
der  zweiten  Ordnung  immer  auf  eine  dieser  drei  Formen  gebracht 
werden  kann: 

VI)  A  +  xB  +  x^Cy 

Vn)  —A  +  xB  +  x^C, 

Vm)  ^A  +  xB  +  x^C, 

je  nachdem  nämlich  in  V)  a>,   <,   =1,   folglich  in  IV)  4a,c,  >, 
<C  ==  Ä,*;  d.  h.  nachdem  die  zwei  Factoren  der  Coefficientensumme 
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in  rV)  {a,+  b,v  +  c,v*),  folglich  auch  der  Coef&cientensumme  in  I) 
(weil  beide  Ausdrücke  einerlei  Summe  haben)  entweder  unmöglich, 
oder  möglich  und  ungleich,  oder  möglich  und  gleich  sind. 

§.  62.  Diesen  drei  verschiedenen  Fällen,  welche  bei  der  Coeffi- 
cientensumme  im  Ausdrucke  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
stattfinden  können,  entsprechen  nun  eben  so  viel  wesentlich  ver- 
schiedene Formen  dieser  Curven. 

1)  Da  im  Ausdrucke  VI)  die  Coefficientensumme  keine  mög- 
lichen Factoren  hat,  mithin  für  keinen  möglichen  Werth  von  z 
gleich  0  werden  kann,  so  kann  auch  die  zugehörige  Curve  keinen 
unendlich  entfernten  Punct  haben,  sondern  muss  auf  einen  end- 
lichen Raum  beschränkt  sein. 

Um  die  Qestalt  dieser  Curve  und  ihre  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck 
noeh  genauer  kennen  zu  lernen»  denke  man  sich  x  von  — oo  durch  0  bis 
+  oo  stetig  fortschreitend,  nenne  P  den  die  Curve  beschreibenden  Punct  und 
Pt  9t  ^ff  ^6  in  §.32,  die  Coefficienten  der  Fundamentalpuncte ;  und  es  er- 
hellet Folgendes: 

Für  X  sa  —  oo  verschwinden  p  und  q 
gegen  r,  und  P  fSSUt  mit  C  zusammen.  In- 
dem hierauf  x,  als  negative  Grösse,  von 
—  oo  bis  0  abnimmt,  sind  p  und  r  positiv, 
q  negativ,  und  absolut  p  +  r> q,  P  tritt 
folglich  von  C  in  das  Feld  Cji  und  geht 
darin  fort  bis  A,  wo  mit  x  zugleich  r  und 
q  verschwinden.  Wird  sodann  x  positiv, 
und  nimmt  zu  bis  +  OO,  so  sind  p,  q,  r 
inmier  positiv,  und  P  geht  in  dem  Felde 
ABC  von  A  bis  C  zurück.  —  Zugleich  ist 
klar,  dass,  da  P  beim  Durchgange  durch 
A  und  C  auf  einerlei  Seite  der  Funda- 
mentaUinien  AB  sowohl  als  ^C  bleibt,  die 
Curve  diese  Linien  in  A  und  C  berühren 
wird.     Siehe  Fig.  7.  ^^'  '• 

2)  Im  Ausdrucke  Yü)  ist  die  Coefficientensumme  in  zwei  mög- 
liche Factoren  zerlegbar,  nämlich 

—  \'\-z  +  x*=  (x  +  k)[x  —  l), 

wo  k=z  \{Vb  +  l),  l  =  ^[Vb  —  1).  Sie  wird  daher,  indem  z  von 
—  oo  zu  -f-  oo  fortgeht,  zu  zweien  Malen  gleich  0,  für  z  =  —  k  und 
gleich  /.      Die  Curve  selbst  hat    folglich  zwei  unendlich  entfernte 

Puncte: 

—  A  —  kB  +  k*C  und  —A  +  lB  +  l^C; 

d.  h.  sie  erstreckt  sich  nach  zwei,  durch  diese  Ausdrücke  bestimmten 
Richtungen  in  das  Unendliche. 
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§.63. 


Fig.  8. 


Um  auch  hier  den  Gang  der  Curve  näher  su  erforschen,  so  bemerke  man 
lUTor,  dass  die  Coefficientensumme  positiv  ist  von  «  =  —  oo  bis  — A,  wo 
daher  r  >  j>  +  j,   und  von  /  bis  oo,  wo  g  +  r  >/>;   negativ  von  x  =s  —  k 

bis  0,  wo  p  4-  «y  >  r,  und  von  0  bis  /,  wo 
p'^q  +  r.  —  Ich  brauche  wohl  kaum  su 
erinnern,  dass  diese  Formebi  swischen 
p,  qf  r  ia  demselben  absoluten  Sinne,  wie 
die  Formeln  IE)  und  IQ  in  §.  32  su  nehmen 
sind.  — 

Von  «  =  —  oo   bis  —  k   geht   dem- 
nach der  Punct  P  von  C  durch  C  in  das 
Unendliche  fort    —   Er  erscheint  hierauf 
wieder  nach  entgegengesetiter  Richtung  in 
ABf  wo  er,  von  x  s=s  — k  bis  0,   bis  A 
sich  bewegt  —  Von  x  =  0  bis  /  tritt  er 
von  ^  in  ^,  berührt  dabei  AB,  und  ver- 
liert sich  in  A  lum  zweiten  Male  in  dem 
Unendlichen.  —  Aus  diesem  kehrt  er  zu- 
rück im  Felde  BC,  iind  gelangt  darin,  von  «  «=  /  bis  oo,  bis  sum  Puncte  C, 
von  welchem  er  ausgegangen  war,   und  wo  er  zugleich  die  Fundamentallinie 
B  C  berührt  —  Siehe  Fig.  8. 

Im  Ausdrucke  Vlll)  ist  die  Summe  der  Coefficienten  ==  (^  -}-  x)*, 
und  wird  daher  nur  einmal  gleich  0,  für  x  =  —  ^.  Die  zugehörige 
Curve  wird  sich  mithin  bloss  nach  der  einen,   durch  den  Ausdruck 

\A—\B  +  \C=A  —  2B+C 

bestimmten  Richtung  in  das  Unendliche  erstrecken. 

In  der  That  geht  sie,  von  x  ss  —  oo 
bis  — 1,  von  C  durch  C-4  in  das  Un- 
endliche, kehrt  aber,  von  jr  =  —  1  bis  0, 
in  demselben  Felde  wieder  zurück,  geht, 
AB  berührend,  durch  A  in  ABC  und 
darin,  von  jr  =  0  bis  oo,  bis  C,  BC  be- 
rührend, zurück.  —  Siehe  Fig.  9. 

§.63.  Es  springt  in  die  Augen, 
dass  die  drei  jetzt  betrachteten  Cur- 
ven  keine  anderen,  als  die  Ellipse, 
Hyperbel  und  Parabel  sind,  dass  folg- 
lich der  Ausdruck  I)  immer  einem  Kegelschnitte  oder  einer  Linie 
der  zweiten  Ordnung,  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  angehört. 
Der  strenge  Beweis  dafür  wird  weiter  unten  (§.  130,  1)  folgen. 
Gegenwärtig  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Lage 
dieser  Curven  gegen  das  Fundamentaldreieck. 

1)  Jeder  Coefficient  im  Ausdrucke  für  eine  solche  Cur\e  ist  im 
AUgemeinen  ein  Trinomium,   und  lässt  sich  daher  entweder  in  zAvei 


Fig.  9. 
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mögliche  Factoren  zerlegen,  oder  nicht.  Sei  nun  z.  B.  der  Coeffi- 
eient  von  A 

a  +  a'f)-^  ö^V  =  a"(o  —  a)(v  —  a ), 

also  zerlegbar,  wenn  a  und  a  mögliche  Grössen  bedeuten:  so  wird 
£ur  V  =  a  sowohl,  als  für  v  =  a!  der  Coefficient  von  A  gleich  0, 
und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf  die  beiden  anderen  Funda- 
mentalpuncte  B  und  C,  also  auf  Ausdrücke  von  Puncten  in  der 
Fundamentallinie  B  C,  d.  h.  die  Curve  wird  für  v  =  a  und  v  ^=  a' 
diese  Fundamentallinie  schneiden.  Ist  dagegen  der  Coefficient  von 
A  nicht  zerlegbar,  so  reducirt  sich  der  Ausdruck  für  keinen  Werth 
von  V  auf  B  und  C  allein,  und  die  Curve  schneidet  BC  nicht.  — 
Wenden  wir  das  Gesagte  eben  so  auf  die  Coefficienten  von  B  und 
C  an,  so  folgt,  dass  jede  der  drei  Fundamentallinien  von  der  Curve 
entweder  in  zwei  Puncten  oder  in  keinem  geschnitten  wird. 

2)  Sind  die  zwei  Factoren  eines  Coefficienten  nicht  nur  mög- 
lich, sondern  auch  gleich,  so  fallen  die  zwei  Schneidungspuncte  in 
einen  zusammen,  d.  h.  die  Curve  berührt  die  Fundamentallinie, 
welche  durch  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  geht.  Wenn 
also  z.  B.  der  Coefficient  von  A  =  ä'(v  —  «)*  ist,  so  wird,  für  t?  =  a, 
BC  eine  Tangente  der  Curve  sein. 

3)  Sind  die  Coefficienten  zweier  Fundamentalpuncte  in  mögliche 
Factoren  auflösbar,  und  haben  sie  dabei  einen  Factor  gemeinschaft- 
lich, so  werden  durch  Nullsetzung  dieses  Factors  beide  Coefficienten 
zugleich  gleich  0,  und  der  Ausdruck  reducirt  sich  allein  auf  den 
dritten  Fundamen talpunct,    so  dass  dieser  ein   Punct  der  Curve   ist. 

§.  64.  Aus  diesen  Sätzen  fliesst  leicht  die  allgemeine  Gültigkeit 
folgender  Ausdrücke  für  einige  besonders  merkwürdige  Verbindungen 
unserer  Curven  mit  dem  Fundamentaldreieck. 

1)  Eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Fundamentalpuncte  geht,  hat  den  Ausdruck: 

a(v  —  ß)(v  —  y)A  +  b{v  —  y){v  —  a)B  +  c(o  —  a)(ü  —  ß)  C. 

Durch  A  geht  die  Curve  für  v  ^=  a^  durch  B  für  r  =  /S?,  und  durch 
C  für  t?  =  y. 

2)  Der  Ausdruck  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  die 
drei  Fundamentalseiten  berührt,  ist: 

a{v  —  afA  +  b{v  —  ß)^B'\-c[x>  —  y)^C. 

Die  drei  Berührungspuncte  finden  sich,  indem  man  nach  und  nach 
V  =^  a^  ß,  y  setzt,  uad  sind  daher  mit  der  Seite  BC : 

b[a  —  ßYB  +  c(a-yYC, 
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mit  der  Seite  CA\ 

c(ß-YYC+a(ß-aYA, 
mit  der  Seite  AB: 

a{y  —  ayA  +  b{y  —  ß)^B. 

Man  wird  leicht  wahrnehmen,  dass  diese  drei  Puncte  zugleich 
diejenigen  sind,  in  denen  die  drei  Geraden  von  den  Spitzen  Aj  Bj  C 
nach  dem  Pancte 

iß-Y)'      ^  iY-^y      ^  i^-ß)' 

gezogen  die  gegenüberstehenden  Seiten  BC,  CA,  AB  treffen.    Man 
erhält  somit  den  bekannten  schönen  Satz: 

Wird  um  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung jsin  Dreieck  beschrieben^ 
80  schneiden  sich  die  drei  Geraden,  welche  die  Spitzen  des  Dreiecks 
mit  den  gegenüberliegenden  Berühnmgspuncten  verbinden,  in  einem 
Puncte, 

3)  Für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  die  zwei 
Fundamentalpuncte  A  und  C  geht  und  daselbst  die  Fundamental- 
seiten AB  und  CB  berührt,  ist  der  Ausdruck: 

a{v  —  a)«^  +  i(ü  —  a){v  —  y)B  +  c{v  —  y)*  0. 

Denn  für  t>  =  y  und  v  =  a  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  A 
und  Cj  so  dass  A  und  C  Puncte  der  Curve  sind.  In  diesen  berührt 
sie  aber  zugleich  die  Fundamentalseiten  AB  und  CBj  weil  die 
Coefficienten  von  C  und  A  Quadrate  sind. 

Jeder  dieser  drei  Ausdrücke  kann  durch  Einfuhrung  einer  an- 
deren Veränderlichen  auf  einfachere  Formen  gebracht  werden.  Die 
Vereinfachung  der  beiden  ersteren  wird  in  der  Folge  gezeigt  werden. 
Um  den  dritten  einfacher  darzustellen,  darf  man  ihn  nur  mit  {v — a)* 

V  —  y 
dividiren, zur  neuen  Veränderlichen  nehmen,   und  man  ge- 

wahrt  bald,  dass  er  sich  dadurch  auf  die  Form  IV)  reducirt. 

§.65.     Der  Ausdruck  IV)   bietet  uns  ein  sehr  leichtes  Mittel 
zur  Construction  dieser  Curven  dar. 
Man  setze 

aA  +  bvB  +  cv*C=P, 

wo  also  P  einen  beliebigen  Punct  der  Curve  vorsteUt.    Man  setze 

femer: 

bB+cC  =  gG  und  bB  +  cvG=xX 
aA  +  bB  =  hIl  aA+cvC=yY 

aA+bvB  =  zZ. 
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Aus  diesen  Gleichungeu  folgt: 

P=aA  +  vxX  =cv^C+zZ 

aA  +  xX=bB  +  yY=^hH'\-cf)C 

hvB  +  yY  =  cf>C+  zZ  =  aA  +  ffvG, 

Mitliin  ist  X  (Fig.  10)  der  Durchschnitt  von  BC  mit  AP,  Z  von 
AB  mit  CP;  die  drei  Geraden  AX^  BYj  CH  schneiden  sich  in 
einem  Puncte 

^  aA  +  a:  X  =  etc., 

welcher  R  heisse;  und  eben  so  AG^  BYy  CZ  in  einem  Puncte 

^  bvB  +  yY=  etc., 

welcher   Q  heisse,  d.  i.  der  Durchschnitt  von  AX  und   CH^  und 
der  Durchschnitt  von  A  O  und  CZ  liegen  mit  B  in  einer  Geraden.  — 
Hieraus     ergiebt     sich     folgende     Con- 
struction: 

Man  bestimme  in  BC  und  AB  die 
Puncte 

G  =  bB  +  cC  und  H=aA  +  bB, 

und  ziehe  die  Geraden  AG  und  CH, 
Man  lege  hierauf  durch  C  nach  belie- 
biger Richtung  eine  Gerade  CZ,  welche 
^Cr  in  Q  schneide,  ziehe  BQ,  welche 
CH  in  R  schneide,  und  ziehe  ARj 
welche  CZ  in  P  schneide;   so  ist  P  ein 

Punct  der  Curve.    Dies  lässt  sich  auch  folgenderweise,  als  Theorem, 
darstellen. 

Wenn  um  drei  feste  Puncte  A,  B,  C,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen^  sich  drei  Gerade  AX,  BY,  CZ  bewegen^  dergestalt^  dass  der 
Durchschnitt  R  der  ersten  mit  der  zweiten  eine  durch  den  dritten  Punct 
gehende  Gerade  CHy  und  der  Durchschnitt  Q  der  zu>eiten  mit  der 
dritten  eine  durch  den  ersten  Punct  gehende  Gerade  AG  beschreibt^ 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  P  der  ersten  mit  der  dritten  einen 
Kegelschnitt  j  welcher  durch  den  ersten  und  dritten  Punct  gehty  und 
daselbst  die  von  diesen  Puncten  nach  dem  zweiten  Puncte  gezogenen 
Geraden  AB  und  BC  berührt  (§.  64,  3).  ' 

Anmerkung.  Der  Durchschnitt  P  bewegt  sich  auch  dann  noch  in  einem 
Kegelschnitte,  wenn  die  von  den  Durchschnitten  R  und  Q  beschriebenen  Ge- 
raden nicht  durch  C  und  A  gehen ,  sondern  irgend  eine  andere  Lage  haben. 
Unter  dieser  allgemeineren  Form  haben  den  Satz  die  Geometer  Maol aurin 
und  Braikenridge,  wie  es  scheint,  jeder  für  sich,  entdeckt.  In  des  letz- 
teren Exereiiatio  geometr,  dt  deseriptione  linear,  curv.  ist  er  die  I^op,  I. 
Robert  Simson  berichtet  in  der  Vorrede  lu  seinen  Sect,  ean,,  diesen  Satz 
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Torl&ngst  von  Macl aurin  mitgetheilt  erhalten  xu  haben,  und  drückt  ihn  in 
der  Sprache  der  älteren  Geometrie  so  aus :  Si  a  tribus  pundi»  datis,  quae  tum 
sutU  in  reeta  linear  dueantur  tres  reetae  linecie,  et  ipsarum  intertectiones  duae 
tangant  reetas  posiiione  datas;  fanget  reliqua  intersedio  seetionem  e&nieam 
posüione  daiani. 


§.  66.  Wie  Linien  in  Ebenen  nach  den  ihnen  zugehörigen 
Ausdrücken  in  Ordnungen  eingetheilt  werden  können,  geht  schon 
aus  der  zu  Anfange  dieses  Capitels  gegebenen  Erklärung  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  hinlänglich  hervor.  Angenommen,  dass 
jeder  der  drei  Coefficienten  eine  ganze  rationale  Function  der  Ver- 
änderlichen ist,  dass  die  Coefficienten  nicht  einen  ihnen  allen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben,  und  dass  die  höchste  im  Ausdrucke 
vorkommende  Potenz  der  Veränderlichen  durch  Einfuhrung  einer 
anderen  Veränderlichen  auf  keinen  niedrigeren  Grad  gebracht  werden 
kann:  so  werde  eine  Linie  der  nten  Ordnung  beigezählt,  wenn 
die  im  Ausdrucke  vorkommende  Veränderliche  bis  auf  den  nten 
Grad  steigt.  Hiernach  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine 
Gerade  in  §.  38  zugleich  der  allgemeine  für  die  Linien  der  ersten 
Ordnung.  Der  Ausdruck  I)  in  §.  59  war  der  allgemeine  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung.  Bei  den  Linien  der  dritten  Ordnung 
wird  die  allgemeine  Fonn  der  Coefficienten: 

a  +  av  +  ö'c«  -f  d"v^ 
sein,  u.  s.  w. 

§.  67.  Der  Vortheil,  welchen  die  gewöhnliche  Eintheilung  der 
Linien  in  Ordnungen,  nach  den  ihnen  zukommenden  Gleichungen 
zwischen  Abscissen  und  Ordinalen,  gewährt,  dass  nämlich  die  Ord- 
nung einer  Linie  von  den  Aenderuiigen  der  Axen  des  Coordinaten- 
systems  ganz  unabhängig  ist,  derselbe  Vortheil  findet  auch  hier  statt, 
indem  bei  jedweder  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  die  Ord- 
nung der  Linie  doch  immer  dieselbe  bleibt.  Denn  um  eine  Linie, 
welche  in  Beziehung  auf  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C  gegeben 
ist,  auf  beliebige  andere  Fundamentalpuncte  A,^  B,,  C,  bezogen  dar- 
zustellen, hat  man  nur  in  dem  Ausdrucke  der  Linie  für  A,  B,  C 
Ausdrücke  von  der  Form 

a,A,+  b,B,+  c,C, 

zu  substituiren ;  wo  a,,  b,,  c,  beständige  Grössen  sind.     Vergl.  §.  35. 

§.  68.  In  dem  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  wten  Ordnung 
lässt  sich  jeder  der  drei  Coefficienten,  z.  B.  der  Coefficient  von  (7, 
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in  höchstens  n  verschiedene  lineare  und  reelle  Factoren  auflösen, 
kann  also  fiir  höchstens  n  verschiedene  Werthe  der  Veränderlichen 
null  werden.  Fiir  diese  n  Werthe  der  Veränderlichen  reducirt  sich 
der  Ausdruck  auf  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  A  und  B 
allein,  d.  i.  auf  Puncte  der  Curve  in  der  Fundamentallinie  AB. 
Eine  Linie  der  nten  Ordnung  kann  mithin  keine  der  Fundamental- 
linien in  mehr  als  höchstens  n  Puncten  schneiden.  Da  nun  durch 
Veränderung  der  Fundamentalpuncte  jede  andere  in  der  Ebene  der 
Curve  liegende  Gerade  zu  einer  Fundamentallinie  gemacht  werden 
kann,  durch  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  aber  die  Ordnung 
der  Curve  nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dass  die  Zahl  der  Puncte, 
in  denen  eine  Curve  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  nicht 
grösser  sein  kann,  als  die  Zahl  der  Ordnung,  zu  welcher  die  Curve 
gehört. 

§.  69.  Die  Anzahl  der  Constanten,  welche  in  einem  Coeffi- 
cienten  des  allgemeinen  Ausdrucks  einer  Linie  von  der  Isten,  2ten, 
3ten,  . . .,  nten  Ordnung  vorkonmien,  ist  =2,  3,  4,  ...,  w+  l; 
und  daher  die  Anzahl  der  Constanten  in  allen  drei  Coefficienten 
=  6,  9,  12,  ...,  3w  +  3.  So  lange  man  diese  3w  +  3  Constanten  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie  der  nten  Ordnung  unbe- 
stimmt lässt,  bleibt  auch  die  Linie  hinsichtlich  ihrer  Gestalt,  Grösse 
und  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck  unbestimmt.  Ohne  aber 
diese  Unbestimmtheit  in  etwas  zu  mindern,  kann  man  immer  durch 
Einfuhrung  einer  neuen  Veränderlichen  die  Zahl  der  unbestimmten 
Cons tauten  um  4  geringer  machen.  —  So  >vurden  die  6  Cons tauten 
in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  gerade  Linie  (§.  38)  auf  2 
(§.  40),  und  die  9  Constanten  bei  den  Linien  der  zweiten  Ordnung 
(§.  59)  auf  5  herabgebracht  (§.  60).  —  Um  jetzt  die  Allgemeinheit 
dieses  Satzes  darzuthun,  substituirc  man  in  dem  allgemeinen  Aus- 
drucke von  der  nten  Ordnung 

=■ — 3!!J  für  «,  wo  a:  die  neue  Veränderliche,    und  ?,  ly,  i^  noch  zu 

bestimmende  Constanten  sind,  multiplicire  den  Ausdruck,  um  ihn  von 
den  Brüchen  zu  befreien,  mit  (x  +  r^)**,  und  ordne  hierauf  die  drei 
Coefficienten  nach  den  Potenzen  von  z.  Man  wird  somit  einen 
Ausdruck  von  derselben  Form  wie  vorhin  erhalten: 

(a  +  a'a:  +  ..  4-  a^^)x'')A  +  (/:?  +  ..+  ß(^)x'')B  +  (y  +  ..  +  y(^)x)C, 

in  welchem  die  3» +  3  Constanten  a,  «',  ..,  «W,  /?,..,  /!^(**),  y,  ..,  /'*^ 
bekannte  Functionen    der   3w  +  3    vorigen  a,  a,  ....,  c('*)  und    der 
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drei  neuen  Cy  rj,  &  sind.  Man  dividire  nun  den  solcheigestalt  um- 
geänderten Ausdruck  durch  eine  seiner  Constanten,  s.  B.  durch  a, 
so  kommt  an  die  Stelle  von  a  die  Einheit,  die  3n  +  2  übrigen  werden 
die  vorigen  durch  a  dividirt,  und  man  kann  jetzt  die  drei  von  der 
Gestalt  und  Lage  der  Curve  ganz  unabhängigen  Grössen  ^,  17,  ^  so 
bestimmen,  dass  eben  so  viel  der  in +  2  übrigen  Constanten  be- 
stimmte numerische  Werthe  erhalten,  folglich  nur  3n  —  1  unbe- 
stimmte  Constanten   noch   übrig   bleiben;   —   nicht   noch   weniger, 

de  "4—  17 
weil  in  der  für  die  Veränderliche  v  gemachten  Substitution  ' 

nicht  mehr  als  drei  willkürliche  Constanten  eine  Stelle  finden 
können. 

§.  70.  Hiermit  lässt  sich  zugleich  die  Frage  beantworten:  Wie- 
viel nach  Belieben  genommener  Puncte  gegeben  sein  müssen,  damit 
eine  durch  sie  beschriebene  Linie  der  nten  Ordnung  vollkommen 
bestimmt  sei.     SoU  nämlich  der  Punct 

/A+ffB  +  hC 
in  der  Linie 

{a  +  a'x  +  ,.)A  +  {ß  +  ß'x  +  ..)B  +  {Y-^yz  +  ..)C 

liegen,  so  hat  man  nach  §.  24,  a  die  zwei  Gleichungen: 

a  +  a'x  +  . . /?  +  ß'x  +  . . y  -^y'x  +  . , 

7  9       ""       Ä       ' 

aus  denen,  nach  Elimination  von  x,  die  dazu  nöthige  Relation 
zwischen  den  Constanten  im  Ausdrucke  der  Linie  und  den  Coeffi- 
cienten  im  Ausdrucke  des  Punctes  hervorgeht.  Eben  so  ergiebt  sich 
für  jeden  neuen  Punct,  durch  den  die  Linie  gehen  soU,  eine  neue 
Relation  dieser  Art.  Da  nun  im  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie 
der  nten  Ordnung  die  Anzahl  der  Constanten  immer  auf  in — 1 
gebracht  werden  kann,  zur  Bestimmung  von  in — 1  Grössen  aber 
eben  so  viel  Gleichungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich  sind, 
so  folgt,  dass  durch  in — 1  willkührlich  genommene  Puncte  im 
Allgemeinen  immer  eine  und  nicht  mehr  als  eine  Linie  der  nten 
Ordnung  beschrieben  werden  kann. 

Eine  Linie  der  ersten  Ordnung  ist  demnach  durch  2  Puncte, 
der  zweiten  durch  5,  der  dritten  durch  8,  der  vierten  durch  11, 
u.  s.  w.  voUkommen  bestimmt. 

Nur  also  bei  der  ersten  und  ZT\'eiten  Ordnung  stimmt  in  dieser 
Hinsicht  die  neue  Eintheilung  der  Linien  in  Ordnungen  mit  der 
bisher  bekannten  Eintheilung  überein.  Denn  bei  letzterer  ist  eine 
Linie    der   dritten   Ordnung    erst    durch    9  Puncte,    eine  Linie    der 
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▼ierten  Ordnung  erst  durch  14  Puncte,  und  überhaupt  eine  Linie 
der  Uten  Ordnung  durch  ^n{n  +  3)  Puncte  bestimmt,  also  durch 

iii{ii  +  3)  — (3n— l)  =  i(ii— l)(fi  — 2) 

Puncte  mehr,  als  bei  der  neuen  Eintheilung,  ein  Unterschied,  der 
nur  für  «  =  1  und  n  =  2  verschwindet.  Der  Grund  dieses  Unter- 
schieds liegt  darin,  dass,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  zwar 
jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung  eine 
Gleichung  von  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht,  aber  nicht 
umgekehrt  jede  Gleichung  von  einer  höheren  Ordnung,  als  der 
zweiten,  in  einen  Ausdruck  mit  rationalen  Coefficienten  umgewandelt 
werden  kann. 

§.71.  Die  Art  und  Weise,  nach  welcher  wir  (§.  61)  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  bloss  durch 
Einfuhrung  anderer  Fundamentalpuncte  auf  eine  sehr  einfache  Form 
zurückbrachten,  lässt  sich  auch  bei  Ausdrücken  für  Linien  höherer 
Ordnungen  anwenden,  nur  dass  dann  die  Zahl  der  festen  Puncte, 
auf  welche  der  bewegliche,  die  Curve  beschreibende  Punct  bezogen 
wird,  bei  jeder  höheren  Ordnung  um  eins  sich  vermehrt.  Verfährt 
man  nämlich,  wie  dort,  auch  bei  den  höheren  Potenzen  von  v  und 
setzt: 

a""^  -h  i""5  -I-  c""C  =  e,E,, 

u.  8.  w.,  SO  wird  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Linie  der  dritten 
Ordnung: 

o,-4, -|-  hfVBt  4-^»t?*(7, -|-rf,ü'Z>,; 

der  vierten  Ordnung: 

a,A,  +  h,vB,  +  et?«  C,  -I-  rf,t?»A  +  e,v^E,\ 
u.  s.  w. 

Diese  höchst  einfachen  Ausdrücke  sind  insbesondere  von  Nutzen, 
um  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens,  nach  welchem  in  §.  65  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  construirt  wurden,  Linien  jeder  höheren 
Ordnung  zu  beschreiben.  —  Seien  A^  Bj  Cy  Dy  E,  .,.  (Fig.  11)  die 
in  dem  zu  construirenden  Ausdrucke 

aA  +  bvB  +  cv*C+dv^D  +  ev^E+.,. 

enthaltenen  Puncte.  Man  ziehe  die  Geraden  AB,  BC,  CD,  DE,  ..., 
und  nehme  darin  die  Puncte: 

aA  +  bB,     bB  +  cC,     cC+dD,     dD  +  eE, 

U.   8.   W. 
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Sei  femer  S  ein  beliebiger  Pimct  der  Geraden  AB^  den  man 

setze,  so  lässt  sich  hieraus  nach  §.65  in  BC  der  Punct 

bestimmen.  —  Es  war  nämlich  in 
Fig.  10: 

H=aA-\'hB,  G  =  hB'\'cC 

und  aus  der  Geraden  CZ,  welche 
AB  in 

Z  =  aA-\-hvB 

traf,  wurde  durch  blosses  Ziehen 
gerader  Linien  die  Gerade  A  X  ge- 
funden, welche  der  -BC  im  Puncte 

X  =  bB  +  cvC 

begegnete.  —  Auf  eben  die  Art 
lässt  sich  nun  mittelst  dieses  Punctes,  welcher  in  Fig.  HC  heisst, 
und  mit  Hülfe  der  Puncte  bB  +  cC  und  cC+dD,  in  CD  der 
Punct 

D'=cC+dvD 

finden;  und  so  kann  man  weiter  zu  den  Puncten 

E'=  dD  +  evE,   F\  ... 
fortgehen. 

Hiemach  ist  nun: 

aA  +  bvB  +  CD^C  =(a  +  bv)  B'+  cv^C  =aA  +  v(b  +  cv)  C\ 

folglich  ^  dem  Durchschnitt  der  Geraden  B'C  und  AC'j   welcher 
C"  heisse; 

aA  +  bvB  +  cv^C+dv^'D 

=  (a  +  it?  +  ct^)C"+  dv^D  =  (a  +  bv)B'+  v^[c  +  dv)D', 

folglich  ^  dem  Durchschnitt  der  Geraden  0"D  und  B'D\    welcher 
D"  heisse.     Eben  so  erhält  man  femer 

aA  +  bvB  +  cv^C+dv^D  +  ev^E 

als  den  Durchschnitt  E"  der  Geraden  D"E  und  C"E'\ 

aA-{'bvB-\'..+fv^F 

als  den  Durchschnitt  F"  der  Geraden  E"F  und  lfF\  u.  s.  w. 

Nachdem  also  die  Puncte -4,  B^  C,  ...,  aA-^-hB^  bB-\-cC,  ... 
bestimmt,  und  somit  die  in  den  Ausdrücken  vorkommenden  Con- 
stanten construirt  sind,  kann  man  für  alle  Puncte  B'  der  Geraden 
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aA  -{-bvBj   und  mithin  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  v  die 
entsprechenden  Puncte  C'\  />",  ...  in  den  Linien  höherer  Ordnungen 

a-4  +  .. +cü*(7,    a-4  + ... +rft?'Z>,  ... 

durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  finden. 


Sechstes  Capitel. 

Von  der  Berührung,  den  merkwürdigen  Puncten 
und  nnendlichen  Aesten  krnninier  Linien  in  Ebenen. 


§.72.  Alle  in  diesem  Capitel  enthaltenen  Untersuchungen  haben 
die  Lösung  folgender  Aufgabe  zum  Zweck  : 

Für  einen  gegebenen  Punct  einer  gegebenen  Curve  eine  an- 
dere einfachere  Curve  oder  gerade  Linie  zu  finden,  welche  der 
ersteren  bei  dem  gegebenen  Puncte  so  nahe  als  möglich  kommt, 
um  somit  aus  der  Beschaffenheit  der  einfacheren  Curve  an  jener 
Stelle  und  ihrer  Lage  gegen  die  gegebene  Curve,  die  Beschaffen- 
heit der  gegehenen  daselbst  kennen  zu  lernen. 

Je  wichtiger  diese  Untersuchungen  in  der  Theorie  der  Curven 
sind,  um  so  weniger  dürfte  es  überflüssig  sein,  zu  zeigen,  >vie  auch 
hierbei  der  neue  Calcul  in  Anwendung  gebracht  werden  kann. 

§.  73.     Sei  demnach 

pA  +  qB  +  rC 

der  gegebene  Ausdruck  einer  Linie  in  einer  Ebene,  also  p,  q^  r  ge- 
gebene Functionen  einer  Veränderlichen  t?.  Für  denjenigen  Punct 
der  Linie,  bei  welchem  ihr  Gang  untersucht  werden  soll,  habe  t? 
den  bestimmten  Werth  v\  Demzufolge  substituire  man  für  t?,  v-\-  ir, 
80  dass  X  die  Veränderliche  abgiebt,  und  es  wird: 

,^  d/     ^    dV     i  ^ 
^=^+d.'^+2d7^^+- 

^  =  *+dü'^+2d7^^  +•  • 
__    .  ,    dr'  dV     , 
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wo  p\  q\  /  dieselben  Functionen  von  v'  beaeeichnen,  welche  p,  q,  r 
▼on  V  sind. 

Nachdem  man  nun  für  pj  q,  r  diese  Beihen  in  dem  Ausdrucke 
substituirt  hat,  ordne  man  ihn  nach  den  Potenzen  von  x,  und  setze 
sodann: 

p'A  +  q'B  +  f'C=afL 

av  av  av 

d*ö'    .        dV   ^        dV  _ 

u.  s.  w.,  wo  also 

f  ,     /  ,     #     t       da  d*a 

a^p  +  q'+r,    b  =  ^,    c=2d75,  ... 

Hierdurch  erhält  der  Ausdruck  die  Form  einer  Reihe: 

(N)  aä  +  ixSÖ  +  Ca:*  (5  +  ba:»D  + . . ., 

welche  aus  n  + 1  Gliedern  bestehen  wird,  wenn  die  Linie  zur  nten 
Ordnung  gehört. 

Das  erste  Glied,  aS  ^  S,  ist  nichts  anderes,  als  der  in  Betrach* 
tung  genommene  Punct  der  Curve  selbst,  indem  für  diesen  v  ssz  v' 
und  mithin  x  =  0  ist.  Je  kleiner  man  x  nimmt,  desto  näher  wird 
folglich  der  durch  die  Reihe  ausgedrückte  Punct  dem  Puncte  31 
liegen.  Desto  geringer  wird  aber  zugleich  der  Einfluss  der  mit 
höheren  Potenzen  von  x  behafteten  Glieder  auf  die  Bestimmung 
eines  solchen  Punctes  sein,  so  dass  mit  Weglassung  dieser  Glieder 
man  Ausdrücke  für  andere  einfachere  Linien  erhält,  welche  bei  31 
der  Curve  {N)  möglichst  nahe  kommen  werden. 

§.  74.  Man  bilde  hiernach  durch  Zusammennähme  der  zwei, 
drei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  der  Reihe  die  Ausdrücke: 

I)  a^  +  ixSd 

H)  aä  +  bar©  +  ca:*(5, 

m)  a«  +  b^®  +  ca:«(5  +  ba:»® , 

u.  8.  w.,  wo  die  vorgesetzten    Zahlen   zugleich    die  Ordnungen    der 
dadurch  ausgedrückten  Linien  bezeichnen. 

Seien  nun  für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  ar,  welcher  i 
heisse,  die  demselben  in  den  Linien  I),  11),  DI),  ...  entsprechenden 
Puncte  33',  S',  S)',  ...  (Fig.  12),  also: 

!D'=  aa  +  6«®  +  et*©  +  bt'!!),  u.  s.  w. 


§.  75. 
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folgt: 


6'=(a  +  bt)«'+ct«6, 
D'=  (a  +  bf  +  ct»)6'+  bf»©, 

u.  8.  w.,  oder  kürzer,  weil  es  immer  nur  auf  das  gegenseitige  Yer- 
haltniss  der  Coefßcienten  ankommt,  und  t  unendlich  klein  ist: 

Eben  so  findet  sich ,  wenn  für  v  =  — »  die  in  den  Linien  I) ,  11), 
DI),  ...   zugehörigen  Puncte  mit  ©,,  ß,,  D,,  ...  bezeichnet  werden: 

»,=  a2l  — bf®,  S,=  a«,+  Cf*S,  D,=  aS,— bt»D,  ... 

Wie  sich  durch  Auflösung  dieser  Formeln  in  Proportionen  ergiebt 
(§.  21),  liegen  folglich 


«  I 


1)  Sd'  und  Sd,  in  der  Geraden  %Sd  dem  ^  unendlich  nahe,  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  dieses  Punctes; 

2)  6'  und  S,  in  den  Geraden  33' ß  und  ©,(S  von  ©'  und  ©,  um 
ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  zu- 
gleich nach  ß  hin  oder  von  (E  abwärts,  also  immer  auf  einerlei  Seite 
der  Linie  ©,ä©'  oder  I); 

3)  !D'  und  ^,  in  den  Geraden  ß'D  und  (5,1),  von  6'  und  (5,  um 
ein  Uliendlichkleines  der  dritten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  der 
eine  Punct  nach  !D  hin,  der  andere  von  £)  abwärts,  also  beide  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Linie  (i,%(ü  oder  U);  u.  s.  w. 


§.  75.  Lehnsatz.  Wenn  von  drei  Puncten  Aj  M,  N  der 
Punct  M  von  A  um  ein  Unendlichkleines  der  ersten  Ordnung  und 
N  von  M  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  oder  dritten,  vierten 
etc.  Ordnung  absteht,  so  ist  auch  N  von  A  um  ein  Uncndlichkleines 
der  ersten  Ordnung  entfernt:  und  wenn  zugleich  die  Winkel  AMN 
und  ANM  von  endlicher  Grösse  sind,  so  lassen  sich  AM  und  AN 
als  die  Elemente  zweier  Curven  betrachten,   zwischen  denen  in  A 

Möbins  Werke  I.  7 
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eine  Berührung  von  der  ersten   oder  zweiten,  dritten  etc.  Ordnung 
stattfindet. 

Allgemeiner :  Bedeuten  m  und  n  zwei  positive  ganze  Zahlen,  und 
ist  AM  von  der  mten,  MN  von  der  {m  +  ii}ten  Ordnung,  so  ist  auch 
^JV  von  der  mten  Ordnung,  und,  unter  derselben  Voraussetzung, 
dass  AMN,  ANM  endliche  Winkel  sind,  ist  die  Berührung  der 
beiden  Curven,  welche  AM  und  AN  z\i  Elementen  haben,  —  der 

Analogie  nach  —  von  der  — ten  Ordnung. 

§.  76.  Mit  Hülfe  dieses  Satzes,  der,  wenn  auch  noch  nicht  so 
ausgedrückt,  doch  Jedem,  welcher  die  abgeküizte  Sprache  der  höheren 
Analysis  versteht,  sogleich  einleuchten  wird,  zeigt  sich  nun  Folgendes : 

1)  Die  Abstände  2(®',  «6',  «D',  ...,  «©„  36,,  «D,,  ...  sind 
von  der  ersten  Ordnung;  iö'S',  ®'D',  ....  3),6,,  ®,r,,  ...  von  der 
zweiten:  6'!?',  ...,  ß,^,.  ...  von  der  dritten;  u.  s.  w. 

2)  Da  zugleich  die  gegenseitigen  Neigungen  der  Geraden  3(9, 
S(E,  ^^ i  ...  als  endlich  zu  betrachten  sind,  so  berühren  sich  sämmt- 
liehe  Linien  I),  ü).  IQ),  ...,  (N)  in  %\  und  zwar  ist  die  Berührung 
der  Linie  I)  mit  jeder  der  übrigen  II),  Hl),  ...,  (X)  von  der  ersten 
Ordnung;  die  Berührung  der  Linie  11)  mit  DI),  ...,  (X)  von  der 
zweiten:  die  Berührung  der  Linie  DI)  mit  jeder  der  folgenden  von 
der  dritten  Ordnung:  u.  s«  w. 

3)  Bei  jeder  dieser  Linien  fallen  die  der  Berührung  unmittelbar 
vorangehenden  und  folgenden  Theile  auf  entgegengesetzte  Seiten 
jeder  Geraden,  welche  durch  3t  geht  und  gegen  %^  eine  endliche 
Neigung  hat,  oder.  —  wie  ^vir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  —  auf 
entgegengesetzte  Seiten  des  Punctes  3t. 

4)  Alle  Linien  D),  in<,  ...,  (X)  sind  in  der  Nähe  von  3(  auf 
einerlei  Seite  der  Linie  I;  enthalten.  Eben  so  hat  HI)  alle  folgenden 
Linien  auf  einerlei  Seite  von  sich  liegen:  und  so  fort  jede  Linie  von 
höherer  ungerader  Ordnung.  Dagegen  wird  jede  Linie  von  gerader 
Ordnung,  wie  H),  von  allen  folgenden  in  3t  durchgangen,  wobei 
aber  ebenfalls  diejenigen  Theile  der  folgenden  Linien,  welche  mit 
einander  auf  einerlei  Seite  von  3t  liegen,  auch  auf  einer  und  der- 
selben Seite  von  U)  befindlich  sind. 

§.77.  Von  jetzt  an  soll  uns  bloss  die  Linie  I)  oder  die  gerad- 
linige Tangente  noch  beschäftigen.    Sie  hat  den  Ausdruck:  a3t-H  fcj^33. 

Substituirt  man  darin  für  a3t  und  b^  aus  §.  73  ihre  Werthe, 
so  kommt: 
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als  allgemeiner  Ausdruck  der  geradlinigen  Tangente   an  die   Curve 

pA  +  qB  +  rC 
in  dem  Puncte,  für  welchen  v  =  r'  ist. 
Wenn 

dr''^dr'  "^dr'"""* 

also  b  =  0,  so  ist  ^  ein  unendlich  entfernter  Punct,  und  die  Tan- 
gente ist  eine  Linie  durch  ä,  parallel  mit  der  durch  S3  bestimmten 
Richtung,  also  construirbar,  obwohl  die  einzelnen  Puncte  derselben 
nicht  durch  den  Ausdruck  a%'{-ix^j  sondern  mit  Hülfe  des  auf 
A,  B,  C  zurückgebrachten  gefunden  werden  können.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Ausdrücken  berührender  Linien  höherer  Ordnungen. 
Ist  z.  B.  in  dem  Ausdrucke 

eine  der  Summen  der  DifFerentialquotienten ,  welche  i  und  c  vor- 
stellen,  gleich  0,  oder  sind  es  beide  Summen  zugleich^  und  folglich 
die  Puncte  99  und  6  unendlich  entfernt,  so  ist  demungeachtet  eine 
berührende  Linie  der  zweiten  Ordnung  vorhanden.  Allein  um  solche 
SU  construiren,  muss  man  den  Ausdruck  zuvor  auf  A,  Bj  C  be- 
ziehen. —  In  dem  Falle ,  wo  a  =  0  und  mithin  31  unendlich  ent- 
fernt ist,  geht  die  Tangente  in  eine  Asymptote  über,  wovon  später 
mit  Mehrerem  die  Rede  sein  wird.  — 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  von  den  drei  Differentialquotienten, 
welche  eine  der  Summen  b,  c,  ...  bilden,  jeder  einzeln  gleich  0  ist; 
z.  B. 

V  de  do 

Denn  alsdann  ist  das  zugehörige  Glied  ix^  als  gar  nicht  vorhan- 
handen  zu  betrachten.  Nur  das  erste  Glied  a%  kann  auf  diese  Weise 
nicht  wegfallen,  indem,  wenn  /?',  q\  r'  zugleich  gleich  0  sein  sollten, 
jeder  der  drei  Coefficienten  p^  q,  r  den  Factor  v  —  v'  enthalten 
müsste,  was  der  in  §.  66  gemachten  Annahme  entgegen  ist. 

§.  78.  Die  Berührung  einer  Curve  mit  einer  Geraden  ist  im 
Allgemeinen  von  der  ersten  Ordnung,  kann  aber  an  besonderen 
Stellen  der  ersteren  auch  von  einer  anderen  Ordnung  sein.  Der- 
gleichen Stellen,  oder  sogenannte  merkwürdige  Puncte,  kommen 
vor,  wenn  in  dem  Anfange  der  Reihe  {N)   ein  oder  etliche  Glieder, 
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a9(  immer  ausgenommen,  auf  die  eben  gedachte  Art  wegfallen,  so 
dass  das  wirklich  vorhandene  dritte  Glied  eine  höhere  Potenz  von  Zy 
als  die  zweite,  enthält,  mag  in  dem  Torhandenen  zweiten  Gliede, 
entweder  die  erste  Potenz  wie  gewöhnlich,  oder  ebenfalls  eine  höhere 
angetroffen  werden. 

Fehle  z.  B.  das  Glied  c:r*S,  sei  also  der  Anfang  der  Reihe: 

(.V)  a^  +  hx^  +  tx'Z  +  ... 

Mit  Anwendung  der  in  §.  74   gebrauchten  Bezeichnung  findet  sich: 

»,=  aa  — Bt»,    D,=  a«  — tt^D. 

Die  Puncte  X)',  D,  liegen  daher  von  den  Puncten  ©',  Sd,  der  Linie 
%Sb  oder  der  geradlinigen  Tangente   nur  um  ein  Unendlichkleines 

der  dritten  Ordnung  entfernt  und  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  dieser  Linie  (Fig.  13). 
Die  durch  die  drei  ersten  Glieder  von  {N) 
ausgedrückte  Curve  i7),9D'  durchgeht  also 
in  9(  die  Tangente,  hat  folglich  daselbst 
einen  Wendungspunct,  und  die  Benih- 
rung  ist  von  der  zweiten  Ordnung  (§.  75). 
Dasselbe  wird  aber  auch  von  der  Curve  {X) 
selbst  gelten,  als  welche  sich  bei  S  nur  um 
ein  Unendlichkleines  einer  noch  höheren 
Ordnung  von  X^,2U)'  entfernt. 

§.  79.    Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  das  Glied  ix  SO  wegfalle,  und 
mithin  der  Anfang  der  Reihe: 

(X)  a'ä  +  cx^d  +  tx^T:  -f... 

sei.     Alsdann  wird  fiir  ein  unendlich  kleines  x: 

Die  Puncte  6',  ß,  fallen  daher  in  einen  zusammen,  der  in  der  Ge- 
raden 216  von  21  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  ab- 
steht, und  von  welchem  die  Puncte  X',  1^,.  der  eine  nach  X'  hin. 
der  andere  von  X)  abwärts,  um  ein  Unendliclikleines  der  dritten 
Ordnung  entfernt  sind  (Fig.  14).  Hier  ist  also  2(6  die  Tangente  der 
Curve  !r,2(X'  und  mithin  auch  der  Curve  (^Y)  in  2t,  die  Berührung 
aber  von  der  Ordnung  \ ,  und  so  beschaffen,  dass  die  der  Berührung 
unmittelbar  vorangehenden  und  folgenden  Theilc  auf  einerlei  Seite 
des  Punctes  2(  und   auf  entgegengesetzten   der  Tangente  2t  CS   liegen. 
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Die  Curve  hat  folglich  eine  sogenannte  Spitze  oder  Rückkehr- 
punct  der  ersten  Art. 


§.  80.     Fehle  wiederum  das  Glied  ixSÖ  und  zugleich  noch  das 
Glied  b^r'iD,  beginne  also  die  Reihe  mit 
{N)      aä  +  ca;*6  +  ca:*e  +  ... 

Hier  geben  die  drei  ersten  Glieder, 
x^  =  y  gesetzt,  den  Ausdruck  für  eine  Linie 
der  zweiten  Ordnung,  welche  die  Gerade 
8S  im  Puncte  SC  berührt,  aber  von  81  nur 
nach  einer  Seite  zu  fortgeht,  weil  y  nicht 
negativ  werden  kann.  Aus  demselben  Grunde 
wujHle  auch  die  Curve  {N)  in  21  unterbrochen 
sein,  wenn  die  folgenden  Glieder  ihres  Aus- 
drucks nur  gerade  Potenzen  von  x  enthielten.  Sie  würde  dann  aber 
durch  die  Substitution  von  y  für  x*  auf  die  Ordnung  ^n  sich  redu- 
ciren  lassen,  was  dem  §.  66  entgegen  ist.  Sei  demnach  das  auf  tx*(i 
zunächst  folgende  Glied  mit  ungerader  Potenz,  far'g,  wirklich  vor- 
handen, so  wird,  wenn  man  in  dem  bisherigen  Sinne  auch  die 
Buchstaben  6  und  S  accentuirt: 


Fig.  14. 


S'=e,=  a3C4-ct*6, 
g'=ae'+ff«g. 


Es  sind  demnach  (Fig.  15)  2lß',  in  2lß,  von  der  zweiten  und 
6'e',  in  e'S,  von  der  vierten  Ordnung;  (g'g'  aber  und  g'g„  von  6' 
nach  entgegengesetzten  Seiten  in  (£'§  lie- 
gend, von  der  fünften  Ordnung;  woraus 
weiter  folgt,  dass  g'  und  g,  auf  einerlei 
Seite  von  äS,  und  von  S'  um  ein  Un- 
endlichkleines der  vierten  Ordnung  ent- 
fernt sind.  Die  dem  21  zunächst  voran- 
gehenden und  folgenden  Theile  der  Curve 
^,2[|$'  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite  so- 
wohl des  Punctes  21,  als  der  Geraden  21 S, 

welche  letztere  zugleich  die  Tangente  ist  und  mit  jedem  der  beiden 
Theile  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  bildet.  Es  hat  daher 
die  Curve  Sf2lS'>  ^^^^  folglich  auch  die  Curve  (N),  in  21  eine  Spitze 
der  zweiten  Art.  « 

Zwischen  den  beiden  Zweigen  21  g'  und  21  Sm  welche  sich  zu 
dieser  Spitze  vereinigen,  geht  die  Linie  der  zweiten  Ordnung  21  (S' 
hindurch,  und  die  Berührung  derselben  mit  jedem  der  beiden  Zweige 


Fig.  15. 
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und  folglich  auch  die  gegenseitige  Berührung  der  Zweige  ist  von 
der  Ordnung  f. 

§.81.     Seien  jetzt  allgemein  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe: 
{N)  a«  +  ix9®  +  ffo^^  + ..., 

wo  ffy  h  zwei  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  ff<Ch,so  erhellet 
auf  dieselbe  Weise,  nach  der  wir  bei  den  bisherigen  speciellen  Fällen 
zu  Werke  gingen,  Folgendes: 

1)  Die  Curve  (N)  wird  in  ä  von  der  Geraden  ä®  berührt. 

2)  Die  dem  %  zunächst  vorangehenden  und  folgenden  Theile 
der  Curve  liegen  auf  einerlei  Seite  dieses  Punctes  (wie  Fig.  14  und  15), 
oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  desselben  (wie  Fig.  12  und  13),  je 
nachdem  ff  gerade  oder  ungerade  ist.  Sie  liegen  femer  auf  einerlei 
Seite  der  Tangente  8®  (wie  Fig.  12  und  15),  oder  auf  entgegen- 
gesetzten (wie  Fig.  13  und  14),  nachdem  h  gerade  oder  ungerade  ist. 

3)  Die   Berührung   der    Curve    mit  ä®    ist   von   der   Ordnung 

A_,. 

§.  82.  Es  sind  aber  diese  Regeln  über  das  Vorhandensein  und 
die  Beschaffenheit  merkwürdiger  Puncte  nur  unter  der  bis  jetzt  still- 
schweigend gemachten  Voraussetzung  richtig,  dass  von  den  drei 
ersten,  wirklich  vorhandenen  Puncten  der  Reihe  keiner  mit  dem 
andern  identisch  ist,  und  dass  dieselben  nicht  in  einer  Geraden 
liegen.  Denn  ist  z.  B.  ®  mit  ä  identisch,  so  reducirt  sich  der  An- 
fang der  Reihe  auf: 

(a  +  iz9)%  +  ^^«)  =  a3l  +  ^:r^$, 

indem  man  es  gegenwärtig  nur  mit  unendlich  kleinen  Werthen  der 
Veränderlichen  zu  thun  hat,  für  solche  aber  ^x^  gegen  a  ver- 
schwindet. Oder  ist  §  mit  ®  identisch,  so  wird  aus  demselben 
Grunde  der  Anfang: 

a«  +  (9^^  +  ^^)®  =  aa  +  ix9®. 
Liegt  aber  §  mit  31  und  ®  in  einer  Geraden,  so  sei 

und  der  Anfang  der  Reihe  wird: 

(a  +  a'z*)2l  +  {QxS  +  g'a:^)® , 

der  sich  wie  vorhü;^  auf  a3[  +  fl^^®  reducirt.  In  jedem  dieser  Fälle 
fliessen  also  die  drei  ersten  Glieder  in  zwei  zusammen,  und  man  ist 
genöthigt,  in  der  Reihe  noch  weiter  fortzugehen,  und  von  den  nächst- 
folgenden Gliedern  dasjenige  als   drittes   zu  nehmen,    dessen   Punct 
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weder  mit  einem  der  beiden  ersten  Punete.  ^  und  (?  oder  ^.  zu- 
sammenfällt, noch  mit  denselben  in  einer  Geraden  liegt. 

Zugleich  irt  hieraus  ersichtlich,  wie  es  merkwürdige  Puncte 
auch  geben  kann,  ohne  dass  ein  oder  etliche  Glieder  im  Anfang  der 
Beihe  ausfiillen.  So  findet  der  Wendungspunct  in  §.  7S  auch  dann 
statt,  wenn  9(,  S9,  S  in  einer  Geraden  liegen:  die  Spitze  der  ersten 
Art  in  §.  79  auch  dann,  wenn  ä(  und  Sd  identisch  sind:  die  Spitze 
der  zweiten  Art  in  §.  80,  wenn  %  und  ®  identisch,  und  ä(.  £,  'T  in 
einer  Geraden  liegen*).     Denn  überhaupt  wird  man 

als  Anfang  der  Reihe  zu  nehmen  haben,  wenn  unter  den  auf  j( 
folgenden  Puncten,  &  der  erste,  mit  %  nicht  identische  ist,  und 
unter  den  auf  ®  folgenden^  ^  der  erste  ist,  der  weder  mit  ^  oder 
identisch  ist,  noch  mit  9(  und  &  in  einer  Geraden  liegt. 


§.  83.  Hiermit  glaube  ich,  die  Hauptumstände  bei  der  Be- 
rührung krummer  Linien  und  das  Vorzüglichste  von  der  Beschaffen- 
heit ihrer  merkwürdigen  Puncte  auseinandergesetzt  zu  haben.  Es 
sei  mir  aber  erlaubt,  dieselben  Gegenstände  noch  auf  eine  andere 
Weise  zu  behandeln,  die,  wenn  sie  auch  etwas  mehr  Zurüstung  er- 
fordert, doch  den  Vorzug  einer  grösseren  Anschaulichkeit  besitzt, 
und  insbesondere  über  die  Natur  der  merkwürdigen  Puncte  ein 
helleres  Licht  verbreitet.  Auch  wird  diese  andere  Darstellungsart, 
über  die  bisher  noch  nicht  erwähnten  Puncte,  in  denen  sich  zwei 
oder  mehrere  Aeste  der  Curve  schneiden,  und  welche  man  doppelte, 
dreifache,   etc.  Puncte  nennt,  Einiges  zu  sagen,   Gelegenheit  geben. 

Ich  gehe  hierbei  von  folgender  Erklärung  der  Berührung  aus. 


*]  Nimmt  man  aus  §.  73  die  Ausdrücke  der  Puncte  %  10,  (£,  ^,  auf  A,  B,  C 
belogen,  so  lassen  sich,  mit  Hülfe  der  §§.  43  und  24,  a,  diese  Bedingungen  folgender- 
weise durch  Gleichungen  darstellen. 

Die  Curve  pA  +  qB  +  rC  hat  für  r  »  ©'  einen  Wendungspunct,  wenn  fttr 
diesen  Werth  von  v 

d*/»(gdr — rdq)  H-  d!^q[rdp — pdr)  -f  d^ripdq  —  qdp]  =  ü; 

eine  Spitze  der  ersten  Art,  wenn 

qdr  s=  rdq  und  rdp  =  pdr, 
(folglich  auch  pdq^^  qdp)]  eine  Spitze  der  zweiten  Art,  wenn 

qdr  =  rdq,   rdp  =  pdr 
und 

d>/»(gd«r  — rd'jr)  -^  d^q{rd^p--pd^r)  +  ...  —  0. 
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§.84. 


Wenn  zwei  Linien  sich  in  zwei,  drei,  vier,  etc.  Functen  schnei- 
den, und  die  eine,  oder  beide  Linien  zugleich,  dergestalt  geändert 
werden,  dass  die  Schneidungspuncte  einander  immer  näher  rücken, 
80  sagt  man  im  Augenblicke  des  Zusammenfallens  derselben,  dass 
zwischen  den  Linien  eine  Berührung  von  der  ersten,  zweiten,  dritten, 
etc.  Ordnung  stattfinde. 

§.  84.  Werde  nun  statt  des  Ausdrucks  {N)  in  §.  73  zunächst 
folgender  in  Betracht  gezogen: 

{N*)    a%  +  ixSS  +  cx{z  —  i](i  +  tx{x  —  i){x  —  {)T) 

+  tx{x  —  t){x  —  t'){x  —  i")(&  +  .,., 

wo  t,  i'j  i"y  ...  endliche,  constante  Grössen  bedeuten,  die  man,   um 
etwas  Gewisses  zu  setzen,  positiv  und  t  <  {<C  t"<C  . . .  annehme. 

Heissen  femer  die  Puncte  der  Curve,   in  denen  die  Veränder- 
liche X  diesen  Grössen   der  Reihe  nach  gleich   wird,    resp.  31', 
«'",  ...  (Fig.  16),  so  dass  folgUch 

r  =  aä  +  bf"©  -h  c(f'—  t)e, 

r'=  a%  +  ifsö  +  cr(r—  os  +  br(r—  tW—  0©, 

U.   8.    W. 


Man  nehme  jetzt,  wie  in  §.  74,  von  dem  Ausdrucke  {N*)  nach 
und  nach  die  zwei,  drei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  zusammen  und 
bilde  die  Ausdrücke: 

I*)     aä  +  b^©, 

n*)  a«  +  ix^  +  cx{x — oe, 

m*)     a^  +  ixSÖ  +  cx{x  —  {)(^  +  tx{x  —  i)(x  —  t^)^, 

u.  s.  w.,  die  nach  den  beigesetzten  Zahlen  Linien  der  ersten,  zweiten, 
dritten,  etc.  Ordnung  angehören  werden. 

Nun  reducirt  sich  der  Ausdruck  I*)  für  x  =  0  und  gleich  «,  auf 
21  und  21';  der  Ausdruck  H*)  für  a:  =  0,  t  und  t\  auf  21,  21',  21";  der 
Ausdruck  m*)  für  a:  =  0,  i,  i\  T  auf  21,  21',  21",  21'";  u.  s.  w.  Es 
geht  folglich  die  Linie  I*)  durch  die  Puncte  21  und  21';  die  Linie 
n*)   durch  die  Puncte  21,   21',  21";    die  Linie  IH*)   nächstdem  noch 
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durch  den  Funct  31'".  Ueberhaupt  also  geht  die  Linie  der  kten 
Ordnung  durch  die  ersten  k  +  1  Puncte  der  Reihe  'Hy  Wy  ...^  und 
hat  dieselben  mit  allen  Linien  von  höherer  Ordnung  gemein. 

Es  können  aber  die  Grössen  t,  tj  i\  ...  immer  so  klein  ge- 
nommen werden,  dass  diese  Puncte  zunächst  die  einzigen  sind,  in 
denen  die  Linien  zusammen  kommen.  Auch  werden  sich  in  den- 
selben je  zwei  Linien  wirklich  schneiden,  nicht  bloss  berühren.  Wir 
wollen  dieses  durch  Vei^leichung  der  Linie  11*)  mit  irgend  einer 
der  anderen  von  höherer  Ordnung  erläutern. 

Heisse  der  die  Linie  von  höherer  Ordnung  beschreibende  Funct, 
P,  und  der  die  Linie  11*)  beschreibende,  Q,  so  ist: 

P  =  [Qi  +  hx  +  tx(x  —  i)]Q  +  x{x  —  %){z  —  f)[):i'lb  +  t(x  —  i')(&  + ..] 

ein  Ausdruck,  der  für  genugsam  kleine  Werthe  von  t,  t",  i\  . . . ,  und 
£iir  eben  so  kleine,  oder  nicht  viel  grössere  Werthe  von  ar,  mit  dem 
Ausdrucke 

P  ^  Q+/>D,  wo  />  =  'tx(x  —  i)[x  —  f)  :  a, 

beinahe  gleichgeltend  angenommen  werden  kann. 

Diesem  letzteren  Ausdrucke  zufolge  liegt  nun  P  mit  Q  in  einer 
um  X)  bewegliehen  Geraden,  und,  weil  p  immer  sehr  klein  ist,  dem 
Q  weit  näher  als  dem  !D,  bald  von  Q  nach  T)  zu,  bald  auf  der  an- 
deren Seite  von  Q,  nachdem  p  positiv  oder  negativ  ist;  für  /?  =  0 
fällt  P  mit  Q  zusammen.  Es  geht  aber  p  durch  Null  in  das  Ent- 
gegengesetzte über,  wenn  x  aus  dem  Negativen  durch  Null  in  das 
Positive,  und  fernerhin  im  Positiven  durch  i  und  {  fortgeht,  d.  i.  in 
den  Puncten  31,  31',  31",  und  sonst  nicht.  Mithin  werden  sich  die 
von  den  Puncten  P  und  Q  beschriebenen  Curven  zunächst  nur  in 
diesen  drei  Puncten  begegnen,   und  darin  sich  jedesmal  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  die  Grössen  t,  i\  i\  ...  bis  zum  Ver- 
schwinden abnehmend,  so  rücken  die  Durchschnittspuncte  31,  31', 
Ä",  ...  in  Einen  zusammen,  und  die  Ausdrücke  I*),  11*),  ...,  (iV*) 
gehen  über  in  I),  II),  . . . ,  (N)  (§.  74).  Nach  der  in  §.  83  gegebenen 
Erklärung  müssen  sich  daher  die  Linien  I),  11),  ...,  (N)  in  31  be- 
rühren, und  zwar  so,  dass  die  Berührung  der  ^ten  dieser  Linien  mit 
jeder  der  folgenden  von  der  ^*ten  Ordnung  ist. 

§.  85.  Aus  jener  Erklärung  kann  man  sehr  leicht  auch  die 
übrigen  bei  den  Berührungen  vorkommenden  Umstände  ableiten.  — 
Da  von  zwei  sich  in  mehreren  Puncten  schneidenden  Linien  die 
swei  Theile  der  einen  Linie,  welche  über  den  ersten  und  letzten 
Durchschnitt  hinaus  sich  erstrecken,  bei  einer  geraden  Anzahl  der 
Durchschnitte  auf  einerlei,  bei  einer  ungeraden   auf  verschiedenen 
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Seiten  der  anderen  Linie  liegen,  so  wird  auch  bei  dem  Berührungs- 
puncte  die  eine  Linie  ganz  auf  der  einen  Seite  der  anderen  ent- 
halten sein,  oder  sie  daselbst  durchgehen,  je  nachdem  die  Ordnung 
der  Berührung  ungerade  oder  gerade  ist. 

Nehmen  wir  femer  von  den  Linien  I*),  11*),  ...,  (iV*)  irgend 
drei  in  Betracht.  Sie  heissen  JT,  i,  3f,  seien  von  der  A;ten,  /ten, 
mten  Ordnung,  und  k  kleiner  als  /  und  als  m,  so  wird  die  Linie 
K  jede  der  Linien  L  und  M  in  den  ersten  A  +  1  Puncten  81 ,  8t', 
...,  81^^),  und  in  nicht  mehreren  schneiden.  Lägen  nun  L  und  M 
vor  dem  ersten  dieser  Durchschnitte  8(  auf  verschiedenen  Seiten  von 
JT,  so  würden  sie  auch  nach  demselben,  nach  jedem  anderen,  und 
folglich  auch  nach  dem  (A+  Ijsten  Durchschnitte  81^*^  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  K  befindlich  sein.  Da  sich  aber  L  und  3f,  als 
Linien  von  höheren  Ordnungen  als  der  A;ten,  in  mehr  als  den  A'-f-  ^ 
ersten  Puncten  schneiden,  so  würde  zu  diesem  Ende  eine  dieser 
Linien  noch  einmal  durch  K  gehen  müssen,  welches  nicht  sein  kann. 
L  und  M  müssen  daher  vor  dem  ersten  Durchschnitte  mit  K  sich 
auf  einerlei  Seite  von  K  befinden.  Denn  alsdann  werden  sie  auch 
nach  dem  (Ä+l)sten  Durchschnitte  auf  einerlei  Seite  von  K  (auf 
dieselbe  wie  vorher,  oder  auf  die  entgegengesetzte,  je  nachdem  k 
ungerade  oder  gerade  ist)  zu  liegen  kommen,  und  sich  nun  selbst  in 
noch  mehreren  Puncten  schneiden  können,  ohne  dass  eine  von  ihnen 
der  Linie  K  abermals  begegnet. 

Die  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  von  je  dreien  der  sich  in  ä 
berührenden  Linien,  die  Linie  der  niedrigsten  Ordnung  auf  beiden. 
Seiten  von  31  ausserhalb  der  beiden  anderen  Linien  liegt.  Vergl. 
§.  76,  4. 

§.  86.  Wenden  wir  jetzt  dieselbe  Darstellungsweise  auf  die  in 
§.  78  etc.  betrachteten  merkwürdigen  Puncte  an. 

Für  den  in  §.  78  gedachten  Fall,  wo  cS  =  0,  ist  der  Anfang 
der  Reihe: 

(iNT*)       aai  +  ba:«  +  fc:c(a:  — $)(x  — t')T)  +  ... 

Bezeichnet  man  wiederum  mit  21',  81",  ...  die  Puncte,  welche 
(iV*)  für  X  =  t,  r,  ...  giebt,  so  wird 

2l'=a8l  +  btS3, 
wie  vorhin,  und 

r=a8l  +  bt'©. 

Hier  hat  also  die  Curve  mit  der  Geraden  81©  drei  auf  einander 
folgende  Puncte  31,  81',  31"  gemein,  und  es  lässt  sich  wie  oben  (§.  84) 
zeigen,   dass  diese  Puncte  für  genugsam  kleine  Werthe  von  s,  t',  ... 


§.  86.  Oap.  6.    BerOhrung  u.  s.  w.  von  Linien  in  Ebenen.  107 

nmächst  die  einzigen  und  wirkliche  Durchschnitte  beider  Linien 
sind.     Die  Construction  davon  giebt  Fig.  17,  welche  für 

in  Fig.  13  übergeht.  — J^r^-^^jjy^  ^ 

Für   den   zweiten   Fall   (§.  79),    wo 
69  =  0,  ist  der  Anfang  der  Reihe: 

a«  +  ca:(a:  —  t)  e  +  \ix(x  —  %)[x  —  {)'^  +  .,. 

und  man  bekommt  für  a:  =  0 ,  t  und  i  die  Puncte : 

«,  2('=2i,  r=a3i  +  cr(t'— *)e, 

so  dass  hier  die  Curve  zu  zweien  Malen  durch  den  Punct  31  geht, 
und  dieser  mithin  ein  doppelter  Punct  der  Curve  ist.  Um  dabei 
ihren  Gang  näher  kennen  zu  lernen,  setze  man,  wie  in  §.  84: 

Oi%  +  tx(z  —  i)^=  Q, 
[a  +  cx(x  —  {)\Q  +  x[x  —  i)(x  —  {)[):i1b  +  ,.,]  =  P, 

Hiemach  ist  Q  ein  Punct  der  Geraden  91  (S,  und  hat  darin,  das 
Yerhältniss  c  :  a  positiv  angenommen,  folgende  Bewegung.  Von 
x  =  —  oo  bis  0  geht  er  von  (E  bis  ^;  rückt  alsdann,  von  a;  =  0 
bis  ^t,  auf  die  andere  Seite  von  31  bis  zu  dem  Puncte  aSl  —  li'cS; 
kehrt  hierauf,  von  ar  =  ^t  bis  t,  nach  %  zurück,  und  geht,  von  x  =^i 
bis  oo,  wieder  nach  g.  Nun  liegt  der  die  Curve  beschreibende  Punct 
P,  mit  Q  und  D  (oder  vielmehr  einem  anderen,  für  sehr  kleine 
Werthe  der  x,  t,  t',  ...  von  D  nur  wenig  entfernten  Puncte),  in  ge- 
rader Linie,  fällt  für  a:  =  0,  %  und  i'  mit  Q  zusammen,  und  durch- 
geht an  diesen  drei  Stellen  und  zunächst 
an  keinen  anderen  die  Gerade  3l(S,  so 
dass  folglich  die  Theile  der  Curve  vor 
dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durch- 
schnitte auf  verschiedenen  Seiten  von  3l(S, 
aber  auf  einerlei  Seite  von  31  liegen.  Die 
Construction  dieses  Ganges  zeigt  Fig.  18.  pig.  ig. 

Für  t  =  0  zieht  sich  die  Schleife  bei  31 

in  einen  Punct  zusammen,  und  wenn  auch  noch  t'=  0  wird,  so 
vereinigt  sich  dieser  Punct  mit  31",  und  aus  Fig.  18  wird  Fig.  14. 

Der  dritte  Fall  endlich  (§.  80),  wo  6©  =  0  und  b®  =  0,    und 
die  Reihe  mit  den  Gliedern  beginnt: 

(i%  +  zx(x  —  i)^  +  tx[x  —  i)(x  —  t)(x  —  i')^+.,,, 

unterscheidet  sich  von  dem  vorhergehenden  Falle  nur  dadurch,  dass 
die  Curve  von  der  Geraden  3t  ß  nach  31"  noch  in  dem  weiter  nach 
S  hin  liegenden  Puncte 

r'=a3i  +  cr(t'"— t)s 
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geschnitten  wird,  und  folglich  nach  allen  Durchschnitten  sich  wieder 
auf  die  Seite  von  äß  wendet,  auf  welcher  sie  vor  denselben  sich 
befand.     Vergl.  Fig.  19  und  Fig.  15. 

Zusatz.  Die  in  §.  83  aufgestellte  Regel,  aus  der  Anzahl  der 
anfänglichen  Durchschnittspuncte  die  Ordnung  der  nachherigen  Be- 
rührung zu  bestimmen,   leidet  in  den  Fällen,  wo  6®  =0  ist,  keine 

unmittelbare  Anwendung.  Indessen 
kann  man  auch  hier  übereinstim- 
mende Resultate  mit  den  obigen  (§.  79 
und  §.  80)  erhalten,  wenn  man  die 
Anwendung  jener  Regel  folgenderge- 
stalt  modificirt.  —  Nennt  man  den 
Theil  der  Curve  Fig.  18,  welcher  bei  der  Bew^ung  des  Punctes  Q 
in  der  Richtung  SS  erzeugt  wurde,  den  ersten,  und  denjenigen, 
welcher  entstand,  indem  Q  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  9[S 
fortging,  den  zweiten,  so  schneidet,  wie  die  Figur  zeigt,  der  erste 
Theil  die  Gerade  %(i  nur  einmal,  in  3(;  der  zweite  aber  zweimal, 
in  W^'ä  und  91".  Da  nun  die  Ordnungszahl  der  Berührung  gleich 
ist  der  um  eins  verminderten  Anzahl  der  Durchschnitte,  so  wären 
hiemach  die  Berührungen  des  ersten  und  zweiten  Theils  mit  91 S 
resp.  von  der  Oten  und  ersten  Ordnung.  Offenbar  aber  ist  diese 
Verschiedenheit  der  Berührungen  nur  scheinbar,  und  hat  in  den 
willkürlich  zu  nehmenden  Grössen  i  und  iT  ihren  Grund.  Denn 
man  darf  nur  f<C\it  oder  i  und  t  negativ  und  t  absolut  grösser 
als  i  setzen,  um  zu  bewerkstelligen,  dass  der  erste  Theil  die  916 
zweimal,  und  der  zweite  Theil  einmal  schneidet.  Mit  dem  Ver- 
schwinden von  t  und  t  wird  also  diese  scheinbare  Verschiedenheit 
sich  gegenseitig  ausgleichen,  und  folglich  auf  die  Berührung  des 
ersten  sowohl  als  des  zweiten  Theils  mit  31  ß  als  Ordnungszahl  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  vorigen,  welches  ^  ist,  kommen. 

Eben  so  findet  sich  aus  Fig.  19,  dass  die  Curve  Fig.  15  mit  216 
eine  Berührung  von  der  ersten  Ordnung  bildet.  Denn  nach  Fig.  19 
ist  die  Berührung  des  ersten  Theils  von  der  Oten,  des  zweiten  von 
der  zweiten  Ordnung,  von  0  und  2  aber  das  arithmetische  Mittel 
gleich  1. 

§.  87.     Ist  endlich  allgemein,  wie  in  §.  81 : 

(N)  a^  +  ix9®  +  ^3^^  +  ... 

der  Anfang  der  Reihe,  so  setze  man  statt  x^  ein  Product  von  h  Fac- 
toren  x[x  —  t){x  —  t) . . . ,  und  statt  x^  das  Product  von  irgend  g  dieser 
h   Factoren.      Man    erhält    hiermit    den    Ausdruck    für    eine    Curve, 
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welche  Amal  die  Gerade  3(®  schneidet,  und  mithin  vor  dem  ersten 
und  nach  dem  letxten  Durchschnitte  sich  auf  einerlei  oder  verschie- 
denen Seiten  Ton  81  @  befindet,  nachdem  A  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zugleich  aber  sind  g  dieser  h  Durchschnittspuncte  mit  %  identisch, 
so  dass  die  Curve  {g —  l)mal,  zynischen  je  zwei  auf  einander  folgen- 
den Durchgängen  durch  91  einmal,  längs  SC9  ihre  Richtung  ändert, 
und  vor  dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durchgange  durch  9(  bei 
einem  geraden  g  auf  einerlei,  bei  einem  ungeraden  auf  verschiedenen 
Seiten  von  3(  anzutreffen  ist. 

Lässt  man  nun  t,  T,  ...  bis  zum  Verschwinden  abnehmen,  so 
lieht  sich  die  {g — 1)  fache  Verschlingung  bei  91  in  91  selbst  zu- 
sammen, die  übrigen  h  —  g  in  91  (§  liegenden  Durchschnitte  ver- 
einigen sich  gleichfalls  mit  diesem  Puncte,  und  die  nunmehrige 
Curve  wird  91®  in  91  berühren  dergestalt,  dass  sie  vor  und  nach  der 
Berührung  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  91®  (von  91) 
sich  befindet,  nachdem  h  (g)  gerade  oder  ungerade  ist. 

§.  88.  Wenn  eine  Curve  durch  einen  und  denselben  Punct 
zwei,  drei  oder  mehrere  Male  geht,  so  nennt  man  einen  solchen 
Punct  einen  doppelten,  dreifachen  oder  überhaupt  vielfachen 
Punct  der  Curve.  Der  Punct  91,  durch  welchen  die  eben  betrachtete 
Curve  vor  Annullirung  der  »,  T,  ...  ^mal  hindurch  ging,  ist  daher 
ein  ^facher  Punct  dieser  Curve.  Zugleich  ersieht  man  aus  dem 
vorigen  §.,  wie  mit  dergleichen  Puncten  versehene  Curven  durch 
barycentrische  Ausdrücke  sehr  leicht  darstellbar  sind. 

Setzt  man  der  Kürze  willen  a,  i,  c,  ...  statt  t?  —  a,  v  —  A, 
e  —  €?,  ...,  und  bedeuten  p,  q,  r  beliebige  andere  Functionen  von  c, 
80  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Curve,  welche 

IJ  in  ^  einen  Doppelpunct  hat: 

pA  +  abqB  '\'  abrC\ 

2)  welche  A  und  B  zu  Doppelpuncten  hat: 

cdpA  4-  abqB  +  abcdrC\ 

3)  bei  welcher  A,  B,  C  Doppelpuncte  sind: 

cdefpA  4-  abefqB  -{-abcdrC. 

Es  folgt  hieraus,  dass  eine  Linie  mit  einem  Doppelpuncte  wenig- 
stens von  der  dritten  Ordnung  ist.  Denn  in  1)  können  q  und  ;• 
nicht  zugleich  Constanten  sein,  weil  sonst  der  Ausdruck  einer  Ge- 
raden angehören  würde.  Vermöge  der  Ausdrücke  in  2)  und  3),  wo 
Pj  9,  r  zugleich  Constanten  sein  können,  gehört  eine  Linie  mit  zwei 
oder  drei  Doppelpuncten  wenigstens  zur  vierten  Ordnung. 
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Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  eine  Linie  mit  einem  dreifachen 
Puncte  wenigstens  von  der  vierten ,  und  eine  Linie  mit  zwei  oder 
drei  dreifachen  Puncten  wenigstens  Von  der  sechsten  Ordnung  ist; 
u.  s.  w. 

Noch  werde  bemerkt,  dass  Ausdrücke  für  Curven  bisweilen  auch 
zu  isolirten  Puncten  der  letzteren  führen  können.  Ein  Beispiel 
hierzu  giebt  der  einfache  Ausdruck  von  der  dritten  Ordnung: 

A+  (1  + 1?*)5  +  i?(l  +  tJ*)  C. 

Lässt  man  darin  v  von  —  oo  durch  0  Ibis  +  oo  anwachsen,  so 
erhält  man  die  Reihe  von  Puncten,  welche  den  Hauptzug  der  Curve 
bilden.  Ausser  dieser  Reihe  giebt  es  aber  noch  einen  zur  Curve  ge- 
hörigen Punct,  den  Fundamentalpunct  Ay  indem  sich  auf  diesen  der 
Ausdruck  fiir 

1  +i?*=0, 


also  für  den  imaginären  Werth  von  r,   V — 1,   reducirt.     A  ist  folg- 
lich ein  isolirter  Punct  der  Curve. 


Von  den  unendlichen  Aesten. 

§.  89.  Nachdem  wir  bisher  von  der  Berührung  krummer  Linien 
an  endlich  gelegenen  Stellen  ihres  Laufs  gesprochen  haben,  ist  es 
noch  übrig,  von  der  Berührung  an  unendlich  entfernten  Puncten 
derselben  zu  handeln.  Dergleichen  Puncte,  und  mithin  in  das  Un- 
endliche sich  erstreckende  Aeste  sind  aber  bei  einer  durch  ihren 
Ausdruck  gegebenen  Curve  vorhanden,  wenn  die  Summe  der  Coeffi- 
cienten  für  einen  oder  mehrere  Werthe  der  Veränderlichen  gleich  0 
wird,  folglich  einen  oder  mehrere  reelle  Factoren  hat.  Sind  dagegen 
die  Factoren  der  Summe  der  Coefficienten  sämmtlich  imaginär,  was 
jedoch  nur  bei  einer  Curve  von  einer  geraden  Ordnung  möglich  ist, 
so  ist  die  Curve  auf  einen  endlichen  Raum  beschränkt. 

§.90.     Sei  demnach  v  —  t?'  ein  Factor  von  p  +  S'  +  ^>  ^Iso 
so  ^^d^d 

ein  unendlich  entfernter  Punct  der  Curve  (.Y),  und  so  auch  der  ein- 
facheren vorhergehenden  Linien  ...,  III),  11),  I),  deren  Ausdrücke 
für  a:  =  0  sich  sämmtlich  auf  31  reduciren.    Alle  diese  Linien  werden 
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folglich   nach  einer  durch  3(  bestimmten  Richtung  in   das  Unend- 
liche fortgehen,  und  daselbst  als  zusammenfallend  anzusehen  sein. 

Um  aber  die  g^enseitige  Lage  dieser  Linien  im  Unendlichen 
genauer  zu  bestimmen,  so  heissen  wie  bisher  die  einem  unendlich 
kleinen  positiven  (negativen)  Werthe  von  a:  =  t ,  in  den  Linien  I), 
n),  m),  ...  entsprechenden  Puncte  ©',  (5',  !C',  ...  (35,,  6,,  D,,  ...). 
Weil  hier  a  =  0,  so  wird: 

S'=  6t®  +  ct»e  =  633'+  cte, 

D'=  (6t  +  ct»)e'+  bt'D  =  6e'+  bt-*S), 

weil  et  gegen  6  verschwindet;  u.  s.  w. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  fiir  ein  negatives  i: 

»,=  a2t  — 6t©,  e,=  6a3  — ctS,  3),=  6S,+ tt"»D, 
u.  s.  w. 

Was  nun  zuerst  die  Lage  der  Puncte  83'  und  83,  betrifft,  so  sei 
'S  ein  beliebiger  in  der  Geraden  2185,  von  83  endlich  entfernt,  ge- 
legener Punct.    Alsdann  lässt  sich  a3l  ^  83  —  '21  setzen,  und  es  wird: 

a3'=a2l  +  6t83  =  (l  +6t')83  — '21, 
a3,=  a2t  — 6t85  =  (l— 6t')83  — '21. 


3). 


Fig.  2ü. 


83'  und  83,  (Fig.  20)  sind  folglich  zwei  Puncte  der  Linie  '2183,  von 
denen  der  eine  von  '21  über  83  hinaus,  der  andere  von  85  über  '21 
hinaus  unendlich  entfernt  liegt;  d.  li.  zwei  Puncte,  die  in  der  Linie 
8183  oder  I)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  um  ein  Unendlich- 
grosses der  ersten  Ordnung  entfernt  sind,  —  wenn  nämlich,   wie  in 
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dem  Vorigen  y  t  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  be* 
trachtet  wird. 

Es  liegen  zweitens  die  Puncte  d',  S,  in  den  Geraden  S9'S,  S,(S, 
der  eine  nach  S  zu,  der  andere  von  d  abwärts,  also  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  und  von  Sß'y  f&,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  ®'(S,  Sd,(i  unendlich  klein,  und  mithin 
an  sich  von  endlicher  Grösse  sind. 

Es  liegen  drittens  Ü£)',  ^,  in  den  Geraden  S'!£),  S/!D,  beide  nach 
Ü)  zu  oder  von  D  abwärts,  und  von  S',  S,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  S'T),  d,^  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung,  und  folglich  an  sich  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind;  u.  s.  w. 

§.91.  Wenn  von  zwei  in  endlicher  Entfernung  von  einander 
gelegenen  Puncten  M  und  N,  und  so  auch  von  der  diese  Puncte 
verbindenden  Geraden  ein  dritter  Punct  A  um  ein  Unendlich- 
grosses der  ersten  (mten)  Ordnung  absteht,  und  wenn  ein  vierter 
Punct  Bj  in  AM  liegend,  von  A  um  ein  Endliches  oder  ünend- 
lichkleines  der  ersten,  zweiten,  etc.  {nten)  Ordnung  entfernt  ist,  so 
ist  derselbe  Punct  5,  folglich  auch  eine  durch  ihn  mit  AN  ge- 
zogene Parallele,  von  AN  um  ein  Unendlichkleines  der  ersten, 
zweiten,  dritten  etc.  [(m  +  w)ten]  Ordnung  entfernt. 

Mit  Anwendung  dieses  Satzes  und  mit  der  Bemerkung,  dass  die 
unendlichen  Aeste  der  Linien  II),  IH),  ...  im  Unendlichen  selbst  als 
Parallelen  mit  der  Geraden  21  SB,  gelegt  durch  S'  und  S,,  durch  !D' 
und  Ü),,  u.  s.  w.  angesehen  werden  können,  ergiebt  sich  nun  Fol- 
gendes : 

1)  Jede  der  Linien  I),  11),  lH),  ...  (Fig.  20)  hat  wegen  des,  in 
der  Coefficientensumme  ihres  Ausdrucks  enthaltenen  Factors  v  —  v' 
zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  in  das  Unendliche  sich  er- 
streckende Aeste. 

2)  Je  zwei  dieser  Linien  dienen  sich  gegenseitig  zu  Asym- 
ptoten, indem  ihre  Aeste,  je  weiter  sie  verlängert  werden,  sich  desto 
mehr  und   über  jeden   angebbaren  Abstand  hinaus  einander  nähern. 

3)  In  solch  einer  unendHchen  Entfernung,  in  welcher  der  gegen- 
seitige Abstand  der  Linien  I)  und  11)  als  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  betrachtet  werden  kann,  ist  der  Abstand  der  Linien 
II)  und  ni)  von  der  zweiten  Ordnung;  der  Abstand  der  Linien  III) 
und  IV)  von  der  dritten;  u.  s.  w.  Wir  können  dieses  so  ausdrücken: 
die  Asymptosis  der  Linie  I)  mit  11),  und  folglich  auch  mit  lü), 
IV),  ...  ist  von  der  ersten  Ordnung;  die  Asymptosis  der  Linie  U) 
mit  m),  IV),  . . .  von  der  zweiten ;  u.  s.  w. :  so  dass  nämlich  überhaupt 
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die  Ordnungszahl  der  Asymptosis  gleich  ist  der  Ordnungszahl  der 
unendlich  grossen  Entfernung ,  in  welcher  man  eine  Linie  mit  der 
ihr  sich  asymptotisch  nähernden  vergleicht,  dividirt  in  die  Ordnungs- 
zahl des  unendlich  kleinen,  in  jener  Entfernung  stattfindenden, 
gegenseitigen  Abstandes  der  beiden  Linien. 

4)  Hieraus  folgt  weiter,  dass  von  den  Aesten,  welche  sich  nach 
einer  und  derselben  Richtung  erstrecken,  jeder  Ast  alle  folgenden, 
d.  h.  die  Aeste  aller  Linien  von  höherer  Ordnung,  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  sich  liegen  hat. 

5)  Es  liegen  ferner  die  beiden  Aeste  der  Linie  U)  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  d.  h.  der  eine  oberhalb,  der  andere 
unterhalb  dieser  Linie;  die  beiden  Aeste  der  Linie  XU)  auf  einerlei 
Seite  der  Aeste  von  U),  d.  h.  beide  oberhalb,  oder  beide  unterhalb 
der  Aeste  von  U) ;  die  Aeste  von  IV)  wiederum  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Aeste  von  III);  und  so  fort  abwechselnd. 

6)  üeberhaupt  also  liegen  bei  einer  Asymptosis  von  gerader  Ord- 
nung irgend  zweier  Linien  die  beiden  Aeste  der  einen  auf  einerlei 
Seite,  und  wenn  die  Ordnung  ungerade  ist,  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  anderen  Linie. 

§.  92.  Dies  sind  die  gegenseitigen  Lagen,  welche  bei  den  sich 
asymptotisch  nähernden  Aesten  zweier  Linien  für  gewöhnlich  statt- 
finden. Eben  so  aber,  wie  bei  den  Berührungen  im  endlichen  Räume, 
giebt  es  auch  hier,  theils  den  merkwürdigen  Puncten  analoge,  theils 
noch  andere  Fälle,  welche  von  den  gewöhnlichen  abweichen  und 
daher  eine  besondere  Untersuchung  nöthig  machen. 

Um  nur  einige  dieser  Fälle  zu  erörtern,  so  sei  erstlich  nächst 
a  =  0  zugleich  cS  :=  0,  wie  in  §.  78,  und  man  erhält: 

&=a%+U^,    a3,=  a3l  — bf®. 


.:^ 


Fijj.  21. 

Hier  liegen  also  die  Puncto  ©',  SB,  (Fig.  21)  eben  so  wie  vorhin, 
von  ihnen  aber  D',  D,  zugleich  nach  D  hin  oder  von  55  abwärts, 
also  immer  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  31©,  und  von  ©',  ©,  in 
Abständen,   die  gegen  SB'ÜD,   Ö,X)   unendlich  klein  von  der  zweiten 

M&bias  Werke  I.  ^ 
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Ordnung  sind.  Die  Curve  durch  I)'  und  I),  hat  demnach  zwei  un- 
endliche Aeste,  die  zwar  ebenfalls  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen laufen,  aber  auf  ein  und  derselben  Seite  ihrer  geradlinigen 
Asymptote  993  li^en  und  mit  dieser  eine  Asymptosis  der  zweiten 
Ordnung  bilden. 

Sei  zweitens  a  =  0   und  nächstdem  B35  =  0,   wie  in  §.  79.     In 
diesem  Falle  kommt: 

!C'=  cS'+  biT) ,    T),=  ce'—  biD. 

Man  ziehe  daher  durch  S  (Fig.  22)  eine  Gerade,  parallel  mit  der 
durch  9  bestimmten  Richtung,  so  fallen  darin  die  Puncte  S',  S,  in 

einen  zusammen,  der  um  ein  ünendlich- 

,.'»  grosses    der    zweiten    Ordnung    entfernt 

,   y'  liegt.      Von   diesem    Puncte    stehen    die 

^^ e,      Puncte  Ü)',  I), ,  der  eine  nach  D  zu,  der 

y^%l       '  andere  von  Ü)  abwärts,  in  Entfernungen, 

p.    22  ^^  gcgci^  S'®   unendlich  klein  von  der 

ersten  Ordnung,  also  an  sich  unendlich 
gross  von  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Abstände  der  Puncte  D', 
Ü),  von  2t  ß  sind  folglich  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung. 
Die  Curve  hat  hiemach  die  21 S  zur  geradlinigen  Asymptote,  er- 
streckt sich  zu  beiden  Seiten  derselben  und  nach  einer  und  der- 
selben Richtung  in  das  Unendliche,  und  die  Asymptosis  ist  von  der 
Ordnung  ^. 

Wenn  drittens  a  =  0,  b©  =  0  und,  wie  in  §.  80,  noch  bD  =  0 

ist,  so  wird: 

6'=6,=  a2l  +  c«'«e, 

In   der   Geraden  21  ß   (Fig.  23)   liegt  demnach  der  Punct  ß'  um 
ein  Unendlichgrosses  der  zweiten  Ordnung  entfernt;  in  der  Geraden 

g'e  steht   der  Punct  ß'  von   ß'   um 

/'^  ein  gegen  ß'ß  Unendlichkleines  der 

/'      ,.-'^  zweiten    Ordnung    ab,    und    in    der 

^y  ^^.'.......  Geraden  ß'g  die    Puncte  g',  5%  von 

^..v^r^  @'  zu    beiden   Seiten   um   ein  gegen 

^■^^^^t^- — ß'g     Unendlichkleines     der     dritten 

j..    23  Ordnung.      Wie    hieraus    ersichtlich, 

hat  also  die  Curve  zwei  unendliche 
Aeste,  die  nach  einerlei  Richtung  sich  erstrecken  und  auf  einerlei 
Seite  ihrer  geradlinigen  Asymptote  2t  ß  liegen.  Die  Asymptosis  aber 
ist  von  der  ersten  Ordnung. 
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§.  93.  In  den  beiden  letzteren  Fällen,  vro  a  und  h^  zugleich 
gleich  0  sind,  kann  die  Summe  der  Coefficienten,  P  +  9  +  ^i  nicht 
den  blossen  Factor  v  —  v'  haben ,  sondern  muss  das  Quadrat  des- 
selben enthalten.  Kommt  aber  der  Factor  v  —  v  quadratisch  vor, 
80  ist  im  Allgemeinen  nur  a  =  0  und  6  =  0,  nicht  auch  6S3  =  0, 
sondern  Sb  ein  unendlich  entfernter  Punct,  folglich  die  Asymptote 
9LSd  eine  unendlich  entfernte  Gerade,  und  daher  nicht  construirbar. 
um  aber  auch  hier  zu  finden,  wie  sich  die  Curve  in  das  Unend- 
liche ausdehnt,  setze  man: 

so  wird,  weil  b  =  0: 

G'=  a%  +  et»  Q',    e,=  a9t  +  ci^  Q,. 

Hiemach  sind  Q!  und  Q,  (Fig.  24)  zwei  Puncte,  die  unendlich 
entfernt  nach  entgegengesetzten  Richtungen  in  3)S  liegen  (§.  90). 
Denkt  man  sich  femer  durch  Q! 
und  Q,  zwei  Parallelen  nach  der 
durch  91  bestimmten  Richtung 
gezogen,  so  liegen  in  diesen  die 
Puncte  ß'  und  ß,  von  Q'  und 
Q,  in  unendlichen  Entfernungen 
der  zweiten  Ordnung  und  nach 
einerlei  Seite  zu.  Die  Curve  11), 
und  so  auch  jede  der  folgenden, 
hat  daher  zwei  unendliche  Aeste, 
die    nach    einer    und    derselben,  \ 

durch    ^  bestimmten,   Richtung  \ 

fortgehen  und  sich  dabei  immer  \ 

weiter    von    einander    entfernen,  q,  j g' 

so   dass ,    wenn    ihre   Länge    ein  Fig.  24. 

Unendliches     der    zweiten    Ord- 
nung geworden  ist,   ihr  gegenseitiger  Abstand   ein  Unendliches   der 
ersten  Ordnung  beträgt. 

Nennen  wir  nun,  wie  gewöhnlich,  unter  allen  den  Linien,  welche 
sich  einer  vorgegebenen  Linie  asymptotisch  nahem,  die  einfachste 
vorzugsweise  die  Asymptote,  so  ist  es  im  gegenwärtigen  Falle  die 
Linie  der  zweiten  Ordnung: 

Weil  a  und  b  =  0  sind,  so  ist  in  ihrem  Ausdrucke  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  c:r*,  und  folglich  sie  selbst  eine  Parabel.  Vergl. 
§.  62  und  63. 
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§.  94.  Schon  aus  der  Erläuterung  dieser  wenigen  Fälle  wird 
mau  hinreichend  abnehmen  können,  wie  man  in  allen  anderen  zu 
verfahren  hat.  Ich  begnüge  mich  daher,  folgende  allgemeine  Resul- 
tate noch  beizufügen. 

1)  Jeder  reelle  Werth  der  Veränderlichen,  durch  welchen  die 
Summe  der  CoefBcienten  nuU  ^vird,  giebt  ein  Paar  unendliche  Aeste 
zu  erkennen.  Eine  Curve  hat  demnach  so  viel  dieser  Paare,  als  wie 
viel  reelle  und  ungleiche  Factoren  in  der  CoefBcientensumme  ent>- 
halten  sind. 

2)  Die  zwei  Aeste  eines  Paares  erstrecken  sich  entweder  nach 
entgegengesetzten  Richtungen,  oder  nach  einer  und  derselben,  je 
nachdem  die  Potenz  des  ihnen  zugehörigen  Factors  ungerade  oder 
gerade  ist. 

3)  Um  für  eines  dieser  Paare  den  Ausdruck  der  Asymptote  zu 
erhalten,  substituirc  man,  wenn  (t?  —  v')^  der  zugehörige  Factor  ist, 
a:  -{- 1?'  für  t?  in  dem  Ausdrucke  der  Curve,  und  unterdrücke  sodann 
alle  Potenzen  von  ar,  welche  die  mte  übertreffen.  Die  Coefficienten- 
summe  im  Ausdrucke  der  Asymptote  ist  hiernach  gleich  x^  in  eine 
Constante  multiplicirt,  und  folglich  die  Asymptote  im  Allgemeinen 
eine  Linie  der  Twten  Ordnung,  d.  h.  ihre  Ordnung  ist  dem  Expo- 
nenten des  zugehörigen  Factors  gleich.  Auch  kann  sie  nicht  mehr 
als  ein  Paar  unendlicher  Aeste  haben,  weil  ihre  CoefBcientensumme 
nur  den  Factor  x,  und  keinen  anderen  enthält. 


Siebentes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  krummer  Linien  im  Eaume. 


§.95.     Die   allgemeine  Form  des  Ausdrucks   für  eine  Linie  im 

Räume  ist: 

pA  +  qB-\'rC+sD, 

wo    die  Coefficienten  j9,  q^  r,  s  Functionen   einer  Veränderlichen  v 
sind.     Vergl.  §.  33  und  §.  57. 

Die  in  §.  66  gemachten  Annahmen,  dass  die  Coefficienten  ganze 
rationale   Functionen  von  v  seien,   dass   sie  keinen   ihnen   allen   ge- 
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meinschaftlichen  Factor  haben,  und  dass  der  höchste  Grad,  in 
welchem  die  Potenzen  von  v  im  Ausdrucke  vorkommen,  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  auf  keinen  niedrigeren  ge- 
bracht werden  könne,  wollen  wir  auch  hier  festsetzen,  und  eben  so 
wie  dort  die  Linien  nach  der  höchsten  Potenz  von  v  in  Ordnungen 
eintheilen. 

Bei  den  Linien  der  ersten  Ordnung  sind  also  p,  q^  r,  8  bloss 
lineare  Functionen   von  c,    und    folglich  die  Linien    selbst  Gerade 

(§•  45). 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist: 

(a  +  a'v  +  av*)  A  +  (b  +  b'v  +  b"v^)  B  +  (c  +  c'v  +  c"t?«)  C 

Zu  diesen  Coef&cieuten  kommen  bei  Linien  der  dritten  Ordnung 
resp.  die  Glieder  a'"ü',  6'"r',  c'"t?',  ef't?'  hinzu;  u.  s.  f.  bei  Linien 
noch  höherer  Ordnungen. 

Zusätze,  a)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  einer  Linie  der  ;/ten 
Ordnung  den  einen  der  vier  Coefficienten ,  z.  B.  «,  gleich  0,  und 
substituirt  die  daraus  für  d  hervorgehenden  Werthe,  deren  Anzahl 
höchstens  gleich  n  sein  kann,  der  Reihe  nach  in  den  drei  übrigen 
Coefficienten  pj  q^  r,  so  erhält  man  die  Durchschnitte  der  Linie  mit 
der  Fundamentalebene  ABC,  Eine  Linie  der  nten  Ordnung  kann 
demnach  von  einer  der  Fundamentalebenen,  und  so  auch  von  jeder 
anderen  Ebene,  in  höchstens  n  Puncten  geschnitten  werden.  Denn 
durch  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  kann  man  jede  beliebige 
Ebene  zu  einer  Fundamentalebene  machen,  und  man  begreift  eben 
so  leicht,  wie  in  §.  67,  dass  auch  hier  bei  Annahme  anderer  Funda- 
mentalpuncte die  Ordnung  der  Linie  ungeändert  bleibt. 

h)  So  wie  überhaupt  eine  Gerade,  welche  durch  den  Punct 

pA  +  qB  +  rC  +  sD 

und  einen  der  Fundamentalpuncte,  z.  B.  ^,  gelegt  wird,  die  ent- 
gegenstehende Fundamentalebene  BCD  im  Puncte 

qB  +  rC+sD 

trifft,  so  wird  hier,  wo  /?,  q,  r,  8  Functionen  einer  Veränderlichen 
sind,  die  Kegelfläche,  deren  leitende  Linie 

pA  +  qB  +  rC+sD, 

und  deren  Spitze  A  ist,  die  Ebene  BCD  in  der  Curve 

qB  +  rC+sD 

schneiden.  Und  umgekehrt,  beschreibt  man  in  den  vier  Funda- 
mentalebenen  die  Curven 

qB  +  rC+sD,     rC'\-sD'^pA,  ..., 
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so  kann  man  sich  die  Curve 

pA  +  qB  +  rC+sD 

als  den  Durchschnitt  je  zweier  der  vier  Kegelflächen  yorstellen,  deren 
leitende  Linien  jene  Curven  in  den  Fundamentalebenen,  und  deren 
Spitzen  die  entgegenstehenden  Fundamentalpuncte  sind. 

§.  96.  Ganz  auf  die  Weise,  wie  in  §.  61  und  §.  71,  lässt  sich 
der  Ausdruck  einer  Linie  im  Räume  durch  Zusammennähme  der- 
jenigen Glieder,  in  welchen  v  in  derselben  Potenz  vorkommt,  in  eine 
Reihe  umgestalten,  deren  Gliederzahl  der  um  die  Einheit  vermehrten 
Ordnungszahl  der  Linie  gleich  ist.     Setzt  man  nämlich: 

aA  +  bB  +cC  +  dB  =  a,A,, 
a'A  +  VB  +  c'C+  dD  =  b,B„ 
d'A  +  b"B  +  c"C  +  dTD  =  c,C,, 

u.  s.  w.,   so  wird  der  Ausdruck  für  die  Linien  der  ersten  Ordnung: 

a,A,+  b,vB,, 
der  zweiten  Ordnung: 

der  dritten  Ordnung: 

a,A,+  b,t)B,+  c,t?*a+  d.v'^D,, 
der  vierten  Ordnung: 

a,A,+  ...  +  d,v^D,+  e,v*E, 
u.  s.  w. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Linien  nicht  nur  der  ersten,  son- 
dern auch  der  zweiten  Ordnung  im  Räume,  mit  den  Linien  der- 
selben Ordnungen  in  einer  Ebene  einerlei  sind,  indem  auch  hier 
eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ganz  in  einer  Ebene,  in  der  durch 
A,j  B,j  C,  gehenden,  enthalten  ist.  Erst  die  Linien  der  dritten  und 
höherer  Ordnungen  liegen  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  einer 
Ebene. 

Der  letztgefundene  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung 

0,-4,4-  b,vBf-\'  c,v^  C,-\-  d,v^ D, 

zeichnet  sich  vor  den  folgenden  höherer  Ordnungen  dadurch  aus, 
dass  man  die  vier  in  ihm  vorkommenden  Puncte  zugleich  als  die 
vier  Fundamentalpuncte  des  Raums  nehmen  kann.  Er  ist  daher  zu- 
gleich der  allgemeine  und  einfachste  Ausdruck  für  die  Linien  der 
dritten  Ordnung  auf  die  vier  Fundamentalpuncte  bezogen.  Nach 
§.  95,  b    kann    man  sich    diese   Curve   als    den   Durchschnitt    zweier 
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Kegelflächen  denken,   deren  leitende  Linien   die  Linien  der  zweiten 
Ordnung 

aiA,^  bfrBf+CfC^C,  und  ö,B,'\'  c,vC,+  d,v* D,y 

und  deren  Spitzen  resp.  D,  und  A,  sind. 

Uebrigens  können  alle  diese  Ausdrücke  in  Reihenform  voll- 
kommen 80;  wie  in  §.71  gezeigt  wurde,  auch  dazu  benutzt  werden, 
um  die  ihnen  zugehörigen  Curven,  und  mithin  sämmtliche  Curven, 
mit  denen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  durch  blosses  Ziehen  gerader 
Linien  zu  construiren.  Denn  offenbar  ist  die  dortige  Annahme,  dass 
die  Puncte  A,  5,  C,  />,  ...  in  einer  Ebene  liegen,  nicht  wesentlich 
nothwendig. 

§.97.  Eben  so  kann  die  Lehre  von  den  Berührungen,  merk- 
würdigen Puncten  und  unendlichen  Aesten  krummer  Linien  im 
Räume  ganz  auf  dieselbe  Art  behandelt  werden,  wie  dies  im  vorigen 
Capitel  bei  krummen  Linien  in  einer  Ebene  geschah.  Ist  nämlich, 
wie  dort,  für  den  Punct,  bei  welchem  der  Gang  der  Curve  unter- 
sucht werden  soU,  v  =  v\  und  setzt  man  demgemäss  das  veränder- 
liche t?  =  «?'+a:,  wodurch 

,      dp'  dV     , 


,      d^'  d*ö'     . 


dt?'      '    2dr' 
_    ,  ,    dr'      ,      dV     .   , 

_    ,       d«'  d*«'     , 

wird;  setzt  man  femer 

p'A  +  q'B  +  r'C+8'D  =  a2l, 

d*p'    .        dV'   T.        d*r'    ^        d*«'   ^ 

u.  8.  w.,  SO  verwandelt  sich  der  Ausdruck  der  Curve 

pA'\-qB  +  rC+8D 

in  die  nämliche  Reihe,  wie  in  §.73: 

(N)  aSl  4-  Ba:©  +  c:r*6  +  ba:»D  -)-... 

Lisbesondere  geht  daraus  hervor,  dass  alles,  was  dort  von  den 
berührenden  Linien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung,  so  wie  von 
den  merkwürdigen  Puncten  gesagt  wurde,   als  wobei  nur  die  zwei 
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oder  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  zu  berücksichtigen  waren  ^  hier 
wörtliche  Anwendung  findet.  Denn  die  diesen  zwei  oder  drei  Glie- 
dern zugehörigen  Puncte  sind,  wie  immer,  in  einer  Geraden  oder  in 
einer  Ebene  enthalten. 

§.  9S.  Der  Ausdruck  für  die  geradlinige  Tangente  an  eine 
Curve  im  Räume  ist  daher  aS-f-  b:r93,  und  wenn  man  darin  für  a'H 
und  693  ihre  Werthe  substituirt: 

Eben  so  ist 

a'ä  +  hx^  +  cx*^ 

der  Ausdruck  für  die  Linie  der  zweiten  Ordnung ,  welche  mit  der 
Curve  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  bildet,  d.  h.  drei  auf 
einander  folgende  Puncte  mit  der  Curve  gemein  hat  (§.  83).  Das- 
selbe wird  folglich  auch  von  der  Ebene  ä©ß  gelten,  in  welcher 
diese  Linie  enthalten  ist.  Unter  allen  durch  313  gelegten  und  mit- 
hin die  Curve  berührenden  Ebenen  ist  daher  die  Ebene  9136  die- 
jenige, welche  sich  der  Curve  am  meisten  anschliesst.  Denn  sie 
geht  durch  drei  auf  einander  folgende  Puncte  der  Curve,  während 
jede  andere  Ebene  durch  31  iB  nur  zwei  auf  einander  folgende  Puncte, 
und  jede  der  übrigen  durch  S  gelegten  Ebenen  nur  den  einen  Punct 
äl  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Man  nennt  diese  Ebene  %Sb^  die  Krümmungsebene.  Da 
sie  erhalten  wird,  indem  drei  Durchschnittspuncte  der  Curve  mit 
einer  Ebene  sich  bis  zum  Zusammenfallen  einander  nähern,  so  er- 
hellet eben  so,  wie  in  §.  85,  dass  die  Curve  sich  von  der  einen  Seite 
dieser  Ebene  auf  die  andere  wendet,  während  sie  bei  bloss  berühren- 
den Ebenen  auf  einerlei  Seite  bleibt. 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmungsebene  ist 

m  +  x^+y^, 

oder   wenn  man  für  91,  93,   ß  die  ihnen  proportionalen  Ausdrücke 

setzt : 

,   ,^dy       ,    dV   x^    ,    ,  .  ,    d/     _L  d»y'      -, 
(^  +  Ä^+d^J'^^  +  (^+d7^+d^J'^^ 

,    .  .       dr  d*r'    v^   ,    ,  ,  ,    d*'       ,    d*«'   .  ^ 

+  (^*  +  d7  ^  +  d^i  y)  ^  +  (^  +  37  ^  +  d7^  y^  ^- 

Beispiel.  Machen  wir  hiervon  eine  Anwendung  auf  den  oben 
gefundenen  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung: 


§.98.  Oap.  7.    Ausdracke  krummer  Linien  im  Räume.  121 

Die  Tangente  derselben  in  dem  Puncte,  wo  »  =  t?'  ist,  hat  den 
Ausdruck : 

Für  den  Punct,  wo  diese  Tangente  die  Fundamentalebene  ABC 
schneidet,  ist  der  Coefficient  von  D  gleich  0,  also  x  =  — ^v\  folg- 
lich der  Punct  selbst: 

(Ä")  daA  +  2bv'B  +  cv'*C. 

Sein  Ort  ist  demnach  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung.  —  Für 
den  Durchschnitt  der  Tangente  mit  der  Fundamentalebene  B  CD  ist 
X  =  oo  zw  setzen,  und  daher  dieser  Punct 

(V)  bB  +  2ct?'C+  3rft?'«/>, 

also  gleichfalls  in  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  begriffen. 
Dies  giebt  uns,  wenn  wir  die  Linien 

a^  +  6t?J?  +  ct?*C  und  bB  +  cvC+dv^D 

kürzlich  mit  JT  und  L  bezeichnen,  folgenden  Satz: 

Seien  K  und  L  (Fig.  25)  zwei  Linien  der  zweiten  Ordnung^  welche 
in  zt€ei  verschiedenen  Ebenen  liegen^  aber  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben,  welche  die  Linie  K  im 
Puncte  Cj  und  L  in  B  berühre. 
Man  ziehe  von  B  noch  eine  zweite 
Tangente j  BAj  an  K,  und  von  Cnoch 
eine  zweite,  CD,  an  L,  wo  A  und 
D  die  resp,  Berührung spuncte  sind. 
Läset  man  nun  zwei  Kegelßächen  ent- 
stehen, welche  D  und  A  zu  Spitzen, 
K  und  L  aber  zu  leitenden  Linien 
haben,   so  wird  eine  an  die  Durch-  Fig.  25. 

ichnittscurve  dieser  Kegelßächen  be- 
rührend gelegte  und  daran  fortbewegte  Gerade  in  defi  Ebenen  ABC 
und  BCD   tviederum    zwei  Linien   der   zweiten   Ordnung  IC  und  L' 
ieschreiben,  welche,  eben  so  toie  K  und  L,  die  AB,  BC  in  A,   C  und 
die  BC,  CD  in  B,  D  berühren. 

Auch  findet  dabei  noch  die  Merkwürdigkeit  statt,  dass  die  Linie  K'  bloss 
von  K  abh&ngig  ist,  also  dieselbe  bleibt,  wie  auch  die  Gestalt  und  Ebene  der 
die  J?C  in  ^  berührenden  Linie  der  zweiten  Ordnung  L  geändert  werden  mag, 
und  dass  eben  so  L'  allein  durch  X,  nicht  durch  JBT,  bestinmit  wird. 

Der  Ausdruck  für  die  Kjümmungsebene  an  die  Curve 

aA  +  ..  +  dv^D 
*ödet  sich 

aA  +.  J(t?'+  x)B  +  c(v'^  +  2vx  +  2y)  C  +  rf(ü''  +  3tj'*:r  +  6t?'y)/>. 


i 
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Setzt  man  hierin  den  CoefBcient  von  D  gleich  0,  und  eliminirt 
damit  y  aus  dem  Coefficienten  von  C,  so  kommt  der  Ausdruck  für 
die  Durchschnittslinie  der  Krümmungsebene  mit  ABC: 

aA  +  b(v'+  x)B  +  c(|t>'«  +  v'x  C), 

oder,  wenn  man  ar  =  f z  —  \v'  setzt: 

^aA  +  26(t?'+  z)B  +  c(v^  +  2t?'z)  C. 

Um  den  Durchschnitt  der  Krümmungsebene  mit  BCD  zu  fin- 
den, hat  man  im  Ausdrucke  derselben  x  und  y  =  oo  zu  setzen. 
Hierdurch  verschwinden  alle   von  x  und  y  freien  Glieder,   und  es 

y 

kommt,  wenn  man  -^  zur  Veränderlichen  nimmt  und  gleich  z  setzt: 

bB  +  2c(tj'+  z)  C+  3rf(i?'«  +  2vz)D, 

Man  bemerkt  leicht,  dass  diese  Ausdrücke  für  die  Durchschnitts- 
linien zugleich  die  Ausdrücke  für  die  an  die  Linien  K*  und  L'  ge- 
zogenen Tangenten  sind.  Der  geometrische  Grund  hiervon  liegt 
darin,  dass  die  Krümmungsebene  durch  drei  auf  einander  folgende 
Puncte  und  mithin  durch  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  geht, 
dass  also  ihr  Durchschnitt  mit  ii^end  einer  anderen  Ebene  immer 
die  Linie  berührt,  welche  die  an  der  Curve  sich  fortbewegende  Tan- 
gente in  dieser  anderen  Ebene  beschreibt. 

§.  99.  Curven  im  Räume  sind  im  Allgemeinen  von  doppelter 
Krümmung.  Die  eine  Krümmung' besteht ,  wie  bei  Curven  in  einer 
Ebene,  darin,  dass  die  durch  je  zwei  auf  einander  folgende  Puncte 
der  Curve  gezogene  Gerade,  die  Tangente,  ihre  Lage  fortwährend 
ändert.  Die  andere  offenbart  sich  dadurch,  dass  die  durch  je  drei 
folgende  Puncte  der  Curve  gelegte  Ebene,  die  Krümmungsebene,  für 
jeden  Punct  der  Curve  eine  andere  ist. 

Eben  so  aber,  wie  bei  Curven  in  einer  Ebene  es  Stellen  giebt, 
wo  die  Tangente  für  zwei  oder  mehrere  auf  einander  folgende  Puncte 
dieselbe  bleibt ,  so  können  auch  bei  Curven  im  Räume  nicht  allein 
in  Bezug  auf  die  Tangente,  sondern  auch  rücksichtlich  der  Krüm- 
mungsebene dergleichen  Stellen  vorkomme q,  Stellen  also,  wo  vier 
oder  noch  mehrere  Puncte  hinter  einander  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  in  der  Reihe  {N)  das 
Glied  b!D  oder  noch  mehrere  der  unmittelbar  darauf  folgenden 
Glieder  wegfallen. 

Um  nur  den  einfachsten  dieser  Fälle  zu  betrachten,  so  sei  für 
einen  gewissen  Werth  von  t?',  b!D  =  0,  also 

(/y  =  ^»j'=  rf'r'=  (Ps'=  0. 
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Bedienen  wir  uns  wiederum  der  in  §.  84  ff.  angewendeten  Methode^ 
80  ergiebt  sich  31',  H"  wie  dort,  und 

Mithin  ist  noch  dieser  Punct  in  der  Ebene  SlSöß  oder  2121'»" 
enthalten.  Ursprünglich  wird  also  hier  die  Curve  in  vier  Puncten 
hintereinander  von  der  Ebene  geschnitten,  und  der  vorangehende 
und  nachfolgende  Theil  der  Curve  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite 
sowohl  dieser  als  auch  der  nachherigen  Krümmungsebene.  In  Monge 
Application  de  P Analyse  ä  la  GSometrie,  partie  II  pag.  363  heisst 
eine  solche  Stelle  der  Curve  point  de  simple  inflexion. 
Wenn  c(5  =  0,  also 

d«y  =  rf«y'=  rf«r'=  rf««'=  0 

ist,  so  liegen,  uv-ie  in  §.  86,  die  drei  Puncte  2t,  21',  21"  in  einer  Ge- 
raden (2183),  folglich  ebenfalls  die  vier  Puncte  21,  ..,  21'"  in  einer 
Ebene  (2183  X)).  Da  hiermit  beide  Krümmungen  der  Curve  zugleich 
wegfallen,  so  nennt  Monge  a.  a.  O.  einen  solchen  Punct  point  de 
double  inflexion.  Auch  hier  wird  übrigens  die  Curve  auf  derselben 
Seite  der  Krümmungsebene  bleiben. 

§.  100.  Rücksichtlich  der  unendlichen  Aeste  haben  wir  bei 
Curven  im  Räume  zu  dem,  was  von  §.  89  bis  94  bei  Curven  in  einer 
Ebene  darüber  gesagt  wurde,  und  welches  auch  hier  vollkommene 
Anwendung  findet,  noch  Folgendes  hinzuzufügen.  Je  weiter  sich  eine 
Curve  in  das  Unendliche  erstreckt,  desto  mehr  wird  sie  zugleich 
ihrer  Asymptote  parallel,  so  dass  in  dem  Unendlichen  selbst  Curve 
und  Asymptote  als  zwei  Parallelen  angesehen  werden  können.  Bei 
Linien  von  doppelter  Krümmung  kann  man  daher  noch  die  Ebene 
dieser  zwei  Parallelen  zu  wissen  verlangen.  Offenbar  ist  diese  Ebene 
keine  andere,  als  die  dortige  Krümmungsebene  der  Curve,  und  man 
erhält  folglich  ihren  Ausdruck,  wenn  man  für  den  Werth  von  r, 
welcher  den  unendlich  entfernten  Punct  giebt,  den  Ausdruck  der 
Krümmungsebene  2(^6  entwickelt. 

Denken  wir  uns  demnach  die  Ebene  %S&(^  für  den  unendlich 
entfernten  Punct  21,  so  liegen  in  derselben  die  in  §.  90  mit  83',  83, 
und  ß',  ß,  bezeichneten  Puncte;  ausserhalb  aber  die  Puncte 

D'=bS'+bt«D,    D,=  bS,+  bt«35, 

und   diesen  Ausdrücken  zufolge  beide  auf  einerlei  Seite  der  Ebene; 
woraus  wir  nachstehenden  Schluss  ziehen: 

Je  mehr  zwei  zusammengehörige  Aeste  einer  Linie  von  doppelter 
Krümmung  sich  ihrer  Asymptote  nähern,  desto  mehr  nähern  sie  sich 
zugleich  einer  durch  die  Asymptote  gehenden  Ebene  dergestalt,  dass 
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im  gewöhnlichen  Falle  beide  Aeste  auf  einerlei  Seite  dieser  Ebene 
liegen,  und  von  ihr  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung 
abstehen ;  wenn  sie  von  der  Asymptote  selbst  um  ein  Unendlich- 
kleines  der  ersten  Ordnung  entfernt  sind. 

So  wie  endlich  die  geradlinige  Asymptote  für  Aeste,  welche 
durch  einen  quadratischen  oder  einen  noch  höheren  Factor  in  der 
Coefficientensumme  angezeigt  werden,  im  Allgemeinen  unendlich  ent- 
fernt liegt  und  daher  nicht  construirbar  ist  (§.  93):  eben  so  kann 
auch  die  asymptotische  Krümmungsebene  nicht  construirt  werden, 
wenn  der  den  Aesten  zugehörige  Factor  in  der  dritten  oder  einer 
noch  höheren  Potenz  vorkommt.  Denn  alsdann  sind  mit  a  zugleich 
t  und  c  =  0 ,  folglich  nächst  %  zugleich  So  und  S  unendlich  ent- 
fernte Puncte. 


Achtes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  fftr  krumme  Flächen. 


§.  101.     Der  Ausdruck 

pA  +  qB  +  rC+sD 

gehört  im  Allgemeinen  einer  Fläche  an,  wenn  seine  Coefficienten 
Functionen  zweier  Veränderlichen  v  und  w  sind.  In  der  That,  giebt 
man  der  einen  Veränderlichen  w  irgend  einen  bestimmten  Werth, 
so  erhält  man  den  Ausdruck  für  eine  Linie.  Alle  die  Linien  aber, 
welche  entstehen,  indem  man  dem  w  nach  und  nach  alle  möglichen 
Werthe  beilegt,  bilden  im  Allgemeinen  eine  Fläche.  —  Ich  sage: 
im  Allgemeinen.  Denn  lassen  sich  die  Coefficienten  als  Functionen 
einer  und  derselben  Function  zweier  Veränderlichen  darstellen,  so 
gehört  der  Ausdruck  offenbar  einer  Linie  und  nur  scheinbar  einer 
Fläche  an.     So  verwandelt  sich  z.  B.  der  Ausdruck: 

w^A  +  w*vB  +  wv^C+v^D, 

wenn  man  —  =  x  setzt ,  m : 

w 
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Ein  Beispiel  für  den  Ausdruck  einer  Fläche  haben  wir  an  dem 
bereits  in  §.  49  gefundenen  Ausdrucke  für  die  Ebene,  wo  die  Coeffi- 
cienten  lineare  Functionen  von  v  und  w  sind.  Kommen  höhere 
Potenzen  der  Veränderlichen  vor,  so  wird  der  Ausdruck  im  Allge- 
meinen für  eine  krumme  Fläche  gelten. 

§.  102.  Die  Flächen,  in  deren  Ausdrücken  die  Coefficienten 
ganze  rationale  Functionen  von  v  und  w  sind,  kann  man,  gleich  den 
Linien  (§.  66  und  §.  95],  nach  den  höchsten  in  den  Coefficienten 
vorkommenden  Dimensionen  von  v  und  w  in  Ordnungen  eintheilen. 
Es  wird  dabei,  wie  dort,  vorausgesetzt,  dass  die  Coefficienten  keinen 
ihnen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  dass  die  höchste  Di- 
mension der  Veränderlichen  durch  Einführung  anderer  Veränder- 
lichen nicht  auf  einen  niedrigeren  Grad  gebracht  werden  kann,  und 
dass  überdies  die  Coefßcienten  nicht  Functionen  von  einer  und  der- 
selben Function  der  beiden  Veränderlichen  sind.  Doch  will  ich 
mich  gegenwärtig  bei  dieser  Eintheilung  der  Flächen  in  Ordnungen 
nicht  aufhalten  und  nur  bemerken,  dass  die  Ordnung,  welche  einer 
Fläche  ihrem  Ausdrucke  nach  zukommt,  im  Allgemeinen  niedriger 
ist,  als  diejenige,  zu  welcher  sie  ihrer  Gleichung  nach  gehört. 
Wir  werden  dieses  sogleich  bei  den  Ausdrücken  für  die  Flächen  der 
zweiten  Ordnung  zu  sehen  Gelegenheit  haben,  wo 

die  allgemeine  Form  der  Coefficienten  ist. 

§.  103.  Zusätze,  a)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  eine 
Fläche  den  Coefficienten  des  einen  der  vier  Fundamentalpuncte 
gleich  0  setzt,  und  mittelst  dieser  Gleichung  die  eine  der  beiden 
Veränderlichen  aus  den  drei  übrigen  Coefficienten  eliminirt,  so  er- 
liält  man  den  Ausdruck  für  die  Linie,  in  welcher  die  Fläche  von 
der  durch  die  drei  übrigen  Fundamentalpuncte  gehenden  Funda- 
mentalebene geschnitten  wird.  Sei  z.  B.  der  Ausdruck  für  die  Fläche 
der  zweiten  Ordnung  gegeben: 

und    werde   der  Durchschnitt    dieser   Fläche   mit  der  Fundamental- 
ebene ABC  verlangt.  —  Man  setze  den  Coefficienten  von  Z>, 

tJ*  —  ?<?  =  0 , 

also  \o  =  t?*,  und  man  erhält: 

A  +  vB  +  w'C, 

als  den  Ausdruck   für  die  gesuchte  Linie,   welche   hiernach  von  der 
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dritten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne  ist  (§.  70  zu  Ende). 
Da  aber  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  der  zweiten  Ord- 
nung im  gewöhnlichen  Sinne  immer  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
hervorbringt,  so  muss  jene  Fläche,  die  ihrem  Ausdrucke  nach  von 
der  zweiten  Ordnung  war,  ihrer  Gleichung  nach  zu  einer  höheren 
zu  zählen  sein. 

b)  Um  die  Puncte  zu  finden,  in  denen  eine  der  Fundamental- 
linien  von  einer  Fläche  geschnitten  wird,  setze  man  in  dem  Aus- 
drucke der  letzteren  die  Coefficienten  der  beiden  anderen  nicht  in 
jener  Fundamentallinie  liegenden  Fundamentalpuncte,  jeden  für  sich, 
gleich  0,  und  substituire  die  aus  diesen  zwei  Gleichungen  hervor- 
gehenden Werthe  der  beiden  Veränderlichen  in  dem  Ausdrucke. 

c)  Setzt  man  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte,  jeden 
für  sich,  gleich  0,  und  kann  man  für  t?  und  w  Werthe  finden,  welche 
diesen  drei  Gleichungen  zugleich  Genüge  leisten,  oder,  was  dasselbe 
ist,  gelangt  man  durch  Elimination  von  v  und  w  aus  diesen  Glei- 
chungen zu  einer  identischen  Gleichung,  so  geht  die  Fläche  durch 
den  vierten  Fundamentalpunct. 

d)  Sind  zwei  der  vier  Coefficienten,  z.  B.  q  und  r,  Functionen 
der  beiden  Veränderlichen,  und  die  beiden  anderen  constant,  hat 
also  der  Ausdruck  die  Form: 

aA  +  qB  +  rC+dD, 

so  kann  man  q  und  r  für  die  beiden  Veränderlichen  selbst  nehmen, 
und  der  Ausdruck  gehört  einer  durch  die  Fundamentallinie  B  C  und 
den  Punct  aA-^-dD  gelegten  Ebene  an,  was  auch  q  und  r  für 
Functionen  von  v  und  w  sein  mögen. 

e)  Wenn  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte  Functionen 
von  der  einen  Veränderlichen  allein  sind,  so  kann  man  den  Coeffi- 
cienten des  vierten  Fundamentalp unctes  für  die  andere  Veränderliche 
selbst  nehmen,  und  der  Ausdruck  bezieht  sich  auf  eine  Kegelfläche, 
deren  Spitze  der  vierte  Fundamentalpunct  ist,  und  deren  leitende 
Linie  das  Aggregat  der  drei  ersteren  Fundamentalpuncte  mit  ihren 
Coefficienten  zum  Ausdrucke  hat. 

f)  Haben  die  Coefficienten  zweier  Fundamentalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  die  Funda- 
mentallinie, welche  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet, 
in  der  Fläche  selbst  enthalten  ist.  Denn  setzt  man  diesen  gemein- 
schaftlichen Factor  gleich  0,  und  eliminirt  damit  die  eine  der  beiden 
Veränderlichen,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  gedachte  Funda- 
mentallinie. 

So    haben   z.  B.   in    dem  Ausdrucke   (A)    sowohl   der  Coefficient 
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Yon  B,  als  der  von  C  den  Factor  v.   Annullirt  man  diesen,  so  kommt: 
A  —  toD,     Dividirt  man  femer  den  Ausdruck    durch  w,   und  setzt 

-L=,,«owder: 

und  reducirt  sich,  für  ^  =  0,  auf  vC — D.  Die  beiden  Funda- 
mentallinien AD  und  CD  liegen  demnach  in  der  Fläche  (A)  selbst. 
ff)  Haben  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  reducirt  sich  durch  Nullsetzung  dieses 
Factors  der  Ausdruck  auf  den  vierten  Fundamentalpunct ,  und  die 
Fläche  bildet  daselbst  eine  Art  von  Kegelspitze. 


Von  der  Bertthnmg  der  Flächen. 

§.  104.  Nach  demselben  Verfahren,  welches  im  Vorigen  bei 
Ausdrücken  für  Linien  angewendet  wurde,  lässt  sich  auch  der  Aus- 
druck für  eine  Fläche  in  eine  Reihe  entwickeln,  deren  erstes  Glied 
irgend  ein  gegebener,  in  der  Fläche  selbst  liegender  Punct  ist,  und 
deren  folgende  Glieder  nach  den  Potenzen  der  beiden  Veränderlichen 
und  den  Producten  aus  diesen  Potenzen  geordnet  sind.  Alsdann  wird 
sich  auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  den  Linien,  darthun  lassen,  dass 
der  Anfang  dieser  Reihe  bis  mit  den  Gliedern  von  der  mten  Ord- 
nung den  Ausdruck  für  eine  zweite  Fläche  darstellt,  welche  im  All- 
gemeinen von  der  mten  Ordnung  ist,  und  mit  der  ersten  Fläche  an 
jenem  in  ihr  gelegenen  Puncte  eine  Berührung  der  mten  Ordnung 
bildet. 

Ohne  aber  die  Entwickelung  dieser  Reihe  vorzunehmen,  und 
noch  weniger  die  gegenseitige  Lage  aller  der  sich  berührenden 
Flächen  in  Untersuchung  zu  ziehen,  als  wo  mit  steigender  Ordnung 
eine  immer  grössere  Anzahl  zu  unterscheidender  Fälle  sich  darbietet, 
wiU  ich  mich  nur  auf  die  Berührung  der  ersten  Ordnung,  d.  i.  auf 
die  Berührung  mit  einer  Ebene,  beschränken,  und  zur  Bestimmung 
dieser  Ebene  von  dem  Satze  ausgehen:  dass  jeder  dem  Berührungs- 
puncte  unendlich  nahe  liegende  Punct  der  Fläche  sich  auch  in  der 
berührenden  Ebene  befindet  (oder  vielmehr  von  dieser  um  ein  Un- 
endlichkleines einer  höheren  Ordnung  entfernt  ist). 

§.  105.     Sei  demnach 

pA  +  qB  +  rC+sD 
der  Ausdruck  der  Fläche,  und  für  den  Punct  derselben,  an  welchen 
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die  berührende  Ebene  gelegt  werden  soll,   sei  f?  =  t?',  u?  =  w\   also 
der  Punct  selbst: 

31  =  />'^  +  ?'5  +  r'C7+  «'2>, 
wenn  />',  j^,  r',  «'  dieselben    Functionen    von   f?'   und  w'  vorstellen, 
welche  />,  y,  r,  «  von  f?  und  w  sind. 

Bezeichnen  femer  2:  und  y  zwei  unendlich  kleine,  von  einander 
unabhängige  Grössen,  so  wird  man  den  Ausdruck  irgend  eines  dem 
%,  unendlich  nahen  Punctes  91'  der  Fläche  erhalten,  wenn  man  in 
dem  vorigen  für  t?',  t?'+^»  und  für  k?',  w?'+y  substituirt.  Hierdurch 
verwandelt  sich  p'  in 

,  ,    d/     ^  d/ 
u.  8.  w.,  und  der  Ausdruck  für  31'  wird: 

^       dt?  dtt?^^      ^  VI  ^  ^^f     ^  dtt?^^ 

dr'  dr'  d«'  d«' 

Nimmt  man  nun  x  und  y  nicht  bloss  unendlich  klein,  sondern 
überhaupt  als  zwei  von  einander  unabhängige,  veränderliche  Grössen, 
so  ist  dieser  Ausdruck  der  Ausdruck  einer  Ebene,  in  welcher  3(  und 
alle  jene  dem  31  unendlich  nahen  Puncte  31'  begriffen  sind,  folglich 
der  Ausdruck  der  die  Fläche  in  31  berührenden  Ebene. 

§.  106.  Zusätze,  d)  Soll  die  Fläche  von  einer  der  Funda- 
mentalebenen, z.  B.  von  ABCy  berührt  werden,  so  muss  für  gewisse 
Werthe  von  v  und  w^  welche  wiederum  v'  und  w'  heissen,  in  dem 
Ausdrucke  der  Berührungsebene  der  Coefficient  von  D  immer  gleich  0 
sein,   was  auch   den  Veränderlichen  x  und  y  für   Werthe  beigelegt 

d«'      d«' 
werden;   es   müssen  folglich  s\   y-7,    -= — -,  zugleich  gleich  0  sein. 

Man  setze  daher  ä,  als  eine  Function,  die  für  v  =  v'  und  to  =  w' 
verschwinden  soll, 

•=^  Ä  (i?  —  t?')  +  ^  (^^  —  ^')» 
wo   h   und  c    (eben  so    wie    die    nachherigen  c?,   e,  ...,  h)    beliebige 
Functionen  von  v  und  w  vorstellen ,    die  für  t?  =  r'  und  w  ^=^  w'  im 
Allgemeinen  endliche  Werthe  erhalten.     Hiernach  wird 

dt?        ^  'dt?  ^  '  dt? 

d«        .  M  d5    ,        ,    ,  ,.  de 

;^—  =(t? t?)-i y  C'\-[W «^)j— • 
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d^  d^ 

Da  nun  t-  und  -r—    für   t?  =  d'    und   w  =^  w'    ebenfalls    null 
av  aio 

werden  sollen,  so  müssen  b  und  c  selbst,  als  worauf  sich  dann  diese 

Differentialquotienten  reduciren,  von  der  Form 

b[v  —  f?')  +  c(tt?  —  tr'), 

und  folglich  s  von  der  Form 

f(v  —  v'Y  +  g[v  —  v')(v)  —  w')  +  h(w  —  w'Y 
sein. 

h)  Soll  der  Berührungspunct  der  Fläche  mit  der  Fundamental- 
ebene ^£C  der  Fundamentalpunct  ^  selbst  sein,  so  müssen  in  dem 
Ausdrucke  der  Fläche,  für  v  =  v'  und  w  =^  w'^  nächst  dem  Coeffi- 
cienten  von  D  auch  die  Coefficienten  von  B  und  C  verschwinden, 
also  letztere  beide  von  der  Form 

h(v  —  v')'{'  c(w  —  to') 
sein. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Fläche,    welche  durch    den 

Fundamentalpunct  ^  geht  und  daselbst  die  Fundamentalebene  ^£(7 

zur  berührenden  hat,  ist  folglich: 

aA  +  [6  (t?  —  v')  +  c{to  —  w')]B  +  [d{c  —  v')  +  e[w  —  w')]  C 
+  [f{p  _  tj')«  4-  g{v  —  v')[w  —  w')  +  h(w  —  «?')«]!>, 

wo  noch  der  Gleichförmigkeit  willen  a  für  p  geschrieben  ist. 

§.  107.  Die  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Ebene  ist  im 
Allgemeinen  von  doppelter  Beschaffenheit.  Um  diese  zu  untersuchen, 
wollen  wir  die  Fundamentalpyramide,  deren  Lage  stets  willkürlich 
ist,  so  gestellt  annehmen,  dass,  wie  zu  Ende  des  vorigen  §.,  ABC 
eine  Berührungsebene  und  A  der  Berührungspunct  ist.  Da  nun 
gegenwärtig  bloss  der  bei  A  unmittelbar  gelegene  Theil  der  Fläche 
in  Betracht  kommt,  für  A  aber  v  =  v*  und  w  =^w'  ist,  so  nehmen 
wir  V  —  v'  und  to  —  w'  als  unendlich  klein,  und  lassen  demzufolge 
im  letztgefundenen  Ausdrucke  der  Fläche  die  Buchstaben  a,  &,  . . . ,  h 
die  Constanten  selbst  bedeuten,  in  welche  die  vorhin  damit  bezeich- 
neten Functionen  für  t?  =  «'  und  «?  =  «?'  übergehen.  Werden  jetzt, 
noch  grösserer  Kürze  willen,  die  Coefficienten  von  B  und  C,  jeder 
durch  a  dividirt,  zu  den  beiden  Veränderlichen  erwählt  und  resp. 
gleich  t  und  u  gesetzt,  wo  daher  t  und  u  ebenfalls  nur  unendlich 
klein  zu  nehmen  sind,  so  reducirt  sich  der  Coefficient  von  D  auf 

die  Form 

it^  +  ktu  +  lv}, 

und  der  Ausdruck  wird 

A  +  tB  +  uC+  (it*  +  ktu  -h  /tt«)D. 

Hdbins  W«rk«  I.  9 
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Man  setze  nun: 

A  +  tB  +  uC=Q  und  Q  +  {ifl  +  ktu  +  lu*)D  =  P, 

so  ist  Q  ein  dem  Berührungspuncte  A  in  der  Berührungsebene  ABC 
unendlich  nahe  liegender  Punct,  und  P  ein  Punct  der  Fläche  selbst, 
der  von  Q  und  mithin  von  der  Berührungsebene  um  ein  Unendlich- 
kleines  der  zweiten  Ordnung  nach  D  zu,  oder  von  D  abwärts  liegt, 
je  nachdem 

positiv  oder  negativ  ist. 

Hiemach  sind  im  Allgemeinen  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
nachdem  nämlich  das  Trinomium 

zwei  imaginäre  oder  reelle  Factoren  hat. 

Im  ersten  Falle,  wo  also  A;*<^4t7,  behält  das  Trinomium  stets 
einerlei  Zeichen,  und  die  Fläche  ist  folglich  in  der  Nähe  des  Be- 
rührungspunctes  ganz  auf  einerlei  Seite  der  Berührungsebene  ent- 
halten. 

Im  zweiten  Falle,  wo  A*>4t7,  wechselt  das  Zeichen  des  Tri- 
nomiums,  und  die  Fläche  liegt  zum  Theil  auf  der  einen,  zum  Theil 
auf  der  anderen  Seite  der  Berührungsebene,  wird  also  von  dieser 
zugleich  geschnitten.  Es  geschieht  dieses  in  zwei  durch  A  gehenden 
Linien,  wovon  man  die  Ausdrücke,  oder  vielmehr  die  Ausdrücke  für 
die  an  diese  Linien  durch  A  gelegten  Tangenten,  erhält,  wenn  man 
die  zwei  Factoren  des  Trinomiums  hintereinander  gleich  0  setzt. 
Durch  diese  zwei  Linien  wird  die  Berührungsebene  um  A  herum  in 
vier  Theile  getheilt,  über  und  unter  welchen  die  Fläche  abwechselnd 
befindlich  ist. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Fläche  dient  eine  Revolutionsfläche,  bei  welcher 
die  erzeugende  Linie  ihre  erhabene  Seite  der  Axe  zukehrt.  Denn  man  denke 
sich  die  erzeugende  Linie  in  irgend  einer  ihrer  Lagen,  und  durch  irgend  einen 
ihrer  Puncte  den  Kreis  gezogen,  welchen  der  Punct  bei  der  Umdrehung  be- 
schreibt. Beide  Linien,  die  erzeugende  und  der  Kreis,  sind  in  der  Fläche 
selbst  begriffen,  und  folglich  die  Ebene  durch  die  zwei  Tangenten,  welche 
in  dem  gedachten  Puncte  an  die  zwei  Linien  gezogen  werden,  die  Berührungs- 
ebene in  diesem  Puncte.  Nun  liegt  aber  der  Kreis  von  seiner  Tangente  nach 
der  Axe  zu,  und  die  erzeugende  Linie  von  der  ihrigen  auf  der  von  der  Axe 
abwärts  gekehrten  Seite.  Folglich  wird  auch  die  Fläche  zum  Theil  auf  der 
einen  und  zum  Theil  auf  der  anderen  Seite  der  Berührungsebene  liegen, 
also  von  letzterer  geschnitten  werden. 

Ausser  diesen  zwei  Hauptarten  der  Berührung  giebt  es  noch 
eine  specielle  dritte:  wenn  nämlich  die  zwei  Factoren  des  Trino- 
miums einander  gleich  sind,  also  k*  =  Atl  ist.    In  diesem  Falle  liegt 
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zwar  eben  so,  wie  im  ersten,  die  Fläche  nur  auf  einer  Seite  der 
Ebene,  weil  der  Coefficient  von  D  für  alle  Werthe  von  t  und  u 
einerlei  Zeichen  hat;  allein  die  Berührung  geschieht  nicht  bloss  in 
A,  sondern  in  einer  durch  A  gehenden  Linie,  deren  Tangente,  wie 
im  zweiten  Falle,  durch  Nullsetzung  des  quadratischen  Trinomiums 
erhalten  wird.  —  Wenn  diese  Art  der  Berührung  nicht  bloss  an 
einzelnen  Stellen,  sondern  überall  auf  der  Fläche  stattfindet,  so  sind 
die  Berührungslinien  Gerade,  die  Fläche  selbst  aber  ist  einerlei  mit 
den  sogenannten  abwickelbaren,  wovon  der  Kegel  und  der  Cylinder 
besondere  Arten  sind. 

§.  108.  Um  in  das  Wesen  der  Berührung  krummer  Flächen 
mit  Ebenen  eine  noch  vollkommenere  Einsicht  zu  erlangen,  wollen 
wir  uns  die  berührende  Ebene  parallel  mit  sich  fortbewegt  vorstellen, 
und  nun  die  Curve  betrachten,  in  welcher  sie  unmittelbar  vor  oder 
nach  der  Berührung  die  Fläche  schneidet.  Der  Ausdruck  für  diese 
Curve  muss  sich  offenbar  aus  dem  obigen  Ausdrucke  der  Fläche 
herleiten  lassen.  Indess  wird  die  Untersuchung  leichter  von  Statten 
gehen,  wenn  wir  an  der  Stelle  der  Fundamentalpuncte  und  der 
barycentrischen  Ausdrücke  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten 
Xj  y,  z  anwenden,  und  die  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
^1  Vi  ^  gegeben  sein  lassen. 

Sei  daher  die  Ebene  der  x,  y  die  berührende,  und  der  Anfangs- 
punct  der  Coordinaten  der  Berührungspunct,  so  muss  z  eine  solche 
Function  von  z  und  y  sein,   dass  für  :c  =  0  und  y  =  0  nicht  allein 

«,   sondern  auch  -=—  und  ^—  =  0  werden.   Durch  ähnliche  Schlüsse, 

ax  dy 

wie  in  §.  106  angewendet  wurden,  findet  sich  hiemach 

z  =  aa:*  -{-  hxy  +  cy*, 

wo  a,  J,  c  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  für  a;  =  0  und  y  =  0 
endliche  Werthe  erhalten,  und  welche  Werthe  ivir  jetzt,  wo  es  bloss 
auf  den  in  unmittelbarer  Nähe  des  Berührungspunctes  befindlichen 
Theil  der  Curve  ankommt,  für  diese  Functionen  selbst  nehmen. 

Hieraus  fliesst  nun  zuerst,  eben  so  wie  im  vorigen  §.,  dass  die 
Berührung  nur  in  einem  Puncte  geschieht  und  die  Fläche  auf 
einerlei  Seite  der  Berührungsebene  liegt,  oder  dass  die  Fläche  von 
der  Ebene  zugleich  geschnitten  wird,  oder  dass  sie  von  der  Ebene 
in  einer  Linie  berührt  wird,  nachdem  5*  kleiner  oder  grösser  oder 
gleich  4ac  ist. 

Heisse  ferner  A  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  oder  der 
Berührungspunct,   und  werde  durch  einen  dem  A  in  der  Axe  der  z 

9» 
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unendlich  nahen  Punct  A  eine  mit  der  Ebene  der  x^  y  parallele 
Ebene  gelegt.  Die  Gleichung  für  dieselbe  ist,  wenn  wir  AA'=  i 
setzen:  z  =  t;  und  folglich  die  Gleichung  für  die  Durchschnittslinie 
der  Ebene  mit  der  Fläche: 

ax'^  +  hxy  +  cy*=  t. 

Wir  schliessen  hieraus :  Die  Linie,  in  toelcher  eine  krumme  Fläche 
von  einer  daran  gelegten  Berührungsebene  geschnitten  zu  werden  an- 
fängt, wenn  diese  parallel  mit  sich  fortbewegt  wird,  ist  im  Allgemeinen 
ein  Kegelschnitt,  welcher  [Ä  d.  h.)  die  Projection  des  Berührungs- 
punctes  auf  die  schneidende  Ebene  zum  Mittelpuncte  hat,  und  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ist  (nachdem  b*  <C  oder  >4ac,  d,  h.),  nach- 
dem die  Fläche  mit  der  berührenden  Ebene  bloss  den  Berührungspunct 
gemein  hat,  oder  von  dieser  zugleich  geschnitten  wird. 

Nur  muss  im  ersten  Falle,  wo  das  Trinomium  ax^  + ..  für  alle 
Werthe  von  x  und  y  einerlei  Zeichen  hat,  die  Bewegung  der  Be- 
rührungsebene nach  der  Seite  zu  geschehen,  auf  welcher  t  das  näm- 
liche Zeichen  bekommt. 

Im  zweiten  Falle  wird  die  Ebene  sowohl  vor  als  nach  der  Be- 
rührung die  Fläche  schneiden.  Nimmt  man  dabei  an,  dass  die 
beidesmaligen  Durchschnittspuncte  der  Ebene  mit  der  Axe  der  z 
von  A  gleichweit  abstehen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnitte mit  der  Fläche: 

a.r*  +  bxy  +  cy*=  t  und  aa:*  -j-  bxy  +  cy^=  —  t, 

also  die  Durchschnitte  selbst  zwei  Hyperbeln,  die,  wenn  man  sie  auf 
die  Ebene  der  x^  y  projicirt,  zwei  conjugirte  Hyperbeln  werden.  Die 
Gleichung  für  die  gemeinschaftlichen  Asymptoten  dieser  projicirten 
Hyperbeln  ist: 

ax'^  +  bxy  -f-  cy*=  0; 

folglich  sind  die  Asymptoten  zugleich  die  Linien,  in  denen  die 
Fläche  von  der  Berührungsebene  geschnitten  wird. 

§.  109.  Die  betrachteten  Durchschnitte  einer  krummen  Fläche 
mit  einer  der  berührenden  unendlich  nahe  liegenden  Ebene  sind 
ganz  vorzüglich  geschickt  zur  Entwickelung  der  merkwürdigen  Sätze, 
welche  rücksichtlich  der  Krümmungshalbmesser  und  unendlich  naher 
Normalen  einer  Fläche  stattfinden.  Wiewohl  nun  eigentlich  von 
diesen  Gegenständen  hier  eben  so  wenig,  als  früher  bei  der  Lehre 
von  der  Berührung  krummer  Linien,  die  Rede  sein  kann,  indem  der 
dabei  zum  Grunde  liegende  Begriff  des  rechten  Winkels,  so  wie  der 
Begriff  des  Verhältnisses  zweier  Winkel  überhaupt,  von  den  Unter- 
suchungen,   denen   die  vorliegende   Schrift  gewidmet  ist,   völlig  aus- 


§.  109. 


Cap.  8.    Ausdrücke  krummer  Flftchen. 


133 


Ab- 


geschlossen bleibt,  so  kann  ich  doch  nicht  umhin,  angesehen  die 
besondere  Anschaulichkeit,  welche  die  gedachten  Gegenstände  durch 
die  folgende  Darstellungsart  gewinnen,  die  hier  vorgesteckten  Grenzen 
einmal  zu  überschreiten. 

Sei  (Fig.  26)  die  Ebene  des  Papiers  die  berührende,  und  in  der- 
selben A  der  Berührungspunct  und  PRQS  die  Projection  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Fläche  von  einer  mit 
der  berührenden  parallelen  und  ihr 
unendlich  nahen  Ebene  im  ersten 
Falle  geschnitten  wird.  Diese  Pro- 
jection wird  eine  der  ersteren  gleiche 
Ellipse  und  A  ihr  Mittelpunct  sein. 
Der  gegenseitige  Abstand  der  beiden 
Ebenen  heisse  t,  wie  vorhin;  er  ist 
von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  die  Durchmesser  der  Ellipse  als 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden.  Sei 
nun  TAU  die  Projection  irgend  einer  durch  den  Berührungspunct 
A  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve.  Der  innerhalb  der  Ellipse 
liegende  Theil  dieser  Projection,  TU,  wird  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  der  Ellipse  als  geradlinig  angesehen  werden  können;  der 
Theil  der  Curve  selbst  aber,  welcher  dem  Theil  A  T  oder  A  U  der 
Projection  zugehört,  wird,  als  Kreisbogen  betrachtet,  das  noch  un- 
endlich kleinere  i  zu  seinem  Quersinus   haben.     Der  Krümmungs- 

AT^ 


halbmesser  dieser  Curve  in  A  ist  daher  = 


2f 


also    dem    Qua- 


drate  des   Durchmessers    proportional,    in  welchem    die   Ellipse  von 
der  Curve  geschnitten  wird. 

Aus  der  Natur  der  Ellipse  folgt  nun  sogleich,  dass  unter  allen 
den  Krümmungshalbmessern,  welche  die  auf  der  Fläche  durch  einen 
Punct  A  derselben  gezogenen  Curven  in  diesem  Puncte  A  haben, 
der  grösste  und  kleinste  zweien  Curven  angehören,  die  sich  in  A 
unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Es  sind  nämlich  diejenigen 
Curven,  welche  bei  A  mit  der  grossen  und  kleinen  Axe  der  Ellipse, 
PQ  und  RS^  zusammenfallen. 

Man  setze  den  Winkel  PAT=q),  so  sind,  PQ  und  und  RS 
zu  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  genommen, 
die  Coordinaten  von  T\ 

AT  cos  q^y  AT  sin  (p\ 

und  aus   der  bekannten  Gleichung  zwischen  diesen  Coordinaten  er- 

giebt  sich: 

1      cos  y*        sin  (p* 

ÄT^  ""  Tf^'^  'aW' 
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sin  <jp* 


Heissen  nun  die  Krümmungshalbmesser  der  Curven  PQ,  BS, 
TU  resp.  r,  r',  q,  so  verhalten  sich 

r:r'  :  q  =  AP*  :  AR*  :  AT\ 

und  die  vorige  Gleichung  wird: 

1    cos  (p* 

Q  r 

die  bekannte  Relation  aswischen  dem  grössten  r,  dem  kleinsten  r', 
und  irgend  einem  anderen  Krümmungshalbmesser  Qj  dessen  Curve 
die  dem  grössten  zugehörige  unter  dem  Winkel  q)  schneidet. 

Werde  endlich  in  einem  beliebigen  Puncte  der  kleinen  Ellipse 
eine  Normale  auf  der  Fläche  errichtet.  Da  die  Ellipse  in  der  Fläche 
selbst  liegt,  so  wird  diese  Normale  auch  die  Peripherie  der  Ellipse 
unter  rechten  Winkeln  treffen,  und  folglich  die  rechtwinklige  Pro- 
jection  der  Normale  auf  die  Berührungsebene  zugleich  eine  Normale 
der  auf  diese  Ebene  projicirten  Ellipse  sein,  wie  z.  B.  TN.  Die 
Normale  der  Fläche  in  dem  Berührungspuncte  steht  senkrecht  auf 
der  berührenden  Ebene,  und  ihre  rechtwinklige  Projection  ist  daher 
der  Punct  A  selbst.  Da  nun  unter  allen  Normalen  einer  Ellipse 
nur  diejenigen  auf  den  Mittelpunct  stossen,  welche  durch  die  End- 
puncte  der  grossen  und  kleinen  Axe  geführt  werden,  so  folgt,  dass, 
wenn  man  durch  einen  Punct  A  der  Fläche  eine  Normale  legt^ 
unter  allen  anderen  unendlich  nahen  Normalen  nur  diejenigen  die 
erstere  schneiden,  welche  in  den  durch  A  gehenden  Curven  der 
grössten  und  kleinsten  Krümmung  auf  der  Fläche  errichtet  werden. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  bei  dem  zweiten  Falle 
anstellen,   wo   die   Fläche   von   der   sie  berührenden   Ebene  zugleich 

geschnitten  wird.  Seien  wiederum 
(Fig.  27)  die  Ebene  des  Papiers  die 
berührende,  A  der  Berührungs- 
punct  und  üTi,  MN  die  Durch- 
schnittslinien  der  Fläche  mit  der 
Berührungsebene.  Letztere  sind, 
wie  bereits  erinnert,  die  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  von  den 
Projectionen  der  zwei  Hyperbeln, 
in  denen  die  sich  parallel  fort- 
bewegende Berührungsebene  unmittelbar  vor  und  nach  der  Berüh- 
rung die  Fläche  schneidet.  Seien  KPN .  .  MQL,  KRM..NSL 
diese  Projectionen,  von  denen  die  erstere  der  über,  die  letztere  der 
unter  der  berührenden  Ebene  liegenden  Hyperbel,  in  dem  Abstände 
±  t,    angehöre.     Alsdann  ist  klar,    dass   von    allen    auf   der  Fläche 


Fig.  27. 
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durch  A  gezogenen  Curven  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
MALy  JT^iV  liegen,  bei  A  ihre  hohle  Seite  und  Krümmungshalb- 
messer nach  oben,  und  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
KAM^  NAL  enthalten  sind,  ihre  hohle  Seite  und  Krümmungs- 
halbmesser nach  unten  zu  kehren;  dass  folglich,  die  Krümmungs- 
halbmesser der  ersteren  Curven  positiv  gesetzt,  die  der  letzteren 
negativ,  dagegen  die  Krümmungshalbmesser  der  Curven,  welche  mit 
den  Asymptoten  zusammenfallen,  unendlich  sind. 

Schneidet  eine  durch  A  gelegte  Curve  die  eine  der  beiden 
Hyperbeln  in  T,  so  ist  ihr  Krümmungshalbmesser,  absolut  genommen, 

AT^ 

=     ^ .  ,    und   mithin    desto    kleiner,    je    kleiner    der    Winkel   ist, 

welchen  die  Curve  mit  der  Hauptaxe  PQ  (oder  -Rä),  der  von  ihr 
geschnittenen  Hyperbel  macht.  Die  grösste  Krümmung  haben  folg- 
lich unter  den  ihnen  zunächst  liegenden  diejenigen  zwei  Curven, 
welche  mit  den  Hauptaxen  selbst  zusammenfallen.  Sie  schneiden 
sich  daher  unter  rechten  Winkeln,  und  ihre  Krümmungshalbmesser 
haben  entgegengesetzte  Zeichen. 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Werthe  dieser  Krümmungshalb- 
messer von  PQ,  RS  durch  r,  r',  und  den  irgend  einer  anderen 
durch  A  gehenden  Curve  TU,  welche  mit  PQ  einen  Winkel 
gleich  q>  macht,  durch  ^,  so  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  der 
Gleichung  für  die  Hyperbel,  wie  vorhin  aus  der  Gleichung  für  die 
Ellipse,  darthun,  dass 

1  cos  qp*        sin  qp* 

q  r  r' 

Auch  erhellet  eben  so  wie  vorhin,  dass  unter  allen  Normalen, 
welche  durch  dem  A  unendlich  nahe  liegende  Puncte  der  Fläche 
geführt  werden,  nur  diejenigen  die  in  A  errichtete  Normale  schnei- 
den, deren  Puncte  in  den  Curven  der  grössten  Krümmung  liegen. 

Was  zuletzt  den  Fall  betrifft,  wo 

ein  Quadrat  ist,  und  die  Fläche  von  der  Ebene  in  einer  Linie  be- 
rührt wird,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren,  dass, 
wenn  die  berührende  Ebene  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten 
Ordnung  nach  der  Seite,  wo  die  Fläche  liegt,  parallel  fortgeführt 
wird,  sie  die  Fläche  in  zwei  Parallellinien  schneidet,  welche  um  ein 
XJnendlichkleines  der  ersten  Ordnung  von  einander  abstehen,  und 
zwischen  welchen  der  Berührungspunct  mitten  inne  liegt.  Hieraus 
ist  weiter  zu  schliessen,  dass  unter  allen  Curven  durch  den  Be- 
rührungspunct diejenige,   welche  mit  jenen  Parallelen  parallel  geht, 
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gar  keine  Krümmung,  diejenige  aber,  welche  die  Parallelen  recht- 
winklig schneidet,  die  grösste  Krümmung  hat,  —  dass,  wenn  man 
den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  gleich  r  setzt,  mit  Beibe- 
haltung der  vorigen  Bezeichnungen 

1    cos  q>* 

ist,  und  dass  endlich  nur  diejenigen  Normalen  die  Normale  durch 
den  Berührungspunct  schneiden,  welche  durch  Puncte  der  Curve 
von  der  grössten  Krümmung  gezogen  werden,  die  Normalen  aber 
durch  Puncte  der  Curve  von  keiner  Elrümmung  mit  der  gedachten 
Normale  parallel  laufen. 


Yon  den  Flächen  der  zweiten  Ordnung. 

§.  110.  Der  in  §.  107  in  Betrachtung  gezogene  Ausdruck  der 
zweiten  Ordnung: 

ist,  wenn  t  und  u  nicht  bloss,  wie  dort,  unendlichklein,  sondern  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  genommen  werden,  der  Ausdruck  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne.  Der 
Beweis  dafür  wird  in  dem  folgenden  Capitel  (§.  134, 1)  gegeben 
werden.  Diesen  aber  vorausgesetzt,  lassen  sich  schon  jetzt  die  Merk- 
male bestimmen,  aus  denen  die  Art  einer  solchen  Fläche  erkannt 
werden  kann. 

Zu  diesem  Ende  haben  wir  fürs  erste  die  Coefficientensumme 
des  Ausdrucks  näher  zu  untersuchen,  welche,  nach  u  geordnet  und 
mit  8  bezeichnet,  sich  also  schreiben  lässt: 

So  wie  nun  allgemein 

1 

ax*  +  5a:  +  c  =  -r— (t?*  +  rf), 

4a 


wo 

so  wird 


wo 


t?  =  2ax  +  5  und  d  =  Aac  —  &*, 


c  =  2lu-hkt+l 
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und 

d  =  4/(»<*  +  <  -I-  1)  —  {*<  +  1)» 


wo 
und 


Hiermit  ^"ird 


tt?  =  2(4t7  — A«)^  +  2(2/  — A) 

6  =  4(4t7  — *«)(4/— 1)  — 4(2/  — A)« 
=  16/(4t7  — A«— 1  +  *  — /). 


« 


4/L     ^4(4t7  — A«)J' 


wo  V  und  U7  lineare  Functionen  von  t  und  t/  sind. 

Nun  giebt  es  3  Hauptarten  von  Flächen  der  zweiten  Ordnung: 
das  Ellipsoid,  welches  auf  einen  endlichen  Raum  beschränkt  ist, 
und  zwei,  sich  in  das  Unendliche  erstreckende,  Hyperboloide, 
das  elliptische  und  das  hyperbolische,  von  denen  das  erstere 
ganz  auf  einerlei  Seite  jeder  Berührungsebene  liegt,  das  letztere 
aber  von  einer  solchen  zugleich  geschnitten  wird. 

Sind  die  Hyperboloide  zugleich  Revolutionsfl&chen,  so  entsteht  das  ellip- 
tische durch  Umdrehung  einer  Hyperbel  um  die  Hauptaxe,  das  hyperbolische 
durch  Umdrehung  um  die  zugeordnete  Axe. 

Die  durch  den  Ausdruck  dargestellte  Fläche  ist  demnach  ein 
EUipsoid,  wenn  s  niemals  gleich  0  werden  kann,  also  wenn  4t7  —  A* 
und  e  positiv  sind,  d.  h.  wenn 

4t7>A*  und  ^il  —  k'  —  i  +  k  —  l 

mit  /  und  folglich  auch  mit  i  einerlei  Zeichen  hat.     Denn  wegen 
4il^k*  müssen  i  und  /  einerlei  Zeichen  haben. 

Die  Fläche  ist  zweitens  ein  elliptisches  Hyperboloid,  wenn  «  =  0 
werden  kann,  und  4t7>A*  ist  (§.  107),  folglich  wenn  4t7>A*  ist, 
und 

das  entgegengesetzte  Zeichen  von  t  und  /  hat. 

Endlich  wird  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  sein, 
wenn  iil<Ck*  ist,  mag  e  das  positive  oder  negative  Zeichen  haben. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

4;/_A;«  — t  +  A  — '=0, 

ist  die  Fläche  ein  Paraboloid,  und  zwar  wiederum  ein  ellip- 
tisches oder  hyperbolisches,  nachdem  4t7>  oder  <Ck*.  Bei 
ersterem  ist  daher  8  der  Summe  zweier  Quadrate  gleich  und  kann 
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nur,  wenn  v  und  w  zugleich  gleich  0  sind,  verschwinden,  so  dass 
sich  das  elliptische  Paraboloid  nur  nach  der  einzigen  durch  v  =  0 
und  10  =  0  bestimmten  Bichtung  in  das  Unendliche  ausdehnt.  Bei 
dem  hyperbolischen  Paraboloid  wird  8  der  Differenz  zweier  Quadrate 
gleich,  folglich  in  zwei  Factoren  auflösbar,  und  kann  daher  für  un- 
endlich viel  zusammengehörige  Werthe  der  Veränderlichen  gleich  null 
werden. 

Ein  noch  speciellerer  Fall  ist  der,  wo 

4f7  — i«  =  0, 

und  mithin  die  Berührung  in  einer  geraden  Linie  geschieht.    In  der 

That  wird  der  Coefficient  von  D  alsdann  -j^,  wo 

tj  =  2lu  +  kt, 
und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf 

4lA  +  4ltB  +  2{v  —  kt)C+v*D, 
gehört  also  einer  Kegelfläche  an,  deren  leitende  Linie 

AlA  +  2vC+v*D  =  lA  +  xC  +  x*D,  für  t?  =  2a:, 

und  deren  Spitze  21 B  —  kC  ist. 

Wenn  endlich  nicht  nur  4il  —  A*,  sondern  auch 

Ul  —  k*  —  i  +  k  —  l=0 
ist,  so  findet  sich 

A  =  2f  =  2/, 

und  die  Spitze  jener  Kegelfläche  wird  ^  B  —  C,  also  unendlich 
entfernt;  d.  h.  der  vorige  Kegel  geht  in  einen  Cylinder  über, 
dessen  leitende  Linie  dieselbe  ist,  wie  die  des  Kegels,  und  dessen 
erzeugende  Linie  sich  parallel  mit  der  Fundamentallinie  B  C  bewegt, 

§.  111.     Der  Ausdruck  für   die  Flächen  der  zweiten  Ordnung: 

A+tB  +  uC+  {it*  +  ktu  +  lu*)D 

lässt  sich  in  dem  Falle,  wo  der  trinomische  Coefficient  von  D  in 
zwei  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  und  mithin  die  zugehörige 
Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  ist,  auf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen.     Denn  seien  diese  Factoren: 

it^-\-  au  =  Xj    t-\-  bu  =  i/j 
also 

i7*  +  ..  =  a:y, 

so  kann  man  umgekehrt  t  und  u  als  lineare  Functionen  von  x  und 
y  darstellen,  und  der  Ausdruck  wird,  wenn  man  x  und  y  als  Ver- 
änderliche einführt,  die  Form  erhalten: 

A  +  {cx  +  dy)B  +  (ex  +fy)  C+xyD. 
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Wird  nun  noch 

cB  +  eC=ßB  und  dB+fC=yC 

gesetSBt,  und  nimmt  man  B,^  C,  statt  B,  C  zu  Fundamentalpunct^U; 
so  kommt  der  Ausdruck: 

A  +  ßxB.+  yyC+zyD, 
oder  noch  etwas  einfacher,    wenn  man   für  x  und  y,    --r    und    — 

schreibt,   -r—  =  d  setzt,   und  an  B  und  C  die  nicht  mehr  nöthigen 

Accente  weglässt: 

I)  A  +  xB  +  yC+dxyD, 

Die  berührende  Fundamentalebene  und  der  Berührungspunct  A 
sind  hierbei  unverändert  geblieben;  dagegen  sind  die  jetzigen  Funda- 
mentallinien  AB  und  AC  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Fläche 
von  der  an  A  gelegten  Berührungsebene  geschnitten  wird.  Denn 
für  y  =  0  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  A-^-xBy  und  für  ar  =  0 
auf  A-^-yC.  Die  zwei  Durchschnitte  der  Fläche  mit  der  Be- 
rührungsebene in  A  sind  folglich  Gerade. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  Berührungsebene. 
Denn  seien  für  irgend  einen  Punct  der  Fläche :  a:  =  a:',  y  =  y';  so 
kommt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche  das  einemal  x  =  x' 
setzt,  und  y  als  Veränderliche  beibehält,  das  anderemal  y  ^  y'  setzt, 
und  X  veränderlich  lässt: 

1)  A  +  x'B  +  yC  +  dx'yD, 

2)  A  +  xB  +y'C+dy'xD, 

die  Ausdrücke  zweier  durch  jenen  Punct  gehender  und  in  der  Fläche 
selbst  liegender  gerader  Linien.  Da  nun  die  Ebene  durch  die 
Tangenten,  welche  an  zwei  auf  einer  Fläche  gezogene  Linien  in 
ihrem  Durchschnittspuncte  gelegt  werden,  die  Berührungsebene  der 
Fläche  in  diesem  Puncte  ist,  eine  Gerade  aber  in  jedem  ihrer  Puncto 
sich  selbst  zur  Tangente  hat,  so  wird  die  durch  die  Geraden  1)  und 
2)  gelegte  Ebene  die  berührende  in  jenem  Puncte  sein,  und  mithin 
die  Fläche  in  diesen  zwei  Geraden  schneiden*). 


*)   In  der  That  findet  sich  auch  nach  §.  105  der  Ausdruck  der  BerOhrungs- 
ebene  in  dem  Puncte,  für  welchen  x  s=mf  und  y  =*  y*  ist : 

A  +  (x'^  r)  J9  4-  (/+  w)C+  cf  («'y'-hy't;  -h  ^to)  Z>, 

oder  einfacher,  wenn  man  xf-^v,  y'+to  zu  den  Ver&nderlichen  nimmt  und  gleich 

X   ti  setsli  * 

A-hxB-\'yC-hd{y'x  +  x'y--xfy)D, 

ein  Ausdruck,  der  sich  für  x  0  x'  auf  1),  und  für  y  =»  y'  auf  2)  reducirt. 
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Durch  jeden  Punct  des  hyperbolischen  Hyperboloids  können  also 
ztoei  in  der  Fläche  selbst  liegende  Gerade  gezogen  werden.  Alle  diese 
Geraden  aber  bilden  zwei  Systeme  von  der  Beschaffenheit^  dass  Jede 
Gerade  des  einen  Systems  jede  Gerade  des  anderen  schneidet.  Das 
Hyperboloid  kann  daher  immer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden^ 
und  zwar  auf  doppelte  TVeise,  erzeugt  werden. 

Aber  auch  umgekehrt:  Hat  man  drei  Gerade^  von  denen  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird  eine  vierte  Gerade,  dergestalt  be- 
wegt, dass  sie  die  drei  erster en  fortwährend  schneidet,  ein  hyperbo- 
lisches Hyperboloid  erzeugen. 

Denn  seien  AB  und  CD  zwei  jener  drei  Geraden.  Eine  sie 
schneidende  Gerade  hat  den  Ausdruck  (§.  56,1,  1): 

(A)  mxA  +  xB  +  nC+D, 

wo  m  und  n  noch  unbestimmte  Constanten  sind,  die  wir  jetzt  so 
bestimmen  wollen,  dass  die  Gerade  (A)  durch  einen  bestimmten 
Punct  P  der  Geraden 

(B)  (a  +  a'y)A  +  (*  +  Vy)B  +  yC-^  D 

gehe.  Für  den  bestimmten  Werth,  den  die  Veränderliche  y  im  Aus- 
drucke (B)  für  P  hat,  muss  daher  sein: 

n  =  y,    mz  =  a  +  ay,    z  =  b  +  Vy, 
also 

a  +  ay 

b  +  by 

Substituirt  man  diese  Werthe  für  m  und  n  im  Ausdrucke  (A), 
und  nimmt,  der  Einfachheit  willen,  statt  x  eine  andere  Veränder- 
liche z,  so  dass 

x  =  (b  +  Vy)z, 

80  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  gesuchte  Gerade,  welche  AB 
und  CD  schneidet  und  durch  P  geht: 

(a  +  a'y)zA  +  [b  +  b'y)zB  +  yC+D. 

Lässt  man  nun  y  nicht  mehr  einen  bestimmten  Werth  haben, 
sondern  veränderlich  sein,  so  umfasst  der  gefundene  Ausdruck  alle 
durch  AB,  CD  und  (B)  zugleich  gehenden  Geraden,  ist  folglich 
der  Ausdruck  der  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt  wird,  deren  leitende  Linien  die  drei  Geraden  AB,  CD  und 
(B)  sind. 

Es  reducirt  sich  aber  der  Ausdruck,  wenn  man  Z),  C,  Ö-4  +  J5 
und  a'A  +  b'B  zu  Fundamentalpuncten  nimmt ,  auf  die  Form  des 
Ausdrucks  I);  mithin  ist  die  ihm  zugehörige  Fläche  ein  hyperbo- 
lisches Hyperboloid. 
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§.  112.  Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  als  eine  besondere 
Art  des  hyperbolischen  Hyperboloids  zu  betrachten,  indem  ersteres 
aus  letzterem  entsteht,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  im  Aus- 
drucke des  letzteren  in  zwei  Factoren  auflösbar  wird,  also  bei  dem 
yereinfachten  Ausdrucke  I) ,  wenn  d  =  1  wird.  Der  Ausdruck  für 
das  hyperbolische  Paraboloid  ist  daher: 

ü)  A  +  xB  +  yC  +  xyD. 

Auch  bei  dieser  Fläche  lassen  sich  durch  jeden  ihrer  Puncte 
zwei  in  ihr  selbst  begriffene  Gerade  ziehen: 

A  +  xB  +y^C'\'y'xD, 
A  +  x'B  +  yC  +  x'yD, 

Die  erstere  derselben  schneidet  die  Fundamentallinien  AC  und 
BD,  und  liegt  in  einer  mit  AB  und  CD  parallelen  Ebene;  die 
letztere  schneidet  AB  und  CDj  und  liegt  in  einer  Ebene,  welche 
mit  AC  und  BD  parallel  ist.     Yergl.  §.  56  zu  Ende. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  enthält  demnach  zwei  Systeme  ge- 
rader Linien  von  derselben  Beschaffenheit^  wie  bei  dem  Hyperboloid^ 
nur  mit  dem  Ztisatze,  dass  die  Geraden  eines  Jeden  Systems  mit  einer 
Ebene  parallel  sindy  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt  j  dass  sie 
drei  mit  einer  Ebene  parallele  (zum  anderen  System  gehörige)  Gerade 
schneiden. 

Dass  auch  umgekehrt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  immer  er- 
zeugt werde,  toenn  eine  Gerade  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel 
bewegt  wird,  und  dabei  durch  zwei  gegebene  Gerade  geht,  oder  wenn 
sie  drei,  mit  einer  und  derselben  Ebene  parallele  Gerade  zu  leitenden 
Linien  hat,  wird  man  leicht  selbst  finden. 

Aus  diesen  Eigenschaften  des  hyperbolischen  Hyperboloids  und 
hyperbolischen  Paraboloids  ziehen  wir  zum  Schlüsse  noch  den  Satz: 

Hat  man  drei  Gerade  a,  b,  c,  von  denen  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen,  und  vier  oder  mehrere  andere  Gerade  a,  ß,  y,  d,  ..., 
deren  jede  von  a,  b,  c  zugleich  geschnitten  wird,  so  wird  jede  Gerade 
d,  welche  von  den  Geraden  a,  ß,  y,  d,  .,.  irgend  drei  a,  ß,  y  schneidet, 
auch  alle  übrigen  d,  ...  schneiden.  —  Sind  dabei  a,  b,  c  mit  einer 
Ebene  parallel,  so  toird  mit  derselben  Ebene  atuih  d  parallel  laufen, 
und  die  Geraden  a,  ß,  y,  d,  ...  werden  ebenfalls  mit  einer  Ebene 
parallel  sein. 


i 
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Von  abwickelbaren  Flächen. 

§.  113.     Der  Ausdruck 

{A)  {pf)  +  q)A+[rv  +  8)B  +  vC+D 

ist,  wenn  pj  q,  r,  8  constant  und  v  veränderlich  genommen  werden, 
der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  (§.  47).  Lässt  man 
aber  />,  y,  r,  8  beliebige  Functionen  einer  zweiten,  von  v  unabhän- 
gigen Veränderlichen  w  sein,  so  wird  (A)  der  allgemeine  Ausdruck 
einer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugten  Fläche.  Vergl. 
§.  101. 

Der  obige  Ausdruck  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  giebt 
hierzu  ein  Beispiel  ab.  Für  diese  Fläche  sind  p,  q,  r,  8  lineare 
Functionen  von  w,  und  folglich  der  Ausdruck  [A)  auch  dann  einer 
Geraden  angehörig,  wenn  v  constant  und  w  veränderlich  genommen 
wird;  daher  diese  Fläche  auf  doppelte  Weise  von  einer  Geraden 
beschrieben  werden  kann.  Auch  sieht  man  leicht,  wie  dann  der 
Ausdruck  (A)  durch  Annahme  anderer  Fundamentalpuncte  auf  die 
einfache  Form  I)  in  §.  111  sich  zurückführen  lässt. 

§.  114«     Die  bei  Erzeugung  der  Fläche  (A)  auf  die  Gerade 

(pv  +  q)A  +  {rv  +  8)B  +  vC+D 

nächstfolgende  Gerade  ist: 

[(p  +  dp)z  +  q  +  Aq]A  +  [(r  +  dr)x  +  8  +  d«]  J?  +  zC+D. 

Zwei  solcher  nächstfolgender  Geraden  schneiden  im  Allgemeinen 
einander  nicht.  Geschieht  dieses  aber  irgend  einmal,  so  hat  man 
für  den  Durchschnittpunct  (§.  48)  v  =  z,  und: 

t?dj9  +  dy  =  0,     vdr-\-ds  =  Oy 
also 

dp  :  dq  =  dr  :  ds  j 

woraus  sich  die  dem  Durchschnitte  zugehörigen  Werthe  von  v  und 
w  bestimmen  lassen. 

Sollen  daher  stets  je  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  der  er- 
zeugenden Linie  einander  schneiden,  oder  überhaupt  in  einer  Ebene 
liegen,  so  muss,  unabhängig  von  einem  bestimmten  Werthe  für  ir, 
zwischen  den  Differentialen  der  vier  Functionen  /?,  y,  r,  s  eine  geo- 
metrische Proportion  stattfinden. 

In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  ganze  Fläche  aus  ebenen 
Elementen  zusammengesetzt  vorsteUen,  welche  von  unbegrenzter 
Länge,    aber  unendlich  kleiner  Breite   sind    und    mit  ihren    langen 
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Seiten  an  einander  grenzen.  Denkt  man  sich  das  erste  dieser  Ele- 
mente um  seine  gerade  Dnrchschnittslinie  mit  dem  zweiten  gedreht, 
bis  es  in  die  Ebene  des  zweiten  fällt;  hierauf  die  zwei  ersten  Ele- 
mente zusammen  um  den  Durchschnitt  des  zweiten  und  dritten,  bis 
sie  in  die  Ebene  des  dritten  fallen,  u.  s.  w. :  so  wird  die  Fläche  nach 
und  nach  abgewickelt  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet.  Man  nennt 
daher  Flächen  dieser  Art  abwickelbare  Flächen. 

um  den  allgemeinen  Ausdruck  derselben  zu  erhalten,  setze  man 
infolge  der  obigen  Proportion: 

dp dj 

dr  ~  d«~^' 
imd  es  wird 

p:=/zdr,     q=/zd8; 

folglich  wenn  man  diese  Integrale  für  p  und  q  in  dem  Ausdrucke  [A) 
substituirt: 

I)        (f)fzdr  +/zd8)A  +  {rf)  +  8)B  +  vC+  2>, 

wo  r,  8j  z  beliebige  Functionen  der  Veränderlichen  to  sind. 

§.  115.  Der  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche  lässt  sich 
noch  unter  einigen  anderen  Formen  darstellen,  die  sowohl  durch 
geometrische  Betrachtungen,  als  auch  durch  analytische  Umformungen 
des  Ausdrucks  I)  gefunden  werden  können. 

Zuerst  kann  man  sich  alle  die  verschiedenen  Ebenen,  in  welchen 
die  ebenen  Elemente  der  Fläche  enthalten  sind,  als  die  Lagen  einer 
nach  einem  gewissen  Gesetze  bewegten  Ebene  denken,  und  mithin 
die  Lagen  der  erzeugenden  Linie  als  die  Durchschnitte  je  zweier 
nächstfolgenden  Lagen  der  bewegten  Ebene  ansehen. 

Sei  nun  der  Ausdruck  dieser  Ebene  (§.  51): 

(B)  [u  +  tx  +  zy)A  +  yB  +  zC+D, 

wo  t,  Uj  z  für  dieselbe  Ebene  constant,  von  einer  zur  anderen  aber 
veränderlich  sind.  Nimmt  man  daher  t,  w,  z  als  beliebige  Functionen 
einer  Veränderlichen  «r,  so  ist  die  nächstfolgende  Ebene: 

[u  4-  du  +  (t  +  dt)z  +  («  +  dz)f/]A  +  yB  +  xC+  2>, 

und  für  den  Durchschnitt  derselben  mit  der  vorigen  (§.  53): 

du  +  zdt  +  ydz  =  0. 

Hiermit  das  y  aus  dem  einen  oder  anderen  Ausdrucke  eliminirt, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  oder  der  erzeugen- 
den Geraden,  also  auch  der  erzeugten  abwickelbaren  Fläche: 

")  [•'+— '(a7+4:)>-(dT+4:)*+'<'+" 
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Man  bemerke  dabei  noch,  daas  die  Ebene  (B)  in  jeder  ihrer 
Lagen  die  Flache  ü)  beröhrt,  nnd  die  Flache  seibat  die  einhüllende 
Flache  des  von  der  Ebene  dorchlanfenen  Raum«  ist. 

§.  116.  Aue  die  Pnncte,  in  denen  sich  je  zwei  nächstfolgende 
Lagen  der  eine  abwickelbare  Flache  ersengenden  geraden  Linie 
schneiden,  bilden  eine  Linie  Ton  doppelter  Krümmung,  die  soge- 
nannte Wendnngscnrye  der  Flache  {arSie  de  reiraussemeni),  von 
welcher  die  Greraden  selbst  die  Tangenten  sind.  Denn  in  jeder 
dieser  Geraden  liegen  zwei  auf  einander  folgende  Puncto  der  Curve, 
der  eine,  in  welchem  die  Grerade  von  der  nachstrorhergehenden,  der 
andere,  in  welchem  sie  von  der  nächstfolgenden  Greraden  geschnitten 
wird.  Man  kann  sich  daher  eine  abwickelbare  Flache  auch  durch 
Fortbewegung  einer  Tangente  an  einer  Linie  von  doppelter  Krüm- 
mung erzeugt  vorstellen  und  dadurch  noch  auf  folgende  Weise  zu 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  dieser  Flachen  gelangen. 

Sei  der  Ausdruck  der  Wendungscurre 

(C)  tA  +  uB  +  zC+D, 

wo  ty  u,  z  beliebige  Functionen  einer  Veränderlichen  ir,  folglich  auch 
t  und  u  Functionen  von  z  sind.  Hiemach  ist  für  ein  bestimmtes 
z  der  Ausdruck  der  an  die  Curre  gelegten  Tangente: 

m)    \i  +  x^A  +  \u  +  x^B^'[z  +  x)C+D, 

und  dieser  folglich  der  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche,  sobald 
man  nächst  x  auch  z  veränderlich  nimmt. 

§.  117.  Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  sich  die  Ausdrücke  ü) 
und  m)  aus  I)  auch  durch  analytische  Operationen  ableiten  lassen. 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 

rdz  =  — d<,    «dz  =  —  dw, 
und  es  wird: 

_       d7  _       d^* 

''~~di^        '-~~iz' 

p  =yzdr  =  zr — frAz  =  — z^ — h  ^, 

q  =^fzA8  =  Z8  — fsiiz  =  —  2-= h"- 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdrucke  I)  giebt  aber 
den  Ausdruck  II). 
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Weil  es  femer  nur  darauf  ankommt,  dass  die  Differentiale  der 
vier  Functionen  p,  q,  r,  s  in  einer  geometrischen  Proportion  stehen, 
so  muss,  wenn  der  Ausdruck 

{pv  +  q)A  +  {rv  +  8)B+.. 

einer  abwickelbaren  Fläche  angehört,  dasselbe   auch  mit  dem  Aus- 
drucke 

{p  +  rv)A  +  {q  +  8v)B  +  vC+D 

der  Fall  sein.     Substituirt  man  nun  im  letzteren  Ausdrucke  die  für 
Pj  9j  ^f  *  bemerkten  Werthe,  so  kommt: 

welcher  Ausdruck  sich  auf  IQ)  reducirt,  wenn  man  z  +  v  statt  v  zur 
Veränderlichen  nimmt,  und  hierauf  z  negativ  setzt. 


Neuntes  Capitel. 

Verwandlung  barycentrischer  Ansdrflcke 
in  Gleichungen  zwischen  parallelen  C!oordinaten 

nnd  nmgekehrt. 


§.  118.  Aufgabe.  Von  den  Puncten  A,  B,  C,  D^  .,  sind  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen  X,  F,  Z  die  Coordi- 
naten  gegeben.  In  Bezug  auf  dasselbe  Axensystem  die  Coordinaten 
des  Punctes 

P  =  pA  +  qB  +  rC+8D  +  .,. 
zu  finden. 

Auflösung.  Heissen  die  gegebenen  Coordinaten  von  Ay  B,  C,  .., 
resp. :  a,  a,  a";  J,  b\  V'\  c,  c\  c"\  u.  s.  w.,  und  die  von  P gesuchten: 
2r,  y,  z.     Nun  bedeutet  nach  §.13  und  §.  8  der  Ausdruck 

P=pA  +  qB  +  .,. 

nichts  anderes,  als  dass,  wenn  man  durch  die  Puncte  P,  Ay  B,  C,  ,,. 
nach  einer  beliebigen  Bichtung  Parallelen  zieht,  und  diese  durch 
eine  willkürlich  gelegte  Ebene  in  P',  A'y  Bf y  C7',  ...  schneidet, 

p  .  AÄ'\'  q  .  55'+  r  .  CC7'+  ..  =  (;>  +  j  +  r  +  .  )PP' 

MAbias  Werk«  I.  10 
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ist  Man  gebe  daher  erstlieh  den  Parallelen  die  Bichtung  der  Axe  X, 
und  nehme  zu  der  schneidenden  Ebene  die  Ebene  YZ,  so  sind  jene 
Abschnitte  die  mit  X  parallelen  Coordinaten  selbst,  also  AA'=  Oj 
BB=  J,  CC'=  c,  u.  s.  w.,  und  PP'=  z,  folglich 

pa  +  qh  +  rc+  ,..  =  (^  +  y  +  r  +  ...)ir 
und 

^  ^  pa  +  qh  +  rc-^r'- 

p  +  q  +  r  +  ... 

Auf  eben  die  Art  findet  sich,  wenn  man  die  Parallelen  parallel 
mit  der  Axe  Y  oder  Z  nimmt,  und  zur  schneidenden  Ebene  die 
Ebene  ZX  oder  XF  wählt: 

^pa  +  qb'+rc'+...  ^pa"+ qb''^rc"+  ... 

^""     p  +  q  +  r  +  ,..     '     ^~      P  +  q  +  r+ ,., 

§.  119.  Zusatz.  Sind  die  Puncte  A,  B,  (7,  ...  und  mithin 
auch  P  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  so  hat  man,  wenn 
diese  Ebene  zur  Ebene  X  Y  genommen  wird ,  d\  h"y  cT,  ...  r  =  0, 
und  der  Punct  P  ist  schon  durch  die  Coordinaten 

pa  +  qb  '\-rc  +  ...  pa'\-qh'-\~rc'-{- ... 

~     P  +  i  +  r+'"    '  p  +  q  +  r+ ,.. 

bestimmt. 

Liegen  aber  sämmtliche  Puncte  in  einer  geraden  Linie,  und 
nimmt  man  dieselbe  zur  Axe  X,  so  sind  nicht  nur  a\  V\  c\  ..., 
z  =  0,  sondern  auch  a',  h\  c\  ...,  y  =  0,  und  P  wird  allein  durch 
die  Gleichung 

pa  +  ö^  +  ^^  +  ••  • 
X  = 

p  +  q  +  r-\- ... 

gefunden,  wo  a,  5,  c,  ...,  x  die  Abstände  der  Puncte  A,  jB,  C,  ...,  P 
von  einem  in  der  Linie  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  bezeichnen. 

§.  120.  Aufgabe.  Ein  Punct  P  in  einer  geraden  Linie  ist 
durch  seinen  Abstand  x  von  einem  beliebigen  Anfangspuncte  der 
Linie  gegeben.  Den  Ausdruck  von  P  in  Bezug  auf  zwei,  in  der- 
selben Linie  enthaltene  und  durch  ihre  Abstände  a,  h  vom  Anfangs- 
puncte ebenfaUs  gegebene  Fundamentalpuncte  A,  B  zu.  finden. 

Auflösung.     Man  setze 

P  =  pA  +  qB, 

so  ist  nach  dem  Vorigen: 

__  pa  +  qh 

P  +  l 
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folglich 


und 


folglich 


p  :  q  z=  X  —  b  :  —  {z  —  a), 

P={x  —  b)A  —  {z  —  a)B. 


§.  121.     Zusätze,     a)  Weil 

AP  =  x  —  a  und  BP=x  —  b, 
so  verhält  sich 

AP  :  PB  =  x  —  a:  —  (x  —  b), 

woraus  nach  §.  22,  b  derselbe  Ausdruck  für  P  hervorgeht. 

b)  Nimmt  man  den  einen  der  beiden  Fundamentalpuncte,  z.  H. 
B,  selbst  zum  Anfangspuncte,  so  ist  J  =  0,  a  =  BA,  und  die 
Formeln  werden: 

P  +  9  BA  BA 

§.  122.  Aufgabe.  Von  einem  Puncte  P  in  einer  Ebene  und 
von  drei  in  derselben  liegenden  Fundamentalpuncten  Ay  B,  C  seien 
die  Coordinaten  auf  ein  beliebiges  in  der  Ebene  enthaltenes  System 
zweier  Axen  bezogen:  ar,  y;  a,  a' \  J,  V \  c,  c\  Den  Ausdruck  von 
P  durch  A,  B,  C  zu  finden. 

Auflösung.     Man  setze 

P=pA  +  qB  +  rC, 
so  ist  nach  §.  119: 

p[x —  a)  +  j(a: —  b)  +r{x  —  c)  =  0, 
P(y  —  a')  +  q(y—b')  +  r[y  —  c')  =  0. 
Hieraus  folgt: 

p  :  q:r  =  {x  —  b){y  —  c')  —  (x  —  c)(y  —  b')  : 
[x  —  r){y  —  a')  —  [x  —  a)[y  —  c)  :(x  —  a)(y  —  V)  —  {x  —  b)(y  —  «'), 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  diese  den  />,  y,  r  proportionalen  Grössen 
in  dem  für  P  angenommenen  Ausdrucke  pA-\-  qB  +  rC  zu  sub- 
stituiren. 

§.  123.  Zusätze,  a)  Es  ist  in  §.  23  bewiesen  worden,  dass 
die  Coefficienten  />,  q^  r  den  Dreiecken  PBCj  PCAy  PAB  pro- 
portional sind.  Dasselbe  zeigt  sich  auch  hier,  indem  durch  die  dem 
p  proportionale  Grösse :  [x  —  b)[y  —  c')  —  [x  —  c)[y  —  V) ,  wenn  die 
Axen  sich  rechtwinklig  schneiden,  das  Doppelte  des  Dreiecks  PBC 
ausgedrückt  wird.    Schneiden  sich  aber  die  Axen  unter  irgend  einem 

10» 
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anderen  Winkel,    so   ist  jene  Grösse  dem  Doppelten  des  Dreiecks 
PBCj  dividirt  durch  den  Sinus  des  Axenwinkels,  gleich. 

b)  Um  die  Formeln  einfacher,  und  dadurch  zu  den  künftigen 
Anwendungen  geschickter  zu  machen,  wollen  wir  zwei  der  drei 
Fundamentallinien  selbst,  z.  B.  CA  und  CBj  zu  den  Axen  X  und 
Y  nehmen.  Alsdann  sind:  c,  c',  a\  J  =  0,  a  =  CA,  b'=  CBj  und 
es  werden: 

_    X       ^y_ X y 


CA      CB  CA       CB 

c)  Ohne  zu  der  eigentlichen  Bedeutung  einet  barybentrischen 
Ausdrucks  zurückzukehren,  kann  man  diese  letzteren  Formeln  auch 
folgendergestalt  herleiten.  —  Man  lege  durch  P  eine  Parallele  mit 
CB,  welche  CA  in  M  schneide;  so  ist  CM=^  Xj  und  es  verhält  sich: 

CM:  CA  =  x:  CA=  CMB  :  CAB 

(§.  18,  J). 

Weil  aber  M  und  P  in  einer  Parallele  mit  CB  liegen,  so  ist 
CMB  =  CPB  =  PBC,  und  daher 

x:  CÄ  =  PBC\ABC=p.p  +  q  +  r 
(§.  23). 

Eben  so  findet  sich,  wenn  man  durch  P  eine  Parallele  mit  CA 

legt,  der  obige  Werth  für  die  Coordinate  y. 

§.  124.  Aufgabe.  Ein  Punct  P  im  Räume  ist  durch  drei 
Coordinaten  x^  y,  z  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen 
gegeben;  eben  so  vier  Fundamentalpuncte  A,  B,  C,  D  in  Bezug  auf 
dasselbe  System  durch  ihre  Coordinaten:  a,  a\  a  \  J,  J',  h" \  c,  c\  c"\ 
dy  cT,  d".     Den  Ausdruck  von  P  durch  A,  jB,  C,  D  zu  finden. 

Auflösung.     Man  setze 

P  =  pA  +  qB  +  rC+sD, 

so  ist  nach  §.  118: 

p(x —  a)  +  q(x —  b)  +  r{x —  c)  +  s(x —  d)  =  0, 
P{y  —  a')  +  q(y  —  V)  +  r(y  —  c')  +  8(y  —  d')  =  0, 
p{z  —  a")  +  q(z  —  b")  +  r(z  —  c")  +  s(z  —  d')  =  0, 

woraus  sich  das  gegenseitige  Verhältniss  von  jt>,  q,  r,  s  bestimmen 
lässt.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  [bcd]  eine  Function,  die  eben  so 
aus  X  —  J,  X  —  c,  X  —  dj  y  —  b\  ...  zusammengesetzt  ist,  als  es  in 
§.  50,  a  bei  einer  ganz  ähnlichen  Rechnung,  {bcd)  aus  5,  r,  </,  6', 
c'j  ...  war,  u.  s.  w. ;  so  verhalten  sich: 

p  :  q  :  r  :  s  =  [bcd]  :  —  [cda]  :  [dab]  :  —  [abc]. 
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§.  125.  Zusätze,  a)  Nach  §.  25  verhalten  sich  die  Coeffi- 
cienten  p  :  q  :  r  :  s  wie  die  Pyramiden 

PBCD  :  —PCDA  :  PDAB  :  —PABC. 

Uebereinstimmend  damit  ist  hier  die  Function  [bcd]  bei  einem  recht- 
winkligen Axensystem  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  PBCD  gleich; 
bei  einem  schiefwinkligen  aber  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  PBCD, 
diyidirt  durch  das  Product  aus  dem  Sinus  des  Winkels  irgend  zweier 
der  drei  Axen  in  den  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  dritte  Axe 
mit  der  Ebene  der  beiden  ersteren  bildet*). 

h)  Zu  ganz  einfachen  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  drei  der 
Fundamentallinien,  z.  B.  DA^  DBj  DCj  zu  den  Axen  X,  Y,  Z 
nimmt.  Hierdurch  werden:  rf,  d\  rf",  a',  a",  b,  V'j  c,  c'=  0, 
a  =  DA,  b'=  DB,  c"=  DC,  und  es  ergiebt  sich: 

,„,  p,DA  q,DB  r.DC 

p  +  q  +  r  +  9         p  +  q  +  r  +  s'        p  +  q  +  r  +  s' 
z       y       ^      i       ^       __y ?_ 

P  ^  9  ^  ^'  ^  —  nA      IIB      DO  DA~DB~  DC 

c)  Man  lege  durch  P  eine  Ebene  parallel  mit  BCD,  welche 
DA  in  M  schneide,  so  ist  DM=  x,  und  es  verhält  sich: 

DM:  DA  =  z:  DA  =  DMBC:  DABO 
(§.  20,  b). 

Es  liegen  aber  P  und  M  in  einer  mit  BCD  parallelen  Ebene; 
folgUch  ist  DMCB  =  DPBO,  und 

x:  DA  =  PBCD:  ABCD  =p  : p  +  q +  r  +  8 

(§.  25),  wie  vorhin.  Auf  eben  die  Art  lassen  sich  auch  die  Werthe 
von  y  und  z  unabhängig  von  den  allgemeinen  Formeln  in  §.  118 
finden. 

§.  126.  Sämmtliche  Formeln,  durch  welche  die  barycentrische 
Bestimmungsart  eines  Punctes  auf  die  gewöhnliche  Bestimmung 
durch  Coordinaten  reducirt  wird,  lassen  sich  noch  etwas  einfacher 
darstellen,  wenn  man  zuvor  jeden  Coefficienten  des  Ausdrucks  durch 


*)  Dieses  Product  kann  wiederum  als  das  Sechsfache  einer  Pyramide  be- 
trachtet werden,  deren  eine  Spitze  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  ist,  und 
deren  drei  übrige  Spitzen  in  den  Axen  selbst  liegen,  jede  vom  Anfangspuncte  um 
die  zur  Einheit  angenommene  Länge  entfernt.  —  Bezeichnet  man  die  drei  Winkel, 
welche  die  drei  Axen  mit  einander  bilden,  durch  a,  ß,  y,  so  erhält  das  Product 
den  synmietrischen  Ausdruck: 

yi  -j-  2  oosa  cos/J  cosy  —  coso*  —  oos/9*  —  oosy*. 
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die  Summe   aller  dividirt.     Denn  heissen  die  dadurch  entstehenden 
neuen  Coefficienten  py  q,  t,  ...,  so  dass: 


f      ^  +  y.+  ;.+  ..'^       p^q^r  +  ..'  ^  +  y  +  r  +  ..' 

u.  s.  w.,  also 

<>  +  q  +  r  +  ..  =  1  und  F  =  pA  +  (\B +  xC+ ,,, 

so  verschwindet    in   den  Formeln    für  die  Coordinaten  der  Nenner. 
Insbesondere  werden  dadurch  die  Formeln  I),  11),  IQ): 

I)  x  =  p.BA, 


wo 


wo 


P=pA  +  qB; 
n)  x  =  p.CAy  y  =  q.CB, 

P=pA  +  qB  +  xC; 
m)  x=p.  DA,  y  =  q  .  DB,  z  =  x.  DC, 


wo 


P=pA  +  qB  +  xC+^D] 
oder  geradezu: 

I)  x  =  p', 

U)  x  =  p,  y  =  q', 

m)  x  =  p,  y  =  ^,  z  =  x\ 

wenn  man  zur  positiven  Masseinheit  jeder  Coordinate  die  Entfernung 
nimmt,  um  welche  von  dem  zum  Anfangspunct  gewählten  Funda- 
mentalpuncte  der  andere  Fundamentalpunct  absteht,  welcher  in  der 
der  Coordinate  parallelen  Axe  liegt,  und  wenn  man  somit  die  Rich- 
tung einer  jeden  Axe  von  dem  ersteren  Fundamentalpuncte  nach 
dem  letzteren  hin  als  die  positive  festsetzt.  Bei  diesen  Annahmen 
sind  daher  die  Coordinaten  den  Coefficienten  selbst  gleich. 
So  wie  nun,  wenn 

P=pA-\-qB-\-xC 

ist,  und  CA,  CB  als  die  Axen  genommen  werden,  p,  q  die 
Coordinaten  von  P  sind:  eben  so  sind  q,  r  die  Coordinaten  des- 
selben Punctes,  wenn  man  AB,  AC  zu  Axen  nimmt;  und  r,  p 
die  Coordinaten  für  BC,  BA  als  Axensystem.  Ein  jeder  drei- 
gliedrige -Ausdruck  für  einen  Punct  in  einer  Ebene  lässt  sich  dem- 
nach als  eine  Zusammenstellung  dreier  Coordinatensysterae  be- 
trachten, von  denen  je  zwei  eine  Axe  gemeinschaftlich  haben,  und 
deren  drei  wesentlich  verschiedene  Axen  das  Fundamentaldreieck 
bilden. 

Auf   gleiche    Art  sind    die   Coefficienten    in    dem    viergliedrigen 
Ausdrucke  für  einen   Punct  im  Räume,  nach  vorangegangener  Divi- 


§.  127.  Cap.  9.    Verwandlung  barycentrischer  Ausdrücke.  151 

sion  durch  die  Summe  der  Coefficienten,  nichts  Anderes,  als  die 
Coordinaten  des  Punctes  auf  vier  verschiedene  Systeme  bezogen, 
deren  Ajifangspunctc  die  Spitzen,  und  deren  Axen  die  Kanten  der 
Fundamentalpyramide  sind. 

Handelt  es  sich  endlich  um  einen  in  einer  Geraden  liegenden 
Punct 

so  ist  p  oder  q  die  Abscisse  von  P,  je  nachdem  man  B  oder  A  zum 
Anfangspunct  nimmt. 

§.  127.  Die  im  Vorigen  gemachten  Annahmen,  dass  die  Funda- 
mentallinien zu  Axen  genommen,  und  die  zu  verschiedenen  Axen 
gehörigen  Coordinaten  durch  verschiedene  Längeneinheiten  gemessen 
werden,  jede  Coordinate  nämlich  durch  den  gegenseitigen  Abstand 
der  zwei  in  der  ihr  zugehörigen  Axe  liegenden  Fundamen talpuncte, 
diese  Annahmen  sollen,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  auch  bei 
den  nun  folgenden  Anwendungen  geltend  bleiben.  So  wie  aber  bis- 
her die  gegenseitigen  Abstände  der  Fundamentalpuncte  unbeachtet 
gelassen  wurden,  so  werden  auch  nunmehr  nicht  bloss  die  Axen- 
winkel,  sondern  auch  dass  Verhältniss  der  Einheiten,  womit  die 
Coordinaten  der  verschiedenen  Axen  gemessen  werden,  unbestimmt 
bleiben.  Die  grössere  Allgemeinheit,  welche  damit  die  gewöhnliche 
Bestimmung  durch  Coordinaten^'erlangt,  wird  späterhin  den  Gegen- 
stand einer  besonderen  Untersuchung  ausmachen.  Gegenwärtig  werde 
nur  noch  bemerkt,  dass,  indem  man  die  gegenseitigen  Abstände  der 
Fundamentalpuncte,  oder  vielmehr  das  gegenseitige  Verhältniss  dieser 
Abstände  unbestimmt  lässt,  auch  die  Winkel  des  Fundamental- 
dreiecks und  der  Fundamentalpyramide,  und  damit  alle  Winkel  einer 
darauf  bezogenen  Figur,  so  wie  alle  anderen  von  Winkelfunctionen 
abhängigen  Verhältnisse  unbestimmt  bleiben,  zu  welchen  letzteren 
z.  B.  das  Verhältniss  zweier  Geraden  gehört,  die  nicht  Theile  einer 
und  derselben  Geraden  sind. 

§.  128.  Nur  dadurch,  dass  man  die  Abstände  der  Funda- 
mentalpuncte mit  berücksichtigt  und  dieselben  in  die  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  einführt,  ist  man  vermögend.  Puncto,  Linien, 
etc.  auszudrücken,  deren  Lage  gegen  die  Fundamentalpuncte  durch 
Winkelfunctionen  bestimmt  ist.  So  findet  sich  z.  B.,  wenn  man  die 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  BCj  CA,  AB,  resp.  mit  a,  i,  c 
bezeichnet, 

P=aA  +  hB  +  cC 
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als  der  Mittelpunct  des  in  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises. 
Denn  ist  P  der  gedachte  Punct,  so  sind  die  Dreiecke  PBCy  PCA^ 
PAB  den  halben  Producten  aus  a,  5,  c  in  den  Halbmesser  des 
Kreises  gleich  und  verhalten  sich  folglich  wie  a  :  b  :  c.  Dasselbe 
Yerhältniss  giebt  aber  auch  der  Ausdruck  zu  erkennen. 

Eben  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit  finden,  dass,  wenn  man 
den  Punct,  in  welchem  sich  die  drei  von  den  Spitzen  auf  die  gegen- 
überstehenden Seiten   des  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  schneiden, 

Q=fA  +  ffB  +  hC 
setzt,  der  Mittelpunct  des  umschriebenen  Kreises 

E  =  {ff  +  h)A  +  {h+f)B  +  {f+ff)C 

ist,  und,  Gf  by  c  in  der  vorigen  Bedeutung  genommen,  sich  ver- 
halten muss: 

f  h—  1  1  1 

/  •  ^  •  ^  —  ^1  ^.  ^t  _  ^*   •  ^«  +  ««  _  jt  •  «t  4.  jt  _  c«  • 

Hieraus  ergiebt  sich  femer  sehr  leicht: 

Q  +  2  Ä  =  ^  +  5  +  C' =  3  Ä' , 

woraus  der  bekannte  Satz  fliesst,  dass  in  jedem  Dreiecke  der  ge- 
meinschaftliche Durchschnitt  der  Perpendikel  von  den  Spitzen  auf 
die  gegenüberstehenden  Seiten,  Q,  der  Mittelpunct  des  umschriebe- 
nen Ejreises,  Ä,  und  der  Schwerpunct  des  Dreiecks,  >S,  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  dass  aS'Q  =  ^ItS  ist. 

Doch  will  ich  mich  hierbei  nicht  länger  aufhalten,  da  der- 
gleichen Ausdrücke  so  wie  bisher  auch  in  der  Folge  nicht  vorkommen 
werden. 


§.  129.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Curve  in  einer 
Ebene  die  Gleichung  der  Curve  zwischen  parallelen  Coordinaten  zu 
finden,  und  umgekehrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck  herzuleiten. 

Auflösung.     Sei  der  Ausdruck  für  die  Curve: 

pA-^-qB-^rC, 

wo  />,  j,  r  gegebene  Functionen  einer  Veränderlichen  t?  sind,  so 
findet  sich,  CA  und  CB  zu  Axen  und  resp.  Längenmassen  ge- 
nommen, die  gesuchte  Gleichung  zwischen  z  und  y,  wenn  man  aus 
den  Gleichungen 

{p-\rq-\'r)x=p,     {p  +  q  +  r)y  =  q 

V  eliminirt.  —  Für  den  umgekehrten  Fall  suche  man  x  und  y  als, 
wo  möglich  rationale,  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  v  dar- 
zustellen,   welche    der    gegebenen    Gleichung    zwischen    x    und    y 
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Genüge  leisten.     Diese  Functionen  für  x  und  y  in 

n*)  xA  +  yB  +  (i—x  —  y)C 

substituirt,  erhält  man  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  123,  h). 

§.  130.  Beispiele.  1)  Es  ist  in  §.  61  bewiesen  worden,  dass 
jeder  Ausdruck  für  eine  Curve  der  zweiten  Ordnung  durch  Ver- 
änderung der  Fundamentalpuncte  auf  die  einfache  Form: 

(xA  +  vB  +  v^C 

zurückgeführt  werden  kann.  Um  nun  die  dieser  Curve  entsprechende 
Gleichung  zu  finden,  setze  man  dem  Vorigen  gemäss: 

(a  +  r  +  t?*)a;  =  a,     («  +  f  +  t!^)y  =  t?. 
Hieraus  folgt  sogleich 

X 

und  wenn  man  damit  v  aus  der  einen  oder  anderen  dieser  Glei- 
chungen eliminirt: 

x*-\'Xy+^ay*=x, 

die  Gleichung  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  d.  h.  für  einen  Kegelschnitt.  Wie  schon  in  §.  63  an- 
gedeutet wurde,  so  erhellet  auch  aus  dieser  Gleichung,  dass  die 
Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  a  grösser, 
kleiner,  gleich  \  genommen  wird. 

Setzt  man  die  Längen  CA  und  OB,  nach  einem  und  demselben 
Massstab  gemessen,  resp.  gleich  a  und  b,  so  hat  man,  wenn  in  der 
Gleichung  die   Coordinaten    durch    denselben  Massstab    ausgedrückt 

werden  sollen,   für  x  und  y  nur  —  und  -?-    zu    substituiren,     und 

^  a  b  ' 

man  erhält: 

i*a:*+  abxy  -J-  aa^y*=  ab^x. 

Das  Kennzeichen,  zu  welcher  Art  von  Kegelschnitten  die  Gleichung 
gehöre  (a  grösser,  kleiner,   gleich  |),   wird  hierdurch  nicht  geändert. 

2)  Sei  folgender  Ausdruck  für  eine  Linie  der  dritten  Ordnung 
gegeben : 

A  +  vB  +  v^C, 
so  ist: 

(1  +  t?  -J-  v^)x  =1,     (1  +  t?  +  v^)y  =  Vy 

folglich  V  =  —j  und  wenn  man  damit  v  eliminirt: 

x^-\-x*y  -|-y'=  x^. 

Die  Linie  ist  also  auch  ihrer  Gleichung  nach  von  der  dritten 
Ordnung. 
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Die  Fig.  28  giebt  eine  Abbildung  dieser  Curve.     Sie   hat  (§.  78)   bei  A 
einen  Wendungspunct  und  AB  zur  Tangente.    Setzt  man  sodann  t?  s=  — ,   so 


wird  der  Ausdruck: 


Fig.  28. 


w^A-\-w^B^  C, 

und  es  erhellet  aus  §.  79,  dass  die  Curve  bei  C  eine 
Spitze  der  ersten  Art  bildet  und  von  CB  berührt 
wird.  Endlich  giebt  der  einzige  in  der  Coefficienten- 
summe  enthaltene  Factor, 

17 -i- (0,68232  «a), 

zu  erkennen,  dass  die  Curve  zwei,  nach  entgegoi- 
gesetzten  Richtungen  sich  erstreckende,  unendliche 
Aeste  mit  einer  geradlinigen  Asymptote  hat  (§.  94). 
Um  letztere  zu  finden,  setze  man  jenen  Factor 

t7-i-a  =  2, 

substituire  z  —  a  für  t?  im  Ausdrucke  der  Curve  und 
behalte  bloss  die  erste  Potenz  von  z  bei.  Dies  giebt 
den  Ausdruck  der  Asymptote: 

A-\-  (2  — fl)^-i-(3a*2  — a»)C. 

Die   Durchschnitte   derselben  mit  den   Funda- 
mentallinien sind  daher: 

-B  +  3a«C,     2a»C  +  ^,     A  —  \aB, 
oder 

^-+-1,397  0,     C-i- 1,574^,    ^  — 0,455 -B, 

wonach  man  die  Asymptote  leicht  construiren  kann. 


3)  Die  Gleichung  für  die  Hyperbel  zwischen  ihren  Asym- 
ptoten ist: 

xy  =  k. 

Um    diese    Gleichung    in   einen  Ausdruck    umzuwandeln,    setze 

k 
man  z  ^=i  v  und  mithin  y  = Substituirt  man   diese  Werthe  in 

II*},  so  kommt  nach  Wegschaffung  der  Brüche: 

x^A  J^kB  +  [v  —  t?*—  k)  C, 

der  Ausdruck  für  eine  Hyperbel,  von  welcher  CA  und  CB,  als  die 
Axen  des  vorigen  Coordinatensystems,  die  Asymptoten  sind. 

Etwas  einfacher  wird  der  Ausdruck,  wenn  man  zur  dritten 
Fundamentallinie  AB^  eine  Tangente  der  Hyperbel  nimmt.  Nach 
§.63,2  muss  alsdann  der  Coefficient  von  C  eia  Quadrat,  folglich 
k  =  \  sein,  und  der  Ausdruck  wird: 


oder 


wenn  man 


t?  =  —  ^w 
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setzt;  der  Ausdruck  für  eine  Hyperbel,  wo  CA  und  CB  die  Asym- 
ptoten, und  AB  irgend  eine  Tangente  ist  Für  den  Berührungs- 
punct  der  letzteren  ist  t?  =  ^  oder  v)  =  —  1,  und  folglich  dieser 
Punct  selbst  ^ -4 +  -B,  wonach,  wie  schon  sonst  bekannt,  der 
zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Theil  einer  Tangente  in  dem 
Berührungspuncte  halbirt  wird. 

Für  Ä  =  I  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel:  a;y  =  ■^,  die  zu- 
folge des  Vorigen  von  der  BeschaflFenheit  sein  muss,  dass  die  Gerade 
durch  die  beiden  Puncte  -4,  B^  welche  in  den  Asymptoten  oder  Axen 
von  dem  Anfangspuncte  C  um  die  resp.  Längeneinheiten  abstehen, 
die  Hyperbel  berührt.  In  der  That  ist  die  Gleichung  dieser  Ge- 
raden : 

sie   selbst    aber    eine  die  Hyperbel  im   Puncte    (a:  =  ^,  y  =  ^)    be- 
rührende. 

Nachträglich  muss  ich  hier  eine  Erinnerung,  die  Summe  der 
Coefficienten  betreflFend,  beifügen.  Diese  Summe  ist  im  vorliegenden 
Beispiele  gleich  t?,  indem  sich  die  Quadrate  von  t?  gegenseitig  auf- 
heben; und  es  scheint  hiemach,  als  ob  die  Curve  bloss  einen  un- 
endlich entfernten  Punct,  den  Punct  B —  C  für  t?  =  0,  und  mithin 
nur  eine  Asymptote  BC  hätte.  Man  bemerke  aber,  dass,  so  oft  in 
der  Summe  der  Coefficienten  eines  Ausdrucks  die  höchsten  Potenzen 
der  Veränderlichen  v  sich  aufheben,  die  Summe  auch  für  ©  =  oo 
als  in  Null  übergehend  betrachtet  werden  muss,  indem  für  t?  =  oo 
alle  niedrigeren  Potenzen  von  v  gegen  die  höchste  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen.  —  So  reducirt  sich  unser  Ausdruck  der  Hyperbel, 
wenn  nur  die  Quadrate  von  t?  beibehalten  werden,  auf  t?*-4  — 1?*(7, 
und  giebt  dadurch  das  Dasein  noch  einer  zweiten  Asymptote  AC 
zu  erkennen.  —  Will  man  das  Unendliche  nicht  zu  Hülfe  nehmen, 
80  substituire  man,  vor  der  Summirung  der  Coefficienten,  für  f> 
irgend  eine  gebrochene  Function,  und  es  wird  nach  WegschaflFung 
der  Brüche  die  Summe  der  Coefficienten  auch  den  Nenner  der 
Function  als  Factor  enthalten,  und  folglich  durch  Annullirung  des- 
selben, als  wodurch  t?  =  oo  wird,  ebenfalls  gleich  0  werden.  —  Setzt 

man  z.  B. 

1  z^\ 

so  wird 

''       z —  1 
und  hierdurch  der  vorige  Ausdruck: 

[Z  4-  1)«^  +  (;?  —  1)«^  —  4  C, 


156  Der  barycentrische  CalouL    Abschnitt  I.  §.131. 

wo  die  Summe  der  Coefficienten  gleich  2  («* —  1),  für  z  =  db  1  null 
wird.  Es  giebt  aber  ;?  =  1  die  Asymptote  A  C,  und  z  =  —  1  die 
Asymptote  BC. 

4)    Sei  die  Gleichung   für  eine  Ellipse   zwischen   zusammenge- 
hörigen Durchmessern  2a  und  2&: 

--  4-  sL  =  1 
a«  ^  i* 

in  einen  Ausdruck  zu  verwandeln.  Um  fürs  erste  x  und  y  als  ratio- 
nale Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  darzustellen,  setze  man 


o  ^  a'  a 


und  man  erhält  nach  gehöriger  Entwickelung: 

_     2ap  _  h(\—v^) 

^  ""  1+©*^     ^  ~    1  +r* 

Diese  Werthe  in  11*)  substituirt,  geben: 

2avA  +  J(l  —  1?«)  J5  +  [1  —  J  —  2ao  +  (1  +  IW]C, 
den  Ausdruck  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunct  C,  und  von  welcher 
zwei  zusammengehörige  Durchmesser  2  a  und  2i  in  die  Fundamental- 
linien CA  und  CB  fallen.  2a  und  2b  sind  daher  in  dem  Ausdrucke 
als  die  Zahlenwerthe  dieser  Linien,  erstere  durch  CA  und  letztere 
durch  CB  als  Einheit  gemessen,  zu  betrachten.  Setzt  man  folglich 
a=  1,  d.  i.  =  CA^  so  wird  A  der  Endpunct  eines  Durchmessers, 
und  es  kommt  der  Ausdruck: 

IvA  +  b(\—  v^)B  +  [(1  —  r)«—  b[\—  r*)]  C, 

wo,  wie  gehörig  (§.  63,  3),  die  Coefficienten  von  B  und  C  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  1  — ü,  haben.  Setzt  man  noch  6  =  1,  d.  i. 
gleich  CB^  so  geht  die  Ellipse  auch  durch  5,  und  der  Ausdruck 
wird: 

2vA  +  [\—v^)B—2v{\—v)C, 

in  welchem  auch  die  Coefficienten  von  B  und  C  einen  Factor,  r, 
gemein  haben.  Es  ist  dies  also  der  Ausdruck  einer  Ellipse,  von 
welcher  die  Fundamentalseiten  CA  und  CB  ihrer  Lage  und  Grösse 
nach  zwei  zusammengehörige  Halbmesser  sind. 

§.  131.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  für  eine  Curve  im 
Räume  die  beiden  Gleichungen  der  Curve,  und  umgekehrt  aus  den 
Gleichungen  derselben  den  Ausdruck  zu  finden. 

Auflösung.     Der  Ausdruck  für  die  Curve  sei: 

pA  +  qB  +  rC+sD, 
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wo  demnach  p^  q,  r,  8  gegebene  Functionen  einer  Veränderlichen  o 
sind.     Durch  Elimination  dieses  v  aus  den  drei  Gleichungen: 

(P  +  q  +  ^  +  ^)^=P^  {P  +  q  +  r  +  8)y  =  q,  (p  +  q  +  r  +  8)z  =  r, 
erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischen  den  den  Fundamentallinien 
DAy  DBj  DC  parallelen  Coordinaten  x^  y,  z^  welche  Gleichungen 
die  gesuchten  für  die  Curve  sein  werden. 

Sind  umgekehrt  die  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  gegeben, 
so  suche  man  drei,  wo  möglich  rationale  Functionen  einer  Veränder- 
lichen V  zu  erhalten,  die,  resp.  für  ^,  y,  z  in  die  Gleichungen  ge- 
setzt,  ihnen  Genüge  leisten.     Die  Substitution  dieser  Functionen  in 

m*)       xA  +  yB  +  zC+(\—x  —  y  —  z)D 
giebt  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  1 25,  b), 

§.  132.  Beispiele.  1)  Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Linien 
der  dritten  Ordnung  im  Räume  lässt  sich  (§.  96)  durch  Veränderung 
der  Fundamentalpuncte  immer  auf  die  einfache  Form: 

aA  +  bvB  +  cv^C+df)^D 

reduciren.     Man  setze  nun: 

* 

so  ist: 

1)  tx  =  aj 

2)  ty  =  bv, 

3)  tz  =  cv*, 
woraus  sich  sogleich 

4)  b^xz  =  acy* 

als  die  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  ;;  ergiebt.     Femer  ist: 

t{x  -{-  y  -\-  z)  =  a  '\-  bv  +  ci?*=  t  —  rft?', 
und  wenn  man  darin  für  v^  den  aus  2)  und  3)  hervorgehenden  Werth 

-^t—  substituirt: 
c*     y 

5)  ^*y  (1  —  ^  —  y  —  ^)  =  bdz*, 
die  andere  Gleichung  für  die  Curve. 

2)  Seien  die  zwei  Gleichungen  für  eine  Curve  im  Räume  ge- 
geben : 

yz^  zx-^-xy  =  0,     xyz  =  1. 

Hieraus  z  eliminirt,  erhält  man: 

x  +  y  +  x*y*=  0. 

Man  setze  nun  y  =  vx,  so  wird  letztere  Gleichung  nach  ge- 
schehener Division  mit  x: 
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1  +i?  +  r*ar»=0, 


woraus 


—f^.>'—m+^.'-^,  =  V^ 


+  ')' 

folgt.  Hiermit  sind  nun  zwar  x^  y,  z  eis  Functionen  einer  vierten 
Veränderlichen  dargestellt,  aber  als  irrationale  Functionen  derselben, 
die  sich  auch  durch  kein  Mittel  in  rationale  verwandeln  lassen.  Man 
kann  daher  nichts  weiter  thun,  als  diese  irrationalen  Werthe  für 
Xy  i/j  z  im  Ausdrucke  HI*)  substituiren. 

§.  133.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Fläche  die 
Gleichung  derselben,  und  umgehrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck 
zu  finden. 

Auflösung.     Der  Ausdruck  für  die  Fläche  sei: 

pA  +  qB  +  rC+sD, 

wo  p,  y,  r,  8  gegebene  Functionen  zweier  Veränderlichen  v  und  w 
sind.     Eliminirt  man  diese  beide  aus  den  drei  Gleichungen: 

{p  +  9  +  ^  +  9)^=Py  (P  +  9  +  r  +  6)j/  =  q,  (p  +  q  +  r  +  8)z  =  r, 

so  ist  die  resultirende  Gleichung  zwischen  x,  y^  z  die  gesuchte  für 
die  Fläche« 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben,  so  suche 
man  jede  dieser  drei  Veränderlichen  als  eine  wo  möglich  rationale 
Function  zweier  anderer  v  und  w  auf  eine  die  Gleichung  befrie- 
digende Weise  darzustellen,  und  man  erhält  durch  Substitution  dieser 
Functionen  in 

m*)       xA  +  yB  +  zC+(\  —z  —  y  —  z)D 

den  gesuchten  Ausdruck. 

§.  134.     Beispiele.     1)  Die  Fläche,  deren  Ausdruck 

A  +  tB  +  uC+[it^+  ktu  +  lu')D 

(§•  ^^^)>  gehört  auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  zweiten  Ordnung. 
Um  dieses  darzuthun,  setze  man  die  Summe  der  Coefficienten : 

1  +  t  +  u  +  it^  +  ktu  +  lu^  =  (7, 

und  es  wird:   cra:  =  1,   oy  =  t,  az  =  ti,  mithin 

a  =  — ,     t  =  -^j     21  =  — , 

XXX 

und  wonn  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  für  a  substituirt  und 
dann  gehörig  ordnet: 
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x[i—x  —  y  —  z)  =  ty+*yz +  /;?*, 

die  gesuchte  Gleichung  von  der  zweiten  Ordnung. 

2)  Die  Gleichung  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  ist,  wenn 
man  drei  zusammengehörige  Durchmesser  zu  den  Axen  Xj  Yj  Z, 
und  die  Hälften  derselben  resp.  zu  den  Längenmassen  der  ihnen 
parallelen  Coordinaten  nimmt: 

a:*+y*— z*=  1. 

Um  nun  x,  y^  z  als  rationale  Functionen  zweier  Veränderlichen 
auszudrücken,  gebe  man  der  Gleichung  die  Form: 

(y  +  z)[y-z)  =  (\+x)[\—x),^ 

Setzt  man  demnach 

y  +  z  =  w(\+x), 

so  ist 

y  —  Z  =  -(\—x), 

woraus  in  Verbindung 

2y  =  t^(l+:r)  +  -l(l— :r),    2z  =  w(\ +x)—^(\ —x) 

folgt.  Man  substituire  diese  Werthe  für  y  und  z  in  HI*),  und  man 
bekommt  für  das  Hyperboloid  den  Ausdruck: 

1toxA  +  [w^{\  +a:)  +  l— a:]5  +  [t^«(l  +x)  —  \  +  x]C 

+  2w[\  —x  —  w(l+  x)]D, 

nach  welchem  die  Fläche  der  dritten  Ordnung  anzugehören  scheint. 
Allein  man  wird  bald  gewahr,  dass  sich  der  Ausdruck  auf  die  zweite 
Ordnung  bringen  lässt,  wenn  man  ihn  mit  1  -{-  x  dividirt  und  hierauf 

- — - —  =  u   statt   X    für    die    eine   Veränderliche    nimmt;    hierdurch 

1  +a: 

wird  er: 

(1  —u)wA  +  (to*  -f  u)B  4-  {w*  —u)C+  2w{u  —  to)D. 

Noch  etwas  einfacher  erhält  man  den  Ausdruck,  wenn  man 
u  =  VW  setzt,  und  ihn  somit  durch  w  theilbar  macht: 

(1  —vw)A  +  (w  +  v)B  +  {w  —  v)C—  2w(i  —  v)D, 

der  Ausdruck  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  (§.  113),  von  welchem 
D  der  Mittelpunct,  und  BA^  DB,  DC,  ihrer  Lage  und  Grösse  nach, 
drei  zusammengehörige  Halbmesser,  die  zwei  ersteren  reell,  der  dritte 
imaginär  sind. 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Coefficienten  von  (7,  B,  A 
der  Reihe  nach  gleich  0,  so  bekommt  man  die  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  den  Coordinatenebenen  DAB,  DAC,  DBC: 
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(l  —  v*)A  +  2vB  —  2v(l—v)D,  für  «?  =  !>; 
(1  +v*)A  —  2vC'\'2v(l—v)D,  für  tv  =  —v] 

{l+v*)B  +  (l—v*}C—2(l  —  v)D,  für  «?=— , 

oder  wenn  man  v  = setzt: 

1  — u 

(l+u*}B  —  2uC+2u(\—u)D. 
Der  erste  dieser  drei  Ausdrücke  entspricht  der  Gleichung 

und  gehört  demnach  einer  Ellipse,  von  welcher  DA  und  DB  zu- 
sammengehörige Halbmesser  sind  (§.  130;4).     Der  zweite  entspricht 

der  Gleichung 

x*—z^=  1, 

und  gilt  daher  für  eine  Hyperbel,  von  welcher  DA  ein  reeller  und 
DC  der  zugehörige  imaginäre  Halbmesser  ist.  Eben  so  bezieht  sich 
der  dritte  Ausdruck,  dem  die  Gleichung 

zukommt,  auf  eine  Hyperbel  mit  DB  üs  reellem  und  DC  als  ima- 
ginärem Halbmesser. 

Setzt  man  endlich  in  dem  Ausdrucke  des  Hyperboloids  den 
Coefßcienten  von  2>  =  0,  also  w?  =  0,  oder  ©  =  1,  so  ergiebt  sich  der 
Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABC.  Es  kommt  aber  für 
to  =  0  die  Linie 

A  +  vB  —  vCy 

d.  h.  eine  durch  A  mit  BC  gezogene  Parallele;  für  t?  =  1   die  Linie 

(l—w)A  +  {l  -\'w)B  —  (l—w)C, 

d.  h.  eine  Parallele  mit  AC  durch  B.  Heisst  daher  E  der  Durch- 
schnitt der  beiden  Parallelen,  so  ist  BCAE  ein  Parallelogramm, 
dessen  Ebene  das  Hyperboloid  in  den  Seiten  AE,  BE  schneidet 
und  folglich  in  E  berührt  (§.  111).  Dies  liefert  uns  folgenden  Satz: 
Con^truirt  man  ein  Ociaeder,  dessen  sechs  Spitzen  die  Endpuncte 
drei  zusammengehöriger  Durchmesser  eines  hyperbolischen  Hyperboloids 
sindj  so  loird  jede  der  acht  Seitenflächen  des  Octa'eders  das  Hyperboloid 
berühren y  dergestalt,  dass  der  Berührungspunct  einer  Seitenfläche ^  mit 
den  drei  darin  liegenden  Endpuncten  der  Durchmesser  ein  Parallelo- 
gramm bildet,  von  welchem  die  Linie  durch  die  Efidpuncte  der  beiden 
reellen  Durchmesser  die  eine  Diagonale  ist,  und  dass  die  i?i  dem  Be- 
rührungspuncte  zusammenstossenden  Seiteti  des  Parallelogramms  die  zwei 
Gerade?i  sind,  in  denen  das  Hyperboloid  vo7i  der  Ebene  des  Parallelo- 
gramms  zugleich  geschnitten  unrd. 
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§.  135.  Wenn  wir  uns  bisher  nur  mit  solchen  Ausdrücken  für 
Linien  und  Flächen  beschäftigten,  deren  Coef&cienten  rationale  Func- 
tionen der  Veränderlichen  waren,  und  in  den  eben  vorgelegten  Auf- 
gaben bei  Verwandlung  der  Gleichungen  in  Ausdrücke  die  Forderung 
machten,  für  letztere  wo  möglich  rationale  Coefficienten  zu  erhalten 
zu  suchen,  so  geschah  dieses  aus  dem  Grunde,  weil  sich  aus  solchen 
Ausdrücken  die  Eigenschaften  der  durch  sie  dargestellten  Linien 
und  Flächen  am  leichtesten  herleiten  lassen.  Offenbar  aber  ist  die 
Bedingung  der  Rationalität  nichts  wesentlich  Nothwendiges,  und 
man  sieht  bald,  dass  es  unendlich  mehr  algebraische  Linien  und 
Flächen  giebt,  welche  durch  Ausdrücke  mit  rationalen  Coef&cienten 
nicht  dargestellt  werden  können,  als  solche,  bei  denen  dieses  mög- 
lich ist,  und  dass  hinwiederum  nur  bei  einem  sehr  kleinen  Theile 
der  ersteren  die  Veränderlichen  der  Gleichung  durch  irrationale 
Functionen  darstellbar  sind,  wie  in  §.  132,  2,  während  bei  dem  un- 
gleich grösseren  Theile  derselben,  wegen  der  Unvollkommenheit  der 
Algebra,  eine  gesonderte  Darstellung  der  Veränderlichen  nicht  ein- 
mal mit  Anwendung  irrationaler  Formen  möglich  ist.  Alsdann  bleibt 
nichts  übrig,  als  dem  Ausdrucke  seine  allgemeine  Form  11*)  oder 
in*)  zu  lassen,  und  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gleichungen 
zwischen  Xj  y  oder  x^  y,  z  darunter  zu  schreiben. 

Weil  aber  die  rationalen  Ausdrücke  wegen  der  Leichtigkeit  ihrer 
Behandlung  den  übrigen  Ausdrücken  immer  vorzuziehen  sind,  und 
es  auch  in  rein  analytischer  Hinsicht  interessant  ist,  zu  wissen, 
wenn  die  Veränderlichen  einer  Gleichung  als  rationale  Functionen 
einer  anderen  Veränderlichen  angegeben  werden  können,  so  wollen 
wir  gegenwärtig  den  Zusammenhang  zwischen  rationalen  Ausdrücken 
und  Gleichungen,  und  den  Uebergang  von  den  einen  zu  den  anderen 
etwas  allgemeiner  untersuchen,  dabei  aber,  um  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  und  nicht  zu  vielen  Schwierigkeiten  zu  begegnen,  bei 
Ausdrücken  und  Gleichungen  bloss  für  Linien  in  Ebenen  stehen 
bleiben. 

§.  136.  Um  mit  dem  Leichtesten  den  Anfang  zu  machen,  so 
betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck  für  eine  Linie  der  ersten  Ord- 
nung. Sei  der  Coefficient  von  -4  =  a  -j-  a!v ,  der  Coefficient  von 
£  =  J  -|-  6't?,  und  die  Summe  aller  drei  Coefficienten  =  «  +  ev, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  die  Linie  durch  Elimination  von 
V  aus   den  zwei  Gleichungen: 

^^«^ 

e  +  ev 

Höbins  Werke  I.  \\ 
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2)  y=i±*:^. 
^  ^         e  +  e'v 

Nun  findet  sich  für  einen  bestimmten  Werth  von  z  aus  1)  ein 
bestimmter  Werth  von  ©,  und  flir  diesen  aus  2)  ein  bestimmter  Werth 
von  y,  so  dass  also  jedem  Werthe  von  x  nur  einer  von  y,  und  so 
auch  jedem  von  y  nur  einer  von  x  entspricht.  Man  setze  daher, 
um  diesem  Verhalten  auf  das  Allgemeinste  Genüge  zu  leisten: 

3*)  0  =  l+aa:  +  /?y  +  ya:y. 

Gebraucht  man  aber  statt  x  und  y  zwei  andere  Veränderliche 
t  und  u,  welche  beide  von  der  linearen  Form^+^^  +  Äy  sind, 
so  sieht  man  leicht,  dass,  wegen  der  gleichen  Nenner  (e-^-e'v)  in 
1)  und  2),    t  und  u  durch  v  ausgedrückt,    ebenfalls  von  der  Form 

— 7"  ,    sein  müssen,  und  mithin  jedem  Werthe  von  t  nur  ein  Werth 

c  +  c  ü 

von  Uj  und  umgekehrt,  entsprechen  kann.  Wenn  man  dagegen  t 
und  u  statt  x  und  y  in  3*)  einführt,  so  erhält  man  wegen  des 
Gliedes  yxy  auch  noch  die  Quadrate  von  t  und  u,  und  es  würden 
hiemach  auf  jeden  Werth  von  t  zwei  Werthe  von  «,  und  umgekehrt, 
kommen,  welches  dem  Ersteren  widerspricht;  folglich  muss  ^  =  0 
sein.     Man  setze  also: 

3)  Q  =  \+ax  +  ßy. 

Hierin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2)  substituirt,  erhält 
man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

wo  a  und  b  gegebene  Functionen  von  a,  a',  ä,  b\  e,  e\  a,  ß  sind. 
Es  muss  aber  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  v  bestehen; 
folglich  muss  a  =  0  und  6  =  0  sein.  Aus  diesen  zwei  Gleichungen 
lassen  sich  nun  die  Werthe  der  zwei  noch  Unbekannten  a  und  ß 
entwickeln;  und  diese  in  3)  substituirt,  erhält  man  die  dem  gegebe- 
nen Ausdrucke  entsprechende  Gleichung  für  die  Linie,  die  folglich 
auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  ersten  Ordnung  gehört. 

Ganz  dasselbe  Verfahren  lässt  sich  mit  Erfolg  auch  bei  den 
Ausdrücken  von  der  zweiten  Ordnung  anwenden.  Sei  hier  der  Coeffi- 
cient  von  A  =  a  +  av-\-a"v^j  der  Coefficient  von  B  ==  b  -{-  b'v  -^  b"v*, 
und  die  Summe  aller  drei  Coefficienten  =  e  -}-  e'v  -{-  e"v^,  so  sind 

a  V  -\-  a  v^ 


1) 


+       /         I  n    »  1 

e  V  -\-  e  V* 


b  -\-  b'v  -\-  V'v'^ 

^  y  ^  e  +  e'v  +  e"v^ 
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die  beiden  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  v  die 
Gleichung  zwischen  x  und  y  hervorgeht.  Jedem  Werthe  von  x  ent- 
sprechen hiemach  zwei  Werthe  von  r,  und  jedem  der  beiden  letz- 
teren, wenn  er  in  2)  substituirt  wird,  ein  Werth  von  y,  also  jedem 
Werthe  von  z  zwei  Werthe  von  y,  und  eben  so  jedem  y  zwei  x. 
Die  gesuchte  Gleichung  muss  demnach  rücksichtlich  jeder  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  vom  zweiten  Gerade  sein,  und  würde  folg- 
lich im  Allgemeinen  die  Form  haben: 

0  =  1  +  ax  +  ßy  +  yx*  +  öxy  +  cy*  +  ^x*y  -f-  rjxy*  +  ^a;*y*. 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorhin  zeigt  sich  aber  auch  hier,  dass,  wegen 
der  gleichen  Nenner  e  ^e^v-^  e^'v*  in  1)  und  2) ,  alle  Glieder,  in 
denen  die  Summe  der  Exponenten  von  x  und  y  grösser  als  2  ist, 
wegfallen  müssen.     Man  setze  daher: 

3)        0  =  1  -H  «^  +  /^y  +  y^*  +  <J^y  -f-  «y*, 

und  substituire  darin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2);  so 
kommt  nach  gehöriger  Reduction.  eine  Gleichung  von  der  Form: 

4)  0  =  a  -H  bo  -H  et?*  -h  bt?'  +  et?*, 

wo  a,  b,  c,  b,  c  gegebene  Functionen  von  a,  i,  c,  a',  i',  ...  und  er,  /?, 
y,  dj  €  sind.  Da  nun  der  Gleichung  4)  jeder  beliebige  Werth  von 
f?  Genüge  leisten  muss,  so  hat  man  die  fünf  Gleichungen:  a  =  0, 
b  =  0,  ...,  c  =  0,  aus  denen  die  Werthe  der  eben  so  viel  Unbe- 
kannten a,  ßf  ...,  6,  durch  a,  &,  6,  a',  &',  ...  ausgedrückt,  gefunden 
werden  können.  Und  somit  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine 
Linie  der  zweiten  Ordnung  in  eine  Gleichung  verwandelt',  die  von 
der  ebensovielten  Ordnung  ist. 

§.  137.  Nach  derselben  Methode  wollen  wir  nunmehr  auch 
die  Ausdrücke  höherer  Ordnungen  zu  behandeln  versuchen.  —  Um 
die  dem  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  dritten  Ordnung 
entsprechende  Gleichung  zu  finden,  hat  man  aus  zwei  Gleichungen 
von  der  Form: 

a  +  a^v^  a"v*  +  a"'v^ 


1)  x  = 


2)  y  = 


J  +  J't?  +  JV  +  5'"t?» 


e  -{^  e'v  +  e"v*  +  e'"t?» 

V  zu  eliminiren.  Mittelst  ähnlicher  Schlüsse  wie  im  vorigen  §.  zeigt 
sich,  dass  hier  zu  jedem  Werthe  der  einen  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  y  drei  Werthe  der  anderen  gehören.    Dem  gemäss  setze  man: 

3)     0  =  \+ax  +  ßy  +  yx*  +  dxy  +  ey^+^x^  +  r]x*y  +  d-xy^  +  iy^ 

11* 
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wo  wiederum  wegen  der  gleichen  Nenner  in  1)  und  2)  alle  Glieder 
weggelassen  worden  sind,  in  denen  von  den  beiden  Veränderlichen 
zwar  jede  für  sich  die  dritte  Potenz  nicht  übersteigt,  aber  die  Summe 
der  Exponenten  grösser  als  3  ist. 

Hiemach  wird  also  jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  Ordnung 
eine  Gleichung  von  derselben  Ordnung  zugehören.  Substituirt  man 
aber  in  3)  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2),  so  kommt  eine 
Gleichung: 

4)  o  =  a  +  bü  +  ct?*  +  ...  +  Ii?«, 

deren  10  Coef&cienten  o,  b,  c,  ...,  I  gegebene  Functionen  Ton  a,  i, 
e^  a\  h\  ...  und  a,  ß,  y,  ...  sind,  und  insgesammt  gleich  0  sein 
müssen.  Dies  giebt  10  Gleichungen;  dagegen  sind  nur  9  zu  be- 
stimmende Unbekannte  or,  ß,  y,  ...,  l  vorhanden.  Es  lassen  sich 
also  die  letzteren  nicht  nur  vollkommen  bestimmen,  sondern  es  bleibt 
nach  Elimination  derselben  aus  den  10  Gleichungen  eine  Gleichung 
zwischen  a,  5,  c,  a',  5',  ...  selbst  zurück.  Diese  ist  aber  nothwendig 
eine  identische,  keine  Bedingungsgleichung.  Denn  wäre  sie  das 
letztere,  so  könnten  für  solche  Werthe  a,  J,  e,  . . .,  durch  welche  die 
Bedingung  nicht  erfüllt  würde,  auch  die  Gleichungen  0  =  0,  b  =  0, 
...  nicht  neben  einander  bestehen;  mithin  könnte  auch  die  ange- 
nommene Form  der  Gleichung  3)  nicht  die  richtige  sein,  sondern 
müsste  Glieder  von  noch  höherer  Ordnung,  als  der  dritten,  ent- 
halten. Dies  widerspricht  aber  erwiesenermassen  der  Natur  der 
Gleichungen  1)  und  2).  —  Allerdings  ist  es  möglich,  dass  die  nach 
dem  gewöhnlichen  Eliminationsproccss  aus  1)  und  2)  sich  ergebende 
Gleichung  von  einem  höheren  Grade  als  dem  dritten  erscheint. 
Alsdann  kann  man  aber  gewiss  sein,  dass  durch  die  algebraischen 
Umformungen  ein  oder  mehrere  ungehörige  Factorcn  hinzugekommen 
sind,  die  man  durch  Division  wieder  absondern,  und  somit  die  Glei- 
chung auf  den  dritten  Grad  zurückbringen  kann.  — 

Fährt  man  auf  dieselbe  Art  zu  schliessen  bei  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  von  der  vierten  Ordnung  fort,  so  kommt  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  noch  die  vierte  Potenz  von  v  hinzu,  die  dem 
Ausdrucke  entsprechende  Gleichung  3)  muss  von  der  vierten  Ord- 
nung sein,  erhält  folglich  noch  die  5  Glieder  :r*,  x^y^  ^*y*,  ^y^i  y* 
mit  ihren  zu  bestimmenden  Coefficienten,  und  die  Gleichung  4)  steigt 
dadurch  bis  auf  den  sechzehnten  Grad.  Hier  giebt  es  also  14  zu 
bestimmende  Coefficienten  a,  ß,  /,  ...  und  dazu  17  Gleichungen: 
a  =  0,  b  =  0,  c  =  0,  etc.  Mithin  bleiben,  nach  Elimination  der 
ersteren  aus  den  letzteren,  3  Gleichungen  zwischen  a,  b,  e,  a,  h\  ... 
zurück,  welche,  aus  demselben  Grunde  wie  vorhin,  identische  sein 
müssen. 
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Ueberhaupt  sieht  man,  dass  eine  Linie ,  die  ihrem  Ausdrucke 
nach  von  der  mten  Ordnung  ist,  auch  rücksichtlich  ihrer  Gleichung 
zu  der  mten  Ordnung  gehört.  Diese  Gleichung  enthält  im  Allge- 
meinen ^(m+l)(m  +  2)  Glieder,  also 

i(m  +  l)(m  +  2)— 1  =im(m  +  i) 

zu  bestimmende  Coef&cienten  a,  ß^  ^,  ...  Substituirt  man  hierin 
für  z  und  y  ihre  durch  v  gegebenen  Werthe,  so  gelangt  man  zu 
einer  Gleichung  für  t?,  die  von  m*ten  Grade  ist,  und  deren  m*  +  ^ 
Coefficienten,  sämmtlich  gleich  0  gesetzt,  die  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  a,  ß^  y,  ...  erforderlichen  Gleichungen  geben.  Man 
hat  folglich 

m«  +  l—\m(m  +  3)  =\{m—l){m  —  2) 

Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen;  es  muss  daher, 
weil  die  Gleichung  für  die  Linie  unbedingt  von  der  mten  Ordnung 
ist,  zwischen  den  m*  +  1  Gleichungen  ein  solcher  Zusammenhang 
stattfinden,  dass  aus  beliebigen  ^m(m-4-3)  derselben,  welche  von 
einander  unabhängig  sind,  die  übrigen  ^(m — l)(m  —  2)  abgeleitet 
werden  können.  Dass  dieser  Ueberschuss  für  m  =:  1  und  m  =  2 
verschwinde,  sahen  wir  bereits  in  §.  136. 

§.  138.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  umgekehrten  Aufgabe: 
aus  der  gegebenen  Gleichung  einer  Linie  den  entsprechenden  Aus- 
druck zu  finden,  oder  was  dasselbe  sagen  will,  die  Veränderlichen  x 
und  y  der  Gleichung  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Ver- 
änderlichen V  darzustellen,  welche  der  Gleichung  Genüge  leisten. 
Schon  aus  Euler's  Introductio  (Tom.  I,  Cap.  DI  De  transformatione 
Functionum  per  substitutionem)  ist  bekannt,  dass  dieses  Geschäft  nur 
bei  den  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  immer  von 
statten  geht,  dagegen  schon  bei  den  Gleichungen  der  dritten  Ord- 
nung in  den  mehresten  Fällen  irrationale  Formen  unvermeidlich 
sind.  Noch  etwas  näheren  Aufsclüuss  erhalten  wir  auf  dem  hier 
eingeschlagenen  Wege. 

Zuerst  ist  es  gewiss,  dass  eine  Gleichung  der  mten  Ordnung 
auch  zu  einem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung  führen  muss,  wenn 
anders,  die  Gleichung  in  einen  rationalen  Ausdruck  zu  verwandeln, 
möglich  ist;  weil  umgekehrt  jedem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung 
eine  Gleichung  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht.  Man  denke 
sich  nun,  dass  nach  der  im  vorigen  §.  gezeigten  Methode  die  Werthe 
der  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...,  durch  a,  J,  e,  a\  ...  ausgedrückt,  ge- 
funden worden  seien:  so  hat  man  ^m(m-j-3)  Gleichungen:  a  =  ..., 
/?  =  ...,  ...,  aus  denen  jetzt  umgekehrt  die  Werthe  von  a,  5,  e,  a\  ..., 
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durch  a,  ßj  y^  ...  ausgedrückt,  zu  entwickeln  sind.  Es  lässt  sich 
aber,  wie  in  §.  69  bewiesen  worden,  die  Anzahl  der  Constanten 
a,  i,  ß,  a\  ...,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  des  Ausdrucks,  auf 
3m— 1  zurückbringen,  und  es  sind  daher 

|m(w  +  3)  — 3mH-l  =i(w— l)(m  — 2) 

Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen  vorhanden.  Da 
nun  die  Coefficienten  a,  j^,  y,  ...  und  folglich  auch  die  ihnen  zu- 
gehörigen \m[m'\-'S)  Gleichungen  von  einander  ganz  unabhängig 
sind,  so  eliminire  man  aus  letzteren  die  3m — 1  zu  bestimmenden 
Grössen,  und  man  wird  ^(m — l)(m — 2)  Gleichungen  zwischen  a, 
/9,  y,  ...  bekommen,  welche  ebenfalls  von  einander  unabhängig,  mit- 
hin keine  identischen  sind,  und  folglich  erfüllt  werden  müssen, 
wenn  anders,  die  Gleichung  für  die  Curve  in  einen  rationalen  Aus- 
druck zu  verwandeln,  möglich  sein  soll. 

Für  m  =  1,  2,  3,  4,  5,  etc.  erhält  \[m — l)(m  —  2)  die  resp- 
Werthe  0,  0,  1 ,  3,  6,  etc.  Ist  also  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 
nur  von  der  ersten  oder  zweiten  Ordnung,  so  lässt  sich  ohne  weitere 
Bedingung  ein  ihr  entsprechender  rationaler  Ausdruck  finden.  Da- 
gegen muss  bei  einer  Gleichung  der  dritten  Ordnung  eine  gewisse 
Bedingungsgleichung  zwischen  ihren  Coefficienten  erfüllt  werden, 
wenn  z  und  y  sich  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Veränder- 
lichen sollen  ausdrücken  lassen.  Bei  einer  Gleichung  der  vierten 
Ordnung  müssen  zu  demselben  Zwecke  3  Bedingungsgleichungen 
erfüllt  werden,  u.  s.  w.  Diese  Bedingungsgleichungen  selbst  aber 
zu  entwickeln,  möchte  eine  sehr  weitläufige  Rechnung  erfordern. 


Zweiter  Abschnitt. 


Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren 
und    den    daraus    entspringenden    Classen 

geometrischer  Aufgaben. 


Erstes  Capitel. 

Von  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit. 


§.  139.  Wenn  in  zwei  Figuren  jedem  Puncte  der  einen  Figur 
ein  Punct  der  anderen  entspricht,  dergestalt,  dass  der  gegenseitige 
Abstand  je  zweier  Puncte  der  einen  Figur  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  Puncte  in  der  anderen  Figur  gleich  ist, 
so  sind  die  Figuren  einander  gleich  und  ähnlich.  Diese  Er- 
klärung der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  —  denn  als  solche  kann 
man  den  voranstehenden  Satz  betrachten,  —  ist  allgemein  an- 
wendbar, mögen  die  Figuren  bloss  aus  isolirten  Puncten,  oder  aus 
Linien,  oder  aus  Flächen  bestehen,  mögen  im  ersteren  Falle  die 
Puncte  in  einer  geraden  Linie,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume 
überhaupt  liegen. 

Die  einfachsten  Figuren,  welche  einander  gleich  und  ähnlich 
sein  können,  sind  demnach  Systeme,  jedes  aus  zwei  Puncten  be- 
stehend. Heissen  A  und  B  die  zwei  Puncte  des  einen  Systems, 
A'  und  B'  die  ihnen  entsprechenden,  welche  das  andere  System 
ausmachen,  so  sind,  der  Erklärung  zufolge,  die  beiden  Systeme  ein- 
ander gleich  und  ähnlich,  wenn  B'  von  A'  eben  so  weit,  als  B  von 
A  absteht,  oder  in  Zeichen:  wenn  A'B'=  AB  ist.  —  Kommt  zu 
dem  Systeme  -4,  B  ein  dritter  Punct  G  hinzu,  gleichviel  ob  dieser 
mit  A  und  B  in  einer  Geraden,  oder  nicht,  liegt,  so  ist  C  der  ent- 
sprechende Punct  in  dem  anderen  Systeme  A'j  B\  wenn  C'A'=  CA 
und  C'B'=  CB,  —  Wird  dem  Systeme  -4,  5,  O  ein  vierter  Punct 
Z>  hinzugefügt,  mag  dieser  mit  Aj  B,  C  in  einer  Ebene,  oder  ausser- 
halb derselben  enthalten  sein,  so  hat  man  1/  als  entsprechenden 
Punct  in  dem  anderen  Systeme  A'j  -B',  C",  wenn  noch  D'A'=^  DAy 
n'B=  DB,  D'C'==  DC\  u.  s.  w. 
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§.  140.  Aufgabe.  Ein  System  von  n  Puncten  zu  construiren, 
welches  einem  anderen  gegebenen  Systeme  von  n  Puncten  gleich 
und  ähnlich  ist. 

Auflösung.  Heissen  die  Puncte  des  gegebenen  Systems: 
Af  Bf  (7,  2>,  ...,  und  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in  dem  zu 
construirenden :  A'j  B\  C\  Z>',  ...  Nun  hat  man  drei  Fälle  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  die  ersteren  Puncte  entweder  in  einer 
Geraden,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume  überhaupt  liegen. 

Im  ersten  Falle  nehme  man  A'  wiederum  in  einer  Geraden  und 
trage  darein  A'ff=  ABj  gleichviel  auf  welche  Seite  von  A\  Man 
trage  femer  in  diese  Gerade  ÄC'=^  AC,  so  dass  C  mit  B'  auf 
einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A  liegt,  je  nachdem  C  mit 
B  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A  befindlich  ist.  Eben  so 
wie  bei  C  verfahre  man  mit  der  Bestimmung  aller  übrigen  Puncte.  — 
Hiemach  ist  also  A'  ganz  willkürlich  zu  nehmen,  jeder  der  übrigen 
n  —  1  Puncte  aber  wird  durch  einen  Abstand  bestimmt,  und  es 
werden  folglich  zur  Construction  des  ganzen  Systems  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  w  —  1  Abstände  als  gegeben  erfordert. 

Wenn  zweitens  -4,  5,  C,  ...  in  einer  Ebene  liegen,  so  liegen 
auch  A'j  B\  C",  ...  in  einer  Ebene.  Der  Ort  von  A  bleibt  darin 
der  Willkür  überlassen;  B*  ist  ein  beliebiger  Punct  des  Ejreises,  der 
aus  Ä  als  Mittelpunct  mit  AB  ^  Halbmesser  beschrieben  wird; 
C"  ist  einer  der  beiden  Durchschnitte  der  zwei  Kreise,  welche  aus 
A  mit  A  C  und  aus  ff  mit  B  C  beschrieben  werden.  Um  einen  der 
übrigen  Puncte,  z.  B.  D'  zu  finden,  beschreibe  man  aus  A'  mit  AD 
und  aus  B'  mit  BD  Kreise  und  nehme  für  D'  denjenigen  ihrer 
beiden  Durchschnitte,  welcher  mit  C  auf  einerlei  oder  verschiedene 
Seiten  von  A'B'  fällt,  je  nachdem  D  und  C  auf  derselben  oder  ver- 
schiedenen Seiten  von  AB  liegen.  —  Hier  sind  also  zur  Bestimmung 
von  A  gar  keiner,  zur  Bestimmung  von  B'  einer,  und  zur  Bestimmung 
j  edes  der  übrigen  w  —  2  Puncte  zwei  Abstände ,  also  in  Allem  nicht 
mehr  und  nicht  weniger,  als 

1  +2(?^  — 2)  =  2»  — 3 
Abstände  erforderlich. 

Ist  endlich  das  gegebene  System  im  Räume  enthalten,  so  ist  A 
ganz  willkürlich;  B'  ein  beliebiger  Punct  der  Kugelfläche,  welche 
A  zum  Mittelpuncte  und  AB  zum  Halbmesser  hat;  C  ein  be- 
liebiger Punct  des  Kreises,  in  welchem  sich  die  zwei  aus  A  mit  AC 
und  aus  B'  mit  B  C  beschriebenen  Kugelflächen  schneiden ;  D'  einer 
von  den  zwei  Puncten,  in  denen  sich  die  drei  Kugelflächen,  aus  A 
mit  ADj  aus  B'  mit  BD  und  aus  C  mit  CD  als  Halbmessern  be- 
schrieben,   schneiden.      Auf  eben  die  Art  wie   D'    wird   dann    auch 
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jeder  der  übrigen  Puncte,  z.  B.  E  gefunden,  nur  dass  von  den  zwei 
gemeinschaftlichen  Durchschnitten  der  aus  Ä ^  B\  C  mit  AE^  BE, 
CE  beschriebenen  Kugelflächen  derjenige  zu  nehmen  ist,  welcher 
mit  D'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  E^bene  ÄB'C 
liegt,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere  bei  den  entsprechenden 
Puncten  in  dem  gegebenen  Systeme  der  Fall  ist.  —  Zur  Bestimmung 
von  Ä  wird  also  kein  Abstand,  zur  Bestimmung  von  V  einer,  zur 
Bestimmung  von  C"  werden  zwei,  und  zur  Bestimmung  jedes  der 
übrigen  n  —  3  Puncte  drei  Abstände  erfordert,  folglich  in  Allem 

l+2  +  3(/»  — 3)  =  3»  — 6 
Abstände. 

Anmerkung.  Nur  also  noch  bei  dem  Puncte  D*  und  bei  keinem  der 
folgenden  steht  es  frei,  zwischen  den  zwei  auf  verschiedene  Seiten  der  Ebene 
AB^  C  fallenden  Durchschnitten  der  drei  Kugelflächen  zu  wählen.  Es  unter- 
scheiden sich  diese  beiden  Durchschnitte  dadurch  von  einander,  dass,  von  dem 
einen  aus  gesehen,  die  Folge  der  Puncte  A^B'C  von  der  Rechten  nach  der 
Linken,  vbn  dem  andern  aus  aber  von  der  Linken  nach  der  Rechten  geht, 
oder,  wie  man  sich  auch  ausdrücken  könnte,  dass  der  erstere  Punct  auf  der 
linken,  der  letztere  auf  der  rechten  Seite  der  Ebene  A'B'C  liegt.  Je  nach- 
dem man  nun  für  D'  den  einen  oder  den  anderen  dieser  zwei  Puncte  wählt, 
je  nachdem  wird  die  gedachte  Folge  entweder  übereinstimmend  oder  ver- 
schieden von  derjenigen  sein,  in  welcher  von  D  aus  die  Puncte  A,  B,  C  er- 
scheinen. In  beiden  Fällen  sind  sich  die  Systeme  A,  B,  C,  D,  ,..  und  A', 
B',  C,  D',  ...  zwar  gleich  und  ähnlich,  können  aber  nur  im  ersten  Falle 
zur  Coincidenz  gebracht  werden. 

—  Es  scheint  sonderbar,  dass  bei  körperlichen  Figuren  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit  ohne  Coincidenz  stattfinden  kann,  da  hingegen  bei  Figuren  in 
Ebenen  oder  bei  Systemen  von  Puncten  in  geraden  Linien  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit  mit  Coincidenz  immer  verbunden  ist.  Der  Grund  davon  möchte 
darin  zu  suchen  sein,  dass  es  über  den  körperlichen  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen hinaus  keinen  anderen,  keinen  von  vier  Dimensionen  giebt.  Gäbe  es 
keinen  körperlichen  Raum,  sondern  wären  alle  räumlichen  Verhältnisse  in 
einer  einzigen  Ebene  enthalten,  so  würde  es  eben  so  wenig  möglich  sein,  zwei 
sich  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  bei  denen  aber  die  Folge  der  sich  ent- 
sprechenden Spitzen  nach  entgegengesetztem  Sinne  geht,  zur  Deckung  zu 
bringen.  Nur  dadurch  kann  man  diese  bewerkstelligen,  dass  man  das  eine 
Dreieck  um  eine  seiner  Seiten  oder  um  irgend  eine  andere  Gerade  der  Ebene, 
als  um  eine  Axe,  eine  halbe  Umdrehung  machen  lässt,  bis  es  wieder  in  die 
Ebene  fällt.  Dann  geht  bei  ihm  und  dem  anderen  Dreiecke  die  Folge  der 
sich  entsprechenden  Spitzen  nach  einerlei  Sinn,  und  es  kann  mit  dem  anderen 
durch  Fortbewegung  in  der  Ebene  selbst,  ohne  weitere  Zuhülfenahme  des 
körperlichen  Raums  coineidirend  gemacht  werden. 

Eben  so  verhält  es  sich  mit  zwei  gleichen  Systemen  von  Puncten  in  einer 
und  derselben  geraden  Linie:  A,  B,  ...  und  A'y  B',  ...  Sind  sich  bei  diesen 
die  Richtungen  AB  und  A'B'  entgegengesetzt,  so  wird  durch  blosses  Fort- 
bewegen des  einen  Systems  in  der  geraden  Linie  selbst  auf  keine  Weise  eine 
Deckung  der  sich   entsprechenden  Puncte  hervorgebracht,   sondern  erst  nach 
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einer  halben  Umdrehung  des  einen  Systems  in  irgend  einer  durch  die  Gerade 
gehenden  Ebene. 

Zur  Coincidenz  zweier  sich  gleichen  und  ähnlichen  Systeme  im  Baume 
von  drei  Dimensionen:  -4,  B,  C,  D,  ...,  und  A',  ^',  C,  2)',  ...,  bei  denen 
aber  die  Puncte  2>,  Et  ...  und  ly,  E*,  ..,  auf  ungleichnamigen  Seiten  der 
Ebenen  ABC  und  A'B'C  liegen,  würde  also,  der  Analogie  nach  zu  schliessen, 
erforderlich  sein,  dass  man  das  eine  System  in  einem  Baume  von  vier  Dimen- 
sionen eine  halbe  Umdrehung  'machen  lassen  könnte.  Da  aber  ein  solcher 
Baum  nicht  gedacht  werden  kann,  so  ist  auch  die  Coincidenz  in  diesem  Falle 
unmöglich. 

§.  141.  Zusätze,  a)  Bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  ist 
die  Anzahl  aller  Abstände  je  zweier  Puncte  von  einander  =  ^n(» — 1). 
Von  diesen  Abständen  wurden,  je  nachdem  die  Puncte  in  einer  Ge- 
raden, Ebene,  oder  im  Räume  lagen,  nur  7% — 1,  2n — 3,  oder  3n — 6 
in  beiden  Systemen  einander  gleich  gemacht.  Dass  nun  dann  immer, 
wie  es  die  Erklärung  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  erfordert,  auch 
die  übrigen 

\n(n—\)—  n+\=\(n  —  \)(n  —  7) 
\n[n  —  1)  —  2«  +  3  =  ■}(/>  —  2)  (»  —  3) 
\n{n  —  \)  —  in  +  Q  =  \(n—i)(n  —  A) 

Abstände  des  einen  Systems  den  eben  so  viel  entsprechenden  Ab- 
ständen des  anderen  Systems  gleich  sind,  muss  in  jedem  der  drei 
Fälle  besonders  bewiesen  werden. 

Der  Beweis  für  den  ersten  Fall,  wo  die  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  fliesst  unmittelbar  aus  der  Deckung  gerader  Linien  von 
gleicher  Länge. 

Den  zweiten  Fall  anlangend,  so  haben  vermöge  der  Construction 
die  Dreiecke  A'B'C\  A'B'D',  A'B'E',  etc.  resp.  mit  den  Dreiecken 
ABC,  ABDj  etc.  gleiche  Seiten  und  decken  sich  folglich  der  Reihe 
nach;  mithin  können  auch  die  ganzen  Figuren  AB  CD.,  und 
A'B'C'D'..  zur  Deckung  gebracht  werden. 

Der  Beweis  für  den  dritten  Fall  wird,  wenn  die  Puncte  Z),  £,  ... 
und  /y,  E\  ...  auf  gleichnamigen  Seiten  der  Dreiecksebenen  ABC 
und  ÄB'C  liegen,  ähnlicherweise  mittelst  des  Satzes  geführt,  dass 
zwei  Pyramiden  AB  CD  und  AB' CD'  in  einander  passen,  wenn 
die  sechs  Kanten  der  einen  den  sechs  Kanten  der  anderen  der 
Reihe  nach  gleich  sind,  und  D'  auf  derselben  Seite  von  A'B'C  sich 
befindet,   auf  welcher  D  von  ABC  liegt*).    —    Bei   ungleichartiger 


*)  Dieser  Satz  lässt  sich  folgendergestalt  leicht  darthun.  —  Weil  A'B'  =^  AB, 
B'C'=^  BC,  C'A'=  CA,  so  können  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  immer  zur 
Deckung  gebracht  werden.     Der  gemachten  Annahme  zufolge  liegen    alsdann  D 
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Lage  macht  der  Beweis  mehrere  Vorbereitungen  nöthig,  auf  die  ich 
mich  aber  hier  nicht  einlassen  kann,  sondern  auf  Legendre  Gio- 
mitriej  Livre  VI,  Prop.  2  und  Note  VTI  verweise. 

h)  Wenn  nicht,  wie  in  der  Aufgabe  vorausgesetzt  wurde,  das 
ganze  System  von  n  Puncten  gegeben  ist,  sondern  bloss  die  n  —  1 
oder  2« — 3  oder  3w — 6  Abstände  in  demselben,  die  zur  Construc- 
tion  eines  ihm  gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlich  waren, 
so  wie  auch  die  Seiten,  auf  denen  die  übrigen  Puncte  von  dem 
Puncte  A  oder  von  der  Geraden  AB  oder  von  der  Ebene  ABC 
liegen,  so  lassen  sich  daraus,  eben  vermöge  der  gelehrten  Construc- 
tion,  die  übrigen  Abstände  und  alle  anderen  dabei  vorkommenden 
Grössen  finden.     Und  überhaupt: 

Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  in  einer  Geraden  ^  oder  in 
einer  Ebene ^  oder  im  Räume ^  und  sind  von  deti  Grössen^  welche  da- 
durch auf  ir ff  ender  lei  Weise  bestimmt  werden  können ,  resp.  n  —  1 , 
2n  —  3,  3n  —  6  von  einander  unabhängiffe  ge ff  eben,  so  kann  man  dar- 
aus  alle  übrigen  finden. 


und  ly  auf  einerlei  Seite  von  ABC.  Fielen  nun  D  und  ly  nicht  zusammen,  so 
entstünden,  wegen  AD  =^  A'D',  etc.,  die  gleichschenkligen  Dreiecke  ADU^ 
BDD'f  CDiy  mit  der  gemeinschaftlichen  Basis  Diy.  Heisse  daher  M  der 
Mittelpunct  von  Dl^t  so  w&ren  AM^  BM,  CM  auf  Diy  perpendikular,  mithin 
A,  Bf  C,  M  In  einer  Ebene  befindlich,  von  welcher  Diy  rechtwinklig  halhirt 
würde.  Mithin  lägen  D  und  D'  auf  verschiedenen  Seiten  von  ABC,  welches 
gegen  die  Annahme  ist.  £s  fallen  daher  D  und  D'  zusammen,  folglich  auch  AD 
und  A'D',  etc.,  und  die  ganzen  Pyramiden  passen  in  einander. 

Liegen  D  und  D'  auf  ungleichnamigen  Seiten  von  AB  C  und  A'B'C,  so 
folgt  nach  denselben  Schlüssen,  dass  bei  Deckung  der  Dreiecke  ^^C  und  A'B*0 
die  Gerade  DD*  von  der  Ebene  ABC  rechtwinklig  halbirt  wird.  —  Dies  hier  zur 
Folge  erhaltene  Resultat  ist  bei  Legendre  (Livre  VI,  D^finit.  16)  die  Erklärung 
von  dergleichen  Körpern,   folyhdre%  9ymmiir\que%  von  ihm  genannt. 
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Zweites  Capitel. 

Von  der  Aehnlichkeit. 


§.  142.  Die  einfachste  und  engste  Art  von  Verwandtschaft, 
die  zwischen  Figuren  statt  haben  kann,  ist  die  Gleichheit  und  Aehn- 
lichkeit, indem  von  zwei  solchen  Figuren  die  eine  nichts  anderes, 
als  eine  vollkommene  Wiederholung,  ein  nochmaliges  Setzen  der 
anderen  ist.  Weniger  einfach  und  von  grösserer  Ausdehnung  ist  die 
blosse  Aehnlichkeit.  Hier  kann  man  die  eine  Figur  als  eine  Wieder- 
holung der  anderen  nach  einem  grösseren  oder  kleineren  Massstabe 
betrachten,  oder  bestimmter:  Zwei  Figuren  sind  einander  ähnlich, 
wenn  die  gegenseitigen  Abstände  je  zweier  Puncto  der  einen  Figur 
in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  wie  die  Abstände  der 
entsprechenden  Puncte  in  der  anderen. 

Die  einfachsten  Figuren,  bei  denen  von  Aehnlichkeit  noch  die 
Rede  sein  kann,  sind  daher  Systeme,  jedes  von  drei  Puncten  ge- 
bildet.    Das  System  -4',  B',  C  ist  dem  Systeme  A,  Bj  C  ähnlich, 

wenn 

AB':  BC:  C'A'=  AB  :  BC  :  CA, 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 

A'B'=m.AB,     B'C'=m.BC,     C'A'=m.CA 

ist,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet.  Sollen  die  Systeme  A^  jB, 
C,  D  und  A\  B\  C\  D'  einander  ähnlich  sein,  so  wird  erfordert, 
dass  noch 

ÄD'=m.AD,     B'D'=m.BD,     C'D'=m.CD\ 
u.  s.  w. 

§.  143.  Zusätze  und  Folgerungen,  ä)  Dass  dieser  De- 
finition gemäss  ähnliche  Figuren  auch  wirklich  existiren,  ist  hieraus 
im  Allgemeinen  noch  nicht  abzunehmen,  sondern  bedarf  eines  Be- 
weises. Der  Elementargeometrie  liegt  es  ob,  denselben  zu  führen. 
Diesen  Beweis  aber  vorausgesetzt,  sieht  man  ohne  weiteres,  dass 
man  zur  Construction  eines  Systems  A\  B\  C\  ...,  welches  einem 
gegebenen  Systeme  -4,  B,  (7,  ...  ähnlich  ist,  folgendergestalt  ver- 
fahren kann.  —  Man  nehme  Ä  und  B'  ganz  willkürlich,  denke  sich 
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hierauf,  A'B'=  m .  AB  gesetzt,  ein  dem  gegebenen  Systeme  ähn- 
liches System,  in  welchem  jeder  Abstand  dem  m fachen  des  ent- 
sprechenden Abstandes  in  dem  gegebenen  gleich  ist,  als  schon  vor- 
handen, und  bestimme  nun  die  übrigen  Puncte  (?',  Z>',  ...,  indem 
man  auf  die  in  §.  140  gezeigte  Weise  ein  diesem  eingebildeten 
Systeme  gleiches  und  ähnliches  construirt. 

b)  Statt  der  in  §.  140  zur  Construction  angewendeten  Abstände 
AB,  AC,  BC,  ...  werden  also  gegenwärtig  die  Längen  m ,  AB, 
m,AC,  m.BC,  ...  genommen,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  ist.  Zur 
Construction  eines  ähnlichen  Systems  braucht  man  folglich  nur  die 
Verhältnisse  zu  kennen,  in  welchen  von  den  zur  Construction  eines 
gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlichen  Abständen  irgend 
einer  zu  den  übrigen  steht.  Da  nun  die  Anzahl  dieser  Verhältnisse 
immer  um  Eins  geringer  ist,  als  die  der  Abstände  selbst,  so  werden, 
je  nachdem  die  Puncte  des  gegebenen  Systems  in  einer  Geraden, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  liegen,  n  —  2,  2»  —  4  oder  3w  —  7 
Verhältnisse  erfordert. 

c)  Ist  das  System  nicht  selbst  gegeben,  sondern  bloss  die  Ver- 
hältnisse, welche  zur  Construction  eines  ähnlichen  Systems  zu  wissen 
nöthig  sind,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  Construction  alle  übrigen 
Verhältnisse  je  zweier  Abstände  und  alle  anderen  Grössen  finden, 
welche  ähnliche  Figuren  mit  einander  gemein  haben,  als  Winkel, 
Verhältnisse  von  Flächen,  u.  s.  w.  Wir  schliessen  hieraus,  eben  so 
wie  in  §.  141,  5: 

Sind  von  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Geraden^  in  einer 
Ebene,  oder  im  Räume  resp,  irgend  n  —  2,  2n  —  4,  3«  —  7  von  ein- 
ander unabhängige  Verhältnisse  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen 
der  Puncte,  oder  eben  so  viel  andere  von  diesen  Verhältnissen  abhängige 
Grössen  oder  Bedingungen  gegeben,  so  lassen  sich  daraus  alle  übrigen 
Verhältnisse  ztoischen  den  Abständen  und  davon  abhängigmi  Grössen 
finden, 

d)  Verhältnisse  lassen  sich  immer  durch  Zahlen  ausdrücken. 
Hier  werden  also  aus  gegebenen  Zahlen  andere  durch  Construction 
gefunden.  Letztere  Zahlen  müssen  sich  daher  aus  ersteren  auch 
durch  Rechnung  finden  lassen.  Es  müssen  folglich  von  den  ge- 
gebenen n  —  2,  ...  Verhältnissen  des  Systems  alle  übrigen  Verhält- 
nisse als  analytische  Functionen  darstellbar  sein. 

Es  fliesst  hieraus  noch,  dass  die  in  §.  141,  ä  als  lösbar  erwiesene 
Forderung,  nicht  allein  durch  Construction,  sondern  gleichfalls  auch 
durch  Rechnung  gelöst  werden  kann.  Denn  aus  den  dort  gegebenen 
n — 1,  ...  Stücken,  die  wir  jetzt  in  Zahlen  ausgedrückt  annehmen, 
ist  es  immer  möglich,  n  —  2,  ...  von  einander  unabhängige  Verhält- 
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nisse  zu  bflden.  Aus  diesen  aber  können,  dem  eben  Gesagten  zu- 
folge, durch  Rechnung  alle  übrigen  Verhältnisse  des  Systems,  also 
auch  die  Verhältnisse  der  übrigen  Stücke  zu  den  gegebenen,  also 
auch  die  übrigen  Stücke  selbst  in  2Sahlen  gefunden  werden. 

Anmerkung.  Aus  der  Möglichkeit,  eine  geometrische  Aufgabe  durch 
Construction  zu  lösen,  kann  man,  ohne  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  als 
erwiesen  vorauszusetzen,  die  Möglichkeit  einer  Auflösung  durch  Rechnung 
noch  nicht  folgern. 

Heissen  z.  B.  a,  &,  c,  d  die  vier  Seiten  eines  Vierecks;  e,  /  die  zwei 
Diagonalen  desselben.  Sei  femer  r  irgend  eine  zur  Einheit  angenommene 
Länge,  und  a,  h,  ...,  /,  in  solchen  Einheiten  ausgedrückt,  =^  a,  ß,  ...,  C»  so 
dass  a  =B  ar,  b  i=s  ßr,  etc.  Nun  kann  man  durch  eine  sehr  einfache  Con- 
struction aus  den  Linien  a,  &,  c,  d,  e  die  Linie  /,  folglich  auch  aus  der  Linie 
r  und  den  Zahlen  a,  ß,  y,  d,  e  6ie  Zahl  C  finden.  Ob  aber  aus  a,  ß,  ...,  8 
allein  die  Zahl  C  gefunden  werden  könne,  ob  also  C  unge&ndert  bleibe,  wie 
gross  oder  klein  auch  r  genommen  werde,  ist  hiermit  noch  nicht  entschieden. 

Allerdings  müsste  zwar,  wenn  zur  Bestimmung  von  C  n&chst  a,  . . .,  b  auch 
r  erforderlich  w&re,  auch  umgekehrt  r  aus  a,  ...,  C  gefunden  werden  können, 
da  doch  eine  Function  von  Zahlen  immer  wieder  eine  Zahl  und  keine  ausge- 
dehnte Orösse  sein  kann.  Allein  wenn  Legendre  eine  dergleichen  Schluss- 
art anwendet,  um  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  analytisch  zu  begründen 
{JSlem,  de  Giom.,  note  2),  so  kann  wohl  mit  Recht  entgegengesetzt  werden, 
dass,  obschon  r  durchaus  nicht  eine  analjrtische  Function  von  a,  ...,  C  sein 
kann,  es  doch  keineswegs  undenkbar  ist,  dass  r  aus  a,  ...,  C  auf  geometri- 
schen Wege  gefunden  werden  könne;  dass  folglich  Legendre  noch  immer 
zuvor  beweisen  muss,  dass  dasjenige,  was  durch  Construction  bestimmt  werden 
kann,  auch  durch  Rechnung  sich  herleiten  lasse.  Denn  hieraus  erst  kann 
gefolgert  werden,  dass  dasjenige,  was  sich  durch  Rechnung  nicht  finden 
lässt,  auch  nicht  durch  Construction  bestimmbar  ist.  Es  wird  folglich  von 
Legendre  ein  Kreis  im  Schliessen  begangen,  da  eben  erst  aus  der  zu  be- 
weisenden Lehre  von  der  Aehnlichkeit  die  Möglichkeit  einer  Anwendung  der 
Analysis  auf  die  Geometrie  hervorgeht. 
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Drittes  Capitel. 

Von   der  Affinität. 


§.  144.  Ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  allein  giebt 
es  noch  einige  andere  Arten  von  Verwandtschaften,  die  gleichfalls 
in  das  Gebiet  der  Elementargeometrie  gehören.  Die  barycentrische 
Bestimmungs-Methode  von  Puncten  wird  uns  zur  Erkenntniss  dieser 
Verwandtschaften  und  der  sehr  merkwürdigen  aus  ihnen  zu  ziehen- 
den Folgerungen  hinfuhren. 

Man  denke  sich  ein  System  von  Puncten  -4,  -B,  C,  D,  ...  in 
einer  Ebene.  Drei  derselben,  -^,  -Bj  C,  nehme  man  zu  Fundamental- 
puncten  und  bestimme  in  Bezug  auf  dieselben  jeden  der  übrigen 
durdx  einen  Ausdruck  von  der  Form:  aA'\'bB  -\-  cC.  Wenn  nun 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  für  jeden  der  übrigen  Puncte 
die  Verhältnisse  der  Coefficienten  im  Ausdrucke  desselben,  a  :  5  :  c, 
gegeben  sind,  so  ist  klar,  dass  alle  mit  Hülfe  jener  Seiten  und  dieser 
Verhältnisse  construirten  Figuren  einander  unter  sich  und  der  er- 
steren  gleich  und  ähnlich  sein  werden.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass, 
wenn  statt  der  Seiten  der  Fundamentaldreiecks  selbst,  bloss  die 
gegenseitigen  Verhältnisse  derselben  gegeben  sind,  zwischen  den 
construirten  Figuren  und  der  ursprünglichen  nur  Aehnlichkeit  ob- 
walten wird.  Gesetzt  aber,  dass  von  dem  Fundamentaldreiecke  gar 
nichts,  und  bloss  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  für  die  übrigen 
Puncte  gegeben  sind,  so  werden  die  somit  hervorgehenden  Figuren, 
weil  nun  die  drei  Fundamentalpuncte  ganz  nach  Willkür  genommen 
werden  können,  in  einer  noch  entfernteren  Beziehung  zu  einander 
stehen. 

§.  145.  Um  das  Wesen  dieser  Beziehung  ausfindig  zu  machen, 
80  seien  A\  B\  C  (Fig.  29)  drei  beliebige  Puncte,  die  man  den 
Puncten  -4,  5,  C  resp.  entsprechend  setze.  Ist  nun  irgend  einer 
der  übrigen  Puncte  in  der  ersten  Figur, 

D  =  aA+bB  +  cC, 

so  wird  U  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten  sein,  wenn 

iy=aA'+bB'+cC\ 

MöbiQs  Werke  i.  12 
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§.  145. 


d.  h.  wenn  die  Dreiecksflächen  zwischen  -4',  B ^  C,  2>'  sich  eben 
so  zu  einander  verhalten,  als  wie  die  ihnen  entsprechenden  zwischen 
-4,  5,  C,  B  (§.  24,  c).  Man  ziehe  demnach  die  Gerade  (72),  welche 
AB  in  Z  schneide,  theile  A'B'  in  Z'  dergestalt,  dass 

A'B':  BZ'  =  AB    BZ, 

ziehe  C'Z'  und  nehme  darin  D\  so  dass 

CD':  Ziy=  CD:  ZD, 
so  ist  D'  gefunden. 


Fig.  29. 

Unmittelbar  also  folgt  aus  einer  solchen  Construction  nur  dieses, 
dass, 

A'B'C'=m,ABC 

gesetzt,  auch  jedes  andere  Dreieck  der  zweiten  Figur,  welches  mit 
dem  Dreiecke  A'B'C  eine  Seite  gemein  hat,  dem  m  fachen  des  ent- 
sprechenden Dreiecks  in  der  ersten  Figur  gleich  ist;  z.  B.  dass 

B'C'D'=m,BCD. 

Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigt  zeigen,  dass  dieselbe  Relation  auch 
zwischen  je  zwei  anderen  sich  entsprechenden  Dreiecken  stattfinden 
muss;  z.  B.  dass\ 

D'E'F'=m.DEF, 

Denn  seien  P,  Q^  li,  S  irgend  vier  Puncto  der  ersten  Figur, 
und,  durch  ihre  Ausdrücke  auf  A^  Bj  C  bezogen,  bestimmt.  Man 
climinire  aus  diesen  vier  Ausdrücken,  als  Gleichungen  behandelt, 
die  drei  Fundamentalpuncte,  und  man  erhält  eine  Gleichung  zwischen 
den  vier  Puncten  selbst: 
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deren  Coefficienten  tt,  x,  q,  a  aus  den  Coefficienten  der  ersten  vier 
Gleichungen  zusammengesetzt,  also  ebenfalls  gegeben  sind.  Heissen 
nun  die  diesen  Puncten  in  der  anderen  Figur  entsprechenden  Puncte 
P,  Q',  Ä',  S\  so  dass,  wenn 

auch 

P'^pA'+qB'+rC' 

ist,  u.  s.  w.:  so  muss  zwischen  den  letzteren  vier  Puncten  eine 
Gleichung  mit  denselben  Coefficienten  stattfinden,  wie  zwischen  den 
vier  ersteren: 

7rP'+  xQ'+  qR+  aS'=  0. 

Mithin  stehen  die  Dreiecksflächen  zwischen  P',  Q',  Ä',  S'  in  den- 
selben Verhältnissen  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  zwischen 
P,  Q,  -R,  Ä  —  Wenden  wir  dieses  auf  die  Systeme  -B,  C,  Z>,  JE 
und  B\  C\  D'j  E'  an,  so  muss,  weil 

ffC'D'=m,BCD 
war,  auch 

aD'E'=  m.CDE 

sein;  und  eben  so  folgt  aus  letzterer  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Systeme  C,  2),  E,  F  und  C",  D\  E\  F, 

B'E'F=  m .  BEF. 

Ueberhaupt  also  stehen  die  Dreiecksflächen  der  einen  Figur  in  den- 
selben Verhältnissen  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  der  anderen. 
Da  endlich  jede  ebene  Figur  durch  Ziehung  von  Diagonalen  als  ein 
Aggregat  von  Dreiecken  betrachtet  werden  kann,  so  lässt  sich  das 
Wesen  der  in  Rede  stehenden  Verwandtschaft  bei  ebenen  Figuren 
noch  allgemeiner  als  darin  bestehend  angeben:  dass  je  zwei  Flächen- 
theile  der  einen  Figur  sich  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  die 
entsprechenden  Flächentheile  der  anderen. 

§.  146.  Eine  andere  Ansicht,  unter  welcher  man  diese  ent- 
ferntere Verwandtschaft  auffassen  kann,  ist  folgende.  Seien  wiederum 
-4,  5,  (7,  P  und  -4',  B\  C\  P'  sich  entsprechende  Puncte  in  beiden 

Figuren,  also 

P'=pA'+qB'+rC', 
wenn 

P  =  pA  +  qB  +  rC 

ist.  Man  betrachte  nun  die  Linien  CA  und  CB  als  die  Axen  eines 
Systems  paralleler  Coordinaten,  CA  als  die  Axe  X,  CB  als  die  Axe 
y,  so  ist  für  den  Punct  P  (§.  123,  b): 

x  =  -—^—-.CA,    y=—-l——,CB, 
P  +  q  +  r  '     ^        p  +  q  +  r 

12^ 
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Eben  so  nehme  man  in  der  anderen  Figur  C  Ä  und  CS  zu  den 
Axen  eines  Coordinatensystems,  und  nenne  die  Coordinaten  von  P* 
auf  diese  Axen  bezogen,  t!  und  y\  so  ist: 

P  +  q  +  r  '     "^        p  +  q  +  r 

folglich 

,_  CA'  ,_  CR 

Bezieht  man  demnach  die  Puncte  einer  ebenen  Figur  durch 
Coordinaten  auf  zwei,  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  {ACB} 
schneidende  Axen,  und  construirt  nun  eine  zweite  Figur  unter  einem 
von  dem  vorigen  verschiedenen  Axenwinkel  (A'CB')  dergestalt,  dass 
jede  Abscisse  in  der  zweiten  zu  der  ihr  entsprechenden  in  der  ersten 
in  einem  beliebigen  constanten  Verhältnisse  (CA':  CA)  steht,  und 
dass  eben  so  das  gegenseitige  Verhältniss  der  sich  entsprechenden 
Ordinaten  ein  beliebiges  constantes,  aber  von  dem  der  Abscissen 
verschiedenes  Verhältniss  (CB':  CB)  ist,  so  wird  ebenfalls  zwischen 
beiden  Figuren  die  neue  allgemeinere  Verwandtschaft  stattfinden.  — 
Mit  anderen  Worten:  Man  beziehe  eine  ebene  Figur  auf  zwei  be- 
liebige Axen,  messe  die  Abscissen  mit  einer  willkürlichen  zur  Ein- 
heit angenommenen  Länge,  und  eben  so  die  Ordinaten  mit  einem 
beliebigen  anderen  Längenmass.  Lässt  man  nun  die  durch  diese 
Messungen  für  jeden  Punct  der  Figur  resultirenden  zwei  Zahlen 
gegeben  sein,  nicht  aber  den  Axenwinkel  und  die  beiden  Längen- 
masse, sondern  bleiben  dieSe  der  Willkür  überlassen,  so  werden  alle 
mit  jenen  Zahlen  construirten  Figuren  unter  sich  und  mit  der  ur- 
sprünglichen in  der  gedachten  Verwandtschaft  stehen.    Vergl.  §.  127. 

§.  147.  Von  einer  solchen  gegenseitigen  Beziehung  der  Fi- 
guren hat  schon  Euler  gehandelt.  Inirod,  in  Afial.  Inf.  Tom.  II, 
Cap.  XVni.  De  Similitudine  et  Affinitate  Linearum  curvarum.  — 
»Quemadmodumff,  heisst  es  daselbst  in  artic.  442,  »in  Curvis  simili- 
bus  Abscissae  et  Applicatae  homologae  in  eadem  ratione  sive  augen- 
tur  sive  diminuuntur;  ita,  si  Abscissae  aliam  sequantur  rationera, 
aliam  vero  Applicatae,  Curvae  non  amplius  orientur  similes.  Verum 
tarnen,  quia  Curvae  hoc  modo  ortae  inter  se  quandam  Affinitatem 
tenent,  has  Curvas  affines  vocabimus:  complectitur  ergo  Affinitas 
sub  se  similitudinem  tanquam  speciem:  quippe  Curvae  affines  in 
similes  aheunt,  si  amhae  illae  rationes,  quas  Abscissae  et  Applicatae 
seorsim  sequuntur,  evadant  aequales.«  —  Der  von  Euler  hier  auf- 
gestellte Begriff*  der  Affinitas  ist  also  ganz  mit  dem  vorhin  ent- 
wickelten einerlei,    und  ich  will  daher  gleichfalls  diese   allgemeinere 


§.148.  Cap.  3.    Affinität.  181 

Verwandtschaft  Affinität,   und  Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 
findet, affine  Figuren  nennen. 

Indess  scheint  Euler  diesen  Begriff  nicht  weiter  verfolgt  zu 
haben ;  sonst  würde  er  nicht  zwischen  ähnlichen  und  affinen  Curven 
den,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  unrichtigen  Unterschied,  artic.  444, 
finden:  »quod  Curvae,  quae  sunt  similes  respectu  unius  Axis  vel 
puncti  fixi,  eaedem  similes  sint  futurae  respectu  aliorum  quorumvis 
Axium  seu  punctorum  homologorum.  Curvae  autem,  quae  tantum 
sunt  affines,  tales  tantum  sunt  respectu  eorum  Axium,  ad  quos  re- 
feruntur,  neque  pro  lubitu  alii  Axes,  seu  puncta  homologa,  in  ipsis 
dantur,  ad  quae  affinitas  referri  possit.cr 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung,  dass  die  Affinität  immer 
nur  hinsichtlich  eines  einzigen  Axensystems  stattfinde,  erhellet  so- 
gleich daraus,  dass  jede  drei  Puncte  der  Ebene,  in  welcher  die  Figur 
enthalten  ist,  zu  den  Fundamentalpuncten  genommen  werden  können. 
Die  Behauptung  lässt  sich  aber  sehr  leicht  auch  ohne  barycentrische 
Hülfsmittel,  durch  ganz  einfache  auf  den  ersten  Elementen  be- 
ruhende Betrachtungen  widerlegen;  und  ich  achte,  dieses  zu  thun, 
um  so  weniger  für  überflüssig,  da  es  nicht  einen  speciellen  Satz, 
sondern  eine  wichtige  Ansicht  der  Figuren  überhaupt  betrifil. 

§.  148.  Seien  P,  Qy  ü,  .,.  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene, 
und  ihre  Coordinaten,  auf  ein  gewisses  Axensystem  bezogen,  =  ij  u\ 
/',  u']  fj  u*\  ...;  so  werden,  nach  Euler's  Erklärung,  die  Puncte 
P,  Q',  i2',  . . .  ein  affines  System  bilden,  wenn  sie  gleichfalls  in  einer 
Ebene  enthalten,  und  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  gewisses 
Axensystem  in  derselben  resp.  m/,  nu\  mt\  nu']  mt\  nu"\  ...  sind. 
Ueberhaupt  wird  hiemach  jedem  beliebigen  Puncte  in  der  ersten 
Ebene  ein  gewisser  in  der  zweiten  entsprechen,  den  man  findet, 
wenn  man  seine  Abscisse  dem  m  fachen  und  seine  Ordinate  dem 
nfachen  der  Abscisse  und  Ordinate  des  ersteren  gleich  macht.  Eben 
so  wird  es  für  jede  beliebig  gezogene  gerade  oder  krumme  Linie  in 
der  einen  Ebene  eine  entsprechende  Linie  in  der  anderen,  also  eine 
affine,  geben,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Puncte  der  anderen 
Ebene,  welche  den  Puncten  der  Linie  in  der  ersteren  entsprechen, 
wiederum  durch  eine  Linie  verbindet. 

Gesetzt  nun,  es  liegen  die  Puncte  P,  Q,  B.  in  einer  Geraden, 
ao  verhalten  sich 

PQ:  QE  =  r—t  :  f—  (=  u'—  u  :  u"—  u\ 

folglich  auch 

=  m( — mt :  mf —  m<'=  nu' — nu  :  nu" —  nu'] 
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mithin  liegen  auch  P\  Q',  R'  in  einer  Geraden,  und  es  verhält  sich 

PQ:  QR  =  P'Q':  Q'R, 

Von  allen  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  also  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  wiederum 
in  einer  Geraden  enthalten;  beide  Geraden  sind  sich  entsprechende 
Linien  und  werden  durch  die  sich  entsprechenden  Puncte  nach 
einerlei  Verhältnissen  getheilt. 

Der  Durchschnitt  zweier  Geraden  in  der  einen  Ebene  und  der 
Durchschnitt  der  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen 
müssen  daher  ebenfalls  sich  entsprechende  Puncte  sein. 

Heissen  t,  u  die  Coordinaten  des  ersteren  Durchschnitts,  so  sind 
m/,  nu  die  Coordinaten  des  letzteren.  Laufen  nun  die  ersteren 
Geraden  mit  einander  parallel,  sind  also  ^,  u  als  unendlich  gross  zu 
betrachten,  so  sind  es  auch  mt,  nu,  und  folglich  auch  die  letzteren 
Geraden  mit  einander  parallel. 

Parallellinien  in  der  einen  Ebene  entsprechen  daher  Parallel- 
linien in  der  anderen.  Auch  folgt  hieraus  leicht  in  Verbindung  mit 
dem  Vorigen,  dass  zwei  Gerade  (6,  5'),  welche  durch  zwei  sich  ent- 
sprechende Puncte  (-4,  A')  parallel  mit  zwei  sich  entsprechenden 
Geraden  (a,  a')  gezogen  werden  [b  durch  A  und  parallel  mit  a\  V 
durch  A'  und  parallel  mit  a'),  sich  gleichfalls  entsprechen. 

Dieses  vorausgeschickt,  seien  a,  b  zwei  beliebige  Gerade  in  der 
ersten  Ebene,  welche  sich  in  ß  schneiden,  und  a',  b'  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  zweiten  Ebene,  welche  sich  in  dem  dem 
ß  entsprechenden  Puncte  Q!  schneiden  werden.  Ich  behaupte  nun, 
dass  sich  die  beiden  Systeme  P,  Q,  liy  ...;  P\  Q',  Ii\  ...  auch 
rücksichtlich  dieser  zwei  Paare  von  Geraden,  als  Axen  betrachtet, 
affin  sind.  Um  dieses  zu  beweisen,  lege  ich  durch  P,  Q,  P,  ... 
Parallelen  mit  i,  und  durch  P',  Q',  R\  ...  Parallelen  mit  b\  so 
entsprechen  die  ersteren  Parallelen  den  letzteren,  folglich  auch  die 
Durchschnitte  der  ersteren  mit  <:/,  welche  ^,  G,  $R,  ...  heissen,  den 
Durchschnitten  der  letzteren  mit  «',  welche  ich  "iß',  C,  9t',  . . .  nennen 
will.  Mithin  sind  (S,  %  C,  $R,  ...  und  ß',  ^',  C,  dV,  ...  zwei  Reihen 
sich  entsprecliender  Puncte,  welche  in  sich  entsprechenden  Geraden 
a  und  a    liegen,  und  folglich 

e^  :  GQ  :  G9i  :  ...  =  ß'^':  ß'O':  ß'SR':  ..., 

d.  li.,  wenn  wir  a  und  a  zu  den  Abscissenlinien  nehmen:  die  neuen 
Abscissen  in  dem  einen  Systeme  verhalten  sich  eben  so,  wie  die 
neuen  Abscissen  in  dem  anderen.  Da  nun  dasselbe  auch  von  den 
neuen   in  b  und   b'  liegenden  Ordinaten  bewiesen   werden  kann,   so 
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sind  sich  die  beiden  Systeme  auch  rücksichtlich  der  neuen  Axen- 
paaxe  affin. 

§.149.  Zusätze,  a)  Heissen  die  Axenwinkel  der  zwei  vorhin 
gedachten  ursprünglichen  Coordinatensysteme  q>  und  ip,  so  ist  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks 

PQR  =  I  sin  (p  [t(u  —  v!)  +  ^'(w  —  w")  +  f[ii—  «)] 

und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

P'Q:R'=  I  sini/; .  mn[t(u'—  «')  +  ...], 
also 

PQR  :  P'Q!R'=  sin  cp  :  m7i  sin  xp, 

woraus  wiederum  der  obige  Satz  (§.  145)  folgt,  dass  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Dreiecke  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

h)  Auch  aus  diesem  Satze  können  die  im  vorigen  §.  angeführten 
Eigenschaften  affiner  Figuren  sehr  leicht  abgeleitet  werden.  Liegen 
z.  B.  P,  Q,  R  in  einer  Geraden,  so  ist  das  Dreieck  PQ-R=  0,  folg- 
lich auch  P'Q'R'^=^  0,  mithin  liegen  auch  P',  Q',  R'  in  einer  Ge- 
raden. Sind  noch  S  und  Ä'  zwei  sich  entsprechende,  aber  ausser- 
halb jenen  Geraden  gelegene  Puncte,  so  verhalten  sich 

PQS  :  QRS=PQ  :  QP,  und  P'Q'S':  Q'R'S'  =  P'Q':  Q'R\ 

folglich 

PQ:  QR  =  P'Q':  Q'R\ 

Haben  die  vier  Puncte  P,  Q,  P,  S  eine  solche  Lage,  dass  die  Ge- 
raden PQ  und  RS  einander  parallel  sind,  so  ist  PQR  =:  PQS, 
folglich  auch  P'Q'R' =  P'Q'S',  folglich  sind  P'Q'  und  RS'  eben- 
falls einander  parallel.  —  Noch  mehr:  unter  derselben  Voraus- 
setzung, dass  PQ  undP/S',  also  auch  P'Q'  und  RS'  parallel  laufen, 
verhalten  sich: 

PQS  :  RQS=  PQ  :  RS  und  P'Q'S':  RQ'S'=  P'Q':  RS', 

folglich 

PQ:  RS=P'Q':  RS\ 

d.  h.  Theile  von  Parallelen  in  der  einen  Figur  verhalten  sich  eben 
so,  wie  die  entsprechenden  Theile  in  der  anderen. 

c)  Den  zwei  in  §.  145  und  §.  146  gegebenen  Erklärungen  der 
Affinität  lässt  sich  noch  eine  sehr  einfache  dritte  hinzufügen,  welche 
auf  dem  eben  bewiesenen  Satze  beruht,  dass  einander  entsprechende 
Gerade  durch  einander  entsprechende  Puncte  nach  einerlei  Ver- 
hältniss  getheilt  werden.  Zwei  ebene  Figuren  sind  sich  hiemach 
affin,  wenn  in  der  einen  Figur  der  geradlinige  Abstand  je  zweier 
Puncte  von   der  Geraden,   die  je  zwei  andere  Puncte  verbindet,  in 
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demselben  Verhältnisse  geschnitten  wird,  in  welchem  dies  von  den 
entsprechenden  Geraden  der  anderen  Fignr  geschieht.  Oder:  denkt 
man  sich  je  zwei  Puncte  einer  jeden  Figur  durch  Gerade  verbunden, 
so  müssen,  wenn  die  Figuren  affin  heissen  sollen,  die  Verhältnisse, 
nach  welchen  bei  der  einen  Figur  eine  jede  dieser  Geraden  von  den 
übrigen  Geraden  geschnitten  wird,  den  auf  dieselbe  Weise  in  der 
anderen  Figur  sich  bildenden  Verhältnissen  gleich  sein. 

Sind  die  Figuren  einander  ähnlich,  so  sind  die  Verhältnisse  auch 
zwischen  solchen  Abschnitten,  welche  nicht  Theile  einer  und  der- 
selben Geraden  sind,  in  beiden  Figuren  einander  gleich.  Bei  affinen 
Figuren  sind  also  nur  je  zwei  Reihen  sich  entsprechender  Puncte, 
welche  in  zwei  sich  entsprechenden  Geraden  liegen,  ähnliche  Systeme 
von  Puncten,  z.  B.  A,  M,  N,  C,  und  A\  3f,  A^,  C  (Fig.  29). 

§.  1 50.  Es  ist  nun  nicht  schwer,  den  Begriff  der  Affinität  auch 
auf  körperliche  Figuren  auszudehnen.  So  wie  nämlich  die  Affinität 
ebener  Figuren  aus  der  barycentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
in  einer  Ebene  hervorging,  eben  so  wird  die  Affinität  von  Figuren 
dreier  Dimensionen  aus  der  barycentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
im  Räume  abzuleiten  sein.  Seien  demnach  A,  B,  Cy  D^  E^  ,,.  und 
A\  B\  C'j  D\  E\  ...  zwei  Systeme  von  Puncten  im  Räume,  so 
werden  diese  Systeme  einander  affin  heissen,  wenn  ihre  Puncte  sich 
dergestalt  entsprechen,  A  dem  A^  S  dem  jS,  u.  s.  w.,  dass,  wenn 
-4,  jB,  C,  Z>  in  dem  einen  und  -4',  B\  C\  If  in  dem  anderen  zu 
Fundamentalpuncten  genommen  werden,  in  den  Ausdrücken  je  zweier 
anderer  sich  entsprechender  Puncte  die  sich  entsprechenden  Funda- 
mentalpuncte  gleiche  Coefficienten  haben,  z.  B. 

E=aA-\'hB-\'  r  C+  dT>,     E'=  aA'+  bB'+cC'-\-  dD\ 

Ist  also  das  System  A^  B,  C,  D,  E,  ...  gegeben,  und  soll  ein 
demselben  affines  A\  B\  C\  D\  E\  ...  construirt  werden,  so  nehme 
man  die  vier  ersten  Puncte  Ä ,  B\  C",  U  willkürlich.  Um  aber 
einen  der  übrigen,  z.  B.  E\  zu  finden,  ziehe  man  die  Gerade  ED, 
welche  die  Fundamentalebene  ABC  in  Y  schneide,  und  verbinde 
Y  und  C  durch  eine  Gerade,  welche  die  Fundamentallinie  AB  \ii 
Z  treffe.  Man  theile  hierauf  AB  in  Z ,  C'Z'  in  F'  und  D'Y'  in 
E'  nach  denselben  Verhältnissen,  nach  welchen  A  B  in  Z,  CZ  in  Y 
und  1)Y  in  E  getheilt  ist,  und  man  hat  E'  gefunden. 

§.  151.  Seien  P,  Qj  Rj  S,  T  beliebige  fünf  Puncte  des  einen 
Systems  und  P',  Q',  Kj  S',  T'  die  ihnen  entsprechenden  des  an- 
deren, dass  also,  wenn 
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auch 

P'=pA'+  qB'+  rC'+  sD' 

iBty  u.  8.  w.  Alsdann  folgt  eben  so,  vfie  in  §.  145,  dass,  wenn  man 
P,  Qf  liy  S  zu  Fundamentalpuncten  nimmt,  und  in  Bezug  auf  die- 
selben 

T=7iP+y(.Q  +  QR  +  aS 
findet,  auch 

sein  muss ,  dass  folglich  (§.  26,  c)  die  fünf  Pyramiden ,  welche  sich 
aus  irgend  fünf  Puncten  des  einen  Systems,  als  Spitzen  genommen, 
bilden  lassen,  ihrem  körperlichen  Inhalte  nach  in  denselben  Ver- 
hältnissen zu  einander  stehen,  wie  die  entsprechenden  Pyramiden 
des  anderen  Systems.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung 
solcher  Verhältnisse  ergiebt  sich  dann  weiter,  dass  überhaupt  je 
zwei  Pyramiden  der  einen  Figur,  oder  noch  allgemeiner,  —  weil 
jeder  begrenzte  körperliche  Raum  durch  Diagonalebenen  in  Pyra- 
miden zerlegt  werden  kann,  —  dass  je  zwei  Bäume  der  einen  Figur 
dasselbe  Verhältniss  zu  einander  haben,  als  wie  die  entsprechenden 
Bäume  der  anderen.  Und  hierin  besteht  das  Wesen  der  Affinität 
bei  körperlichen  Figuren. 

§.  152.  Man  nehme  D  zum  Anfangspuncte  eines  Coordinaten- 
systems,  und  DA,  DB,  DC  zu  den  drei  Axen  desselben,  so  sind 
die  Coordinaten  von  P  (§.  125,  i): 


.        DA,  y  =  —^—.DB,   z  =  —, DC\ 

und  eben  so  in  der  affinen  Figur,   wenn  man  D* A,  D'B',  2>'C  zu 
den  drei  Axen  nimmt,  die  Coordinaten  von'P': 

"'  =  rx—  •  ^^'^  y'=  irir-  ■  ■»'^''  "'=  Trir-  •  ^'^'' 

.    p  -\~  . . .  p  -\~  ,.,  ^4-... 

folglich 

,_D'A'  ,_D'B'  ,_D'C' 

^~'DÄ'^'    y~DB'^'    ''~  DC'^' 

Sind  also  von  den  Puncten  einer  Figur  im  Baume,  auf  drei 
Axen  bezogen,  die  Coordinaten  gegeben,  so  lässt  sich,  ähnlicherweise 
wie  in  §.  146,  eine  affine  Figur  construiren,  wenn  man  ein  zweites 
System  dreier  Axen  unter  beliebigen  Winkeln  bildet,  und  in  diesem 
Systeme  die  Coordinaten  jeder  Axe  den  gegebenen  Coordinaten  der 
entsprechenden  Axe,  jeder  Axe  nach  einem  anderen  Verhältnisse, 
proportional   macht.     Da  femer  je  beliebige  vier  Puncte  der   einen 
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Figur  und  die  ihnen  entsprechenden  der  anderen  zu  Fundamental- 
puncten  genommen  werden  können,  und  in  Bezug  auf  dieselben  je 
zwei  andere  sich  entsprechende  Puncte  durch  einerlei  Coefficienten 
ausgedrückt  werden  (§.151),  so  erhellet,  dass  auch  bei  körperlichen 
Figuren  die  Affinität  sich  nicht  auf  ein  einziges  Axensystem  be- 
schränkt, sondern  dass  jedem  beliebigen  Axensystemc  für  die  eine 
Figur  ein  entsprechendes  für  die  andere  zukommt. 

§.  153.  Zusätze,  a)  Liegen  drei  Puncte  der  einen  Figur  in 
einer  Geraden,  oder  vier  Puncte  in  einer  Ebene,  so  sind  auch  die 
ihnen  entsprechenden  drei  oder  vier  Puncte  der  anderen  Figur  in 
einer  Geraden  oder  Ebene  enthalten.  Einer  Geraden  entspricht  da- 
her eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene.  Dies  lässt  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren,  wie  in  §.  148  hei  Figuren  in  Ebenen,  dar- 
thun,  kann  aber  auch  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken 
für  Gerade  und  Ebenen  (§.  45  und  §.  49)  gefolgert  werden,  indem 
man  darin  für  ^,  ...,  D  nur  A'y  ...,  2>'  resp.  zu  setzen  braucht, 
um  die  Ausdrücke  für  die  entsprechenden  Geraden  und  Ebenen  der 
anderen  Figur  zu  erhalten. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass  alle  Verhältnisse  und  Eigenschaften 
einer  Figur,  welche  sich  durch  die  Coefficienten  der  Fundamental- 
puncte  ausdrücken  lassen,  in  allen  affinen  Figuren  auf  gleiche  Art 
stattfinden  müssen.  Wenn  daher  in  einer  Figur  zwei  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  oder  sich  schneiden  (§.  48),  oder  wenn  zwei 
Ebenen  einander  parallel  sind  (§.  53),  oder  wenn  drei  Ebenen  sich 
in  derselben  Geraden  schneiden  (§.  55),  u.  s.  w.,  so  werden  auch  in 
jeder  affinen  Figur  die  entsprechenden  Geraden  sich  entweder  parallel 
sein,  oder  sich  schneiden,  die  entsprechenden  zwei  Ebenen  einander 
parallel  sein,  u.  s.  w.  Alle  Verhältnisse  dagegen,  welche  durch  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  dargestellt  werden  können, 
sind  bei  affinen  Figuren  von  der  einen  zu  der  anderen  veränderlich: 
z.  B.  die  Winkel  einer  Figur,  die  Verhältnisse  zwischen  geraden 
Linien,  welche  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  die  Verhältnisse 
zwischen  dem  Inhalt  ebener  Figuren,  die  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  u.  s.  w. 

b)  Wenn  bei  einem  Systeme  von  Puncten  im  Räume  irgend  vier 
Puncte  in  einer  Ebene  liegen,  so  muss  zwischen  diesen  allein  schon 
eine  Gleichung  obwalten  (§.  24, /y),  also  dieselbe  Gleichung  auch 
zwischen  den  entsprechenden  vier  Puncten  des  affinen  Systems  be- 
stehen. Zwischen  den  ersteren  und  den  letzteren  vier  Puncten  findet 
folglich  auch  die  vorhin  für  Systeme  in  Ebenen  erklärte  Affinität 
statt.     Auf  gleiche  Art  werden  bei  Systemen  im  Räume  auch  je  zwei 
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sich  entsprechende  Gerade  durch   die  in  ihnen  liegenden  sich  ent- 
sprechenden Puncte  nach  einerlei  Verhältnissen  getheilt. 

Man  kann  hiernach  für  die  Affinität  körperlicher  Figuren  noch 
folgende  Eigenschaften  als  Definitionen  aufstellen:  dass,  wenn  je  drei 
Puncte  einer  jeden  Figur  durch  Ebenen  verbunden  werden,  die 
ebenen  Figuren,  welche  in  je  zwei  sich  entsprechenden  Ebenen  von 
den  Durchschnitten  derselben  mit  den  übrigen  Ebenen  gebildet 
werden,  in  der  oben  für  affine  Figuren  in  Ebenen  erklärten  Be- 
ziehung stehen;  oder,  dass  jede  der  Geraden,  in  denen  je  zwei 
Ebenen  der  einen  Figur  einander  schneiden,  von  den  übrigen  Ebenen 
nach  denselben  Verhältnissen  geschnitten  wird,  nach  welchen  dies 
bei  den  entsprechenden  Stücken  der  anderen  Figur  geschieht. 

§.  1 54.  Was  endlich  noch  die  Affinität  bei  Systemen  von 
Puncten  anlangt,  die  in  geraden  Linien  liegen,  so  werden  die  Sy- 
steme -4,  By  C  und  A\  B'j  C  einander  affin  sein,  wenn, 

C=aA-\-hB 
gesetzt, 

C=aA'-\-bB' 

ist,  also  wenn 

AC  :  CB  =  A'C:  C'B\ 

Hier  ist  also  die  Affinität  mit  der  Aehnlichkeit  ganz  einerlei. 

Vergleicht  man  damit  die  in  §.  145  und  §.  151  gegebenen  Er- 
klärungen für  die  Affinität  von  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume, 
so  sieht  man,  dass,  —  auf  gleiche  Art,  wie  bei  einem  Systeme  im 
Räume  die  Theile  des  Raums,  welche  durch  Verbindung  je  dreier 
Puncte  durch  Ebenen  entstehen,  und  bei  einem  Systeme  in  einer 
Ebene  die  Theile  der  Ebene,  welche  man  durch  Verbindung  je 
zAveier  Puncte  durch  Gerade  erhält,  —  so  auch  bei  einem  Systeme 
in  einer  Geraden  die  Theile  derselben,  in  welche  sie  durch  die  darin 
liegenden  Puncte  getheilt  wird,  sich  eben  so  zu  einander  verhalten, 
wie  die  entsprechenden  Theile  des  anderen  Systems. 

Ueberhaupt  also  besteht  das  Eigenthümliche  der  Affinität  in 
der  Gleichheit  aller  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Theilen  des  jedesmaligen  Raumes,  in  welchem  die  Figuren  enthalten 
sind,  nicht  auch  der  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Begrenzungen  der  Theile, 


§.  155.  Eben  so,  wie  wir  durch  die  Construction  gleicher  und 
ähnlicher  und  bloss  ähnlicher  Figuren  zu  Sätzen  geleitet  wurden, 
nach  welchen   bei  einem  Systeme  von  Puncten   aus   einer  gewissen 
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Anzahl  yon  einander  unabhängiger,  durch  die  gegenseitige  Lage  der 
Puncte  bestimmter  Stücke  alle  übrigen  Stücke  des  Systems  gefunden 
werden  konnten:  so  wird  auch  die  Construction  affiner  Figuren  uns 
SU  neuen  Sätzen  dieser  Art  hinführen. 

Hatte  man  ein  System  von  n  Puncten  A,  B,  C,  Dj  ...  in.  einer 
Ebene,  und  sollte  ein  demselben  affines  System  construirt  werden, 
so  wurden  (§.  1 45)  die  den  ersten  drei  Puncten  Aj  B,  C  entsprechen- 
den Puncte  A',  ffy  C  nach  Belieben  genommen.  Um  aber  für 
einen  der  übrigen  n  —  3  Puncte,  z.  B.  für  D,  den  entsprechenden 
1/  zu  finden,  wurde  iX  in  der  Ebene  A\  B',  C  so  bestimmt,  dass 
die  zwei  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  D'BC:  UC'A'  und 
D'CA':  UÄS  den  Verhältnissen  der  entsprechenden  Dreiecke 
DBC  '.  DCA  und  DCA.DAB  resp.  gleich  waren.  In  Allem 
wurden  daher  2  (n  —  3)  Verhältnisse  von  Dreiecksflächen  des  einen 
Systems  eben  so  viel  Verhältnissen  des  anderen  gleich  gemacht, 
worauf  dann  erwiesenermassen  auch  alle  anderen  Verhältnisse  zwi- 
schen sich  entsprechenden  Flächentheilen  beider  Figuren  einander 
gleich  sein  mussten.  Von  den  ersteren  2  (;i  —  3)  Verhältnissen  müssen 
folglich  alle  übrigen  Verhältnisse  zwischen  den  Flächentheilen  des 
Systems  als  Functionen  darstellbar  sein.     Also  überhaupt: 

Sind  hei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene,  von  den 
gegenseitigen  Verhältnissen  der  Flächentheile ,  toelche  durch  gemd- 
linige  Verbindung  Je  zweier  Puncte  des  Systems  entstehen,  irgend 
2n  —  6  von  einander  unabhängige  gegeben,  so  kann  man  daraus  alle 
übrigen  Verhältnisse  dieser  Artenden. 

Besteht  das  System  nur  aus  drei  Puncten,  so  wird  2n  —  6  =  0, 
indem  durch  Verbindung  von  drei  Puncten  nur  Eine  Fläche,  also 
noch  kein  Verhältniss  zwischen  Flächen  bestimmt  wird.  Bei  Sy- 
stemen von  4,  5,  6,  7,  8,  ...  Puncten  werden  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Ver- 
hältnisse als  gegeben  erfordert. 

Die  Lösung  der  mancherlei  Aufgaben,  welche  diesem  Satze  zu- 
folge gebildet  werden  können,  geschieht  am  bequemsten  mittelst  des 
barycentrischen  Calculs. 

Man  nehme  von  den  71  Puncten  Ay  B,  C,  Z),  ...  irgend  drei, 
z.  B.  Af  Bj  Cy  zu  Fundamentalpuncten,  und  setze  die  w  —  3  übrigen 
Puncte  Dj  jB,  ...  auf  erstere  bezogen: 

dA  +  d'B+C={d+  d+  1)  D, 
eA+e'B-\-C=[e  +  e+  \)E, 

U.    8.    W. 

Weil  dabei  der  Coefficient  von  C  immer  gleich  1  gesetzt  ist,  so 
bezeichnen  die  2(w  —  3)  Buchstaben  rf,  d\  e,  ...  nicht  bloss  in  be- 
stimmten Verhättnisson  stehende  Zahlen,   sondern  bestimmte  Zahlen 
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selbst.  —  Aus  diesen  Gleichungen  nun  kann  man  durch  successive 
Elimination  der  Puncte  -4,  B  und  C  eine  Gleichung  zwischen  je 
vier  anderen  Puncten  des  Systems  (Z>,  JS,  Fy  G),  ableiten,  und  hier- 
aus nach  §.  24,  c  das  Verhältniss  je  zweier  Dreiecke,  die  eine  ge- 
meinschaftliche Seite  haben  (DEF  :  EFG),  durch  rf,  d\  e,  ...  aus- 
gedrückt finden.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung  dieser 
Verhältnisse  wird  man  weiter  die  2»  —  6  gegebenen  Verhältnisse 
und  ein  (2»  —  5)tes  gesuchtes  als  Functionen  von  d,  d\  «,  ...  dar- 
stellen können,  und  somit  2n  —  5  Gleichungen  erhalten,  aus  denen 
endlich  nach  Elimination  der  2n  —  6  Hülfsgrössen  rf,  d'j  e,  ...  die 
Gleichung  zwischen  den  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
hervorgeht. 

§.  156.  Zusatz.  Ausser  den  Verhältnissen  zwischen  Flächen- 
theilen  können  die  gegebenen  und  zu  suchenden  Stücke  auch  be- 
liebige Functionen  jener  Verhältnisse  sein.  Dahin  gehören  alle  die- 
jenigen Verhältnisse  und  Bedingungen,  welche  das  System  mit  jedem 
ihm  affinen  Systeme  gemein  hat,  also  unter  anderen  die  Verhältnisse 
zwischen  den  Theilen  einer  und  derselben  Geraden  (§.  148).  Man 
denke  sich  nun  die  n  Puncto  in  einer  gewissen  Folge,  und  verbinde 
hiernach  den  ersten  Punct  mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem 
dritten,  etc.,  und  den  wten  mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  so 
erhält  man  ein  System  von  w  von  einander  unabhängigen  Geraden, 
durch  welche  umgekehrt  die  anfänglichen  n  Puncte  bestimmt  sind. 
Alle  Verhältnisse  folglich,  nach  denen  jede  der  n  Geraden  von  den 
n  —  1  übrigen  geschnitten  wird,  werden  sich  finden  lassen,  wenn 
man  irgend  2  (w  —  3)  dieser  Verhältnisse  kennt.  Da  nun  alle  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Abschnitten  einer  Geraden,  welche  durch  n 
in  derselben  liegende  Puncte  sich  bilden,  durch  n  —  2  (§.  143,  r), 
und  daher  bei  n  —  1  Puncten  durch  irgend  «  —  3  von  einander  un- 
abhängige Verhältnisse  bestimmt  werden,  so  folgern  wir: 

Sind  bei  eifiem  Systeme  gerader  Linieti  in  einer  Ebene  die  Ver- 
haltnisse gegeben^  nach  defien  von  irgend  zweie^i  dieser  Geraden  Jede 
für  sich  von  den  jedesmal  übrigen  geschnittefi  mrdj  so  können  daraus 
die  Verhältnisse  ztüischen  defi  Abschnitten  Jeder  arideren  Geraden  des 
Systems,  so  wie  auch  die  Verhältnisse  zvnschen  den  von  diesen  Geraden 
begrenzten  Figuren  gefunden  werden, 

Dass  auch  die  hierunter  begriffenen  Aufgaben  sich  leicht  mittelst 
des  barycentrischen  Calculs  lösen  lassen,  sieht  man  von  selbst. 

§.  157.  Beispiele.  1)  AB,  BC,  CD,  DA  (Fig.  30)  sind 
vier   Gerade  in  einer  Ebene,    von   denen  sich  AB  und    CD  in  E, 
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AD  und  BC  in  F  schneiden.     Aus    den    dadurch    sich    bildenden 
Verhältnissen 

AE  :  EB  =  a 

in  der  ersten^  und 

BF:FC=h 

in  der  zweiten  Geraden,    die  Verhältnisse 

CE  :ED  =  x 

in  der  dritten,  und 

DF\  FA  =  y 

in  der  vierten  zu  finden. 


Fig.  30. 

Man  setze: 


dA  +  d'B+C=  (1  +d+d')D, 


so  ist  (§.  24,  d) : 


mithin 


E=dA  +  d'B  =  (\+d  +  d')D—C, 
F=d'B+C=(i  +d  +  d')  —  dA, 

AE  :EB  =  d':  d=a, 
BF  :FC  =i  :  rf'=  4, 

CE  :ED  =  —{l+d  +  d')  =  x, 
DF:FA  =  —d:  l+rf+ef'=y. 


Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  d  und  rf': 


d.  h. 


IJC       FC     AB 


und 


d.  h. 


DE       FB     AE' 

\+j--a[\-\-b), 

D  A        EA 
DF  ~  EB 

CB 
CF 

2)  Bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten 
A,  ...,  jE  in  einer  Ebene  (Fig.  31),  aus  den 
vier  Vorhältnissen  von  Dreiecken 

ABC  :  CJ)A=p, 
BCI)  :  J)AB  =  q, 
ABE  :  CDE  =  r, 
IJAE  :  BCE  =  6, 
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das  Verhältniss 

DBE  :  ACE=t 
zu  finden. 

Man  setze: 

I)  dA  +  d'B  +  C—  d"D  =  0, 

H)  eA  +  e'B  +  C—  e''E  =  0, 

wo 

d"=  1  +  d+  d'  und  e''=  \+e  +  e\ 

Durch  Elimination  von  C  und  A  bekommt  man: 

m)     (d—e)A  +  (d'—  e')B  —  d"D  +  ^'E  =  0, 

IV)  [de'—  ed')B  +  (d—  e)C+  ed"D  —  de"E  =  0. 

Aus    diesen    vier   Gleichungen    fliessen    nun   folgende    Propor- 
tionen : 

BCD  :  CDA.DAB  .  ABC=d,—d',  1  :  d\ 

BCE  :  CEA:  EAB  =  e:  —  e'',  1, 

BDE  :  DEA  :  EAB  =  d—e:  e'—d':  —d\ 

CDE  :EBC  =  de'—  ed':  ed"; 

und  hieraus  weiter: 

1)  ABC  :  CDA  =  —  ^=p, 

a 

2)  BCD:DAB  =  d=q, 

4,    D.E:BCE  =  ^^.^^  =  ir^  =  .. 

Es  ist  jetzt  noch  übrig,  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Hülfs- 
grössen  d^  d\  e^   e'  wegzuschaffen.      Die  Elimination   von   e  und   e' 

aus  3),  4)  und  5)  giebt: 

6)  d^r8  —  d'^rt  +  d"^8t=\. 

Sodann  ist  nach  2):  d  =  qj  und  nach  1): 

—  d'p  =  d"  =  \  J^d  +  d'=  \+q  +  d\ 
folglich 

Diese  Werthe  für  d,  d',  d"  in  6)  substituirt,  erhält  man  das  Resultat: 

f  ^  (1  +  P)*  (1  -  g*rs} 
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§.  158.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  n  Puncten  im 
Räume.  Irgend  vier  Puncte  dieses  Systems  zu  Fundamentalpuncten 
genommen ,  ist  jeder  der  übrigen  n  —  4  Puncte  bestimmt  durch  die 
drei  Verhältnisse,  welche  in  seinem  auf  die  ersteren  vier  Puncte  be- 
zogenen Ausdrucke  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Puncte  statt- 
finden, oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
vier  Pyramiden,  deren  Grundflächen  die  vier  Seiten  der  Funda- 
mentalpyramide, lind  deren  gemeinschaftliche  Spitze  der  zu  bestim- 
mende Punct  ist.  Von  diesen  Verhältnissen,  deren  Gresammtzahl 
hiemach  3(w  —  4)  beträgt,  ist  aber  das  gegenseitige  Verhältniss  je 
zweier  anderer  Pyramiden  oder  körperlicher  Figuren  überhaupt,  die 
durch  Verbindung  der  Puncte  des  Systems  durch  Ebenen  entstehen, 
eine  unabhängige  Grösse  (§.  151).  Mithin  nach  der  schon  mehrmals 
angewendeten  Schlussfolge : 

Wenn  bei  einem  Systeme  von  n  Puficten  im  Räume  je  drei  Puncte 
durch  Ebeneti  verbunden  tüerden,  und  von  den  Verhältnissen  zunschen 
den  durch  diese  Ebenen  begrenzten  Theilen  des  Raumes  irgend  3w  — 12 
von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so  kann  daraus  jedes  andere 
Verhältniss  dieser  Art  gefunden  werden. 

Bei  einem  Systeme  von  5,  6,  7,  8,  ...  Puncten  im  Räume 
werden  also  3,  6,  9,  12,  ...  solcher  Verhältnisse  als  gegeben  er- 
fordert. 

§.  159.  Zusatz.  Heissen  die  n  Puncte  des  Systems:  Ay  B, 
C,  D,  E,  ...,  i,  3/,  N.  Man  verbinde  sie  in  der  genannten  Ord- 
nung, und  indem  man  auf  X  wieder  A  folgen  lässt,  je  drei  durch 
Ebenen,  so  erhält  man  ein  System  von  n  Ebenen:  ABC,  BCD, 
CDE,  ...,  LMNj  MNA,  NAB^  durch  welche  hinwiederum  die 
n  ersteren  Puncte  als  die  Durchschnitte  je  dreier  auf  einander 
folgender  Ebenen  dieser  Reihe,  das  Ende  derselben  mit  dem  Anfang 
verbunden  gedacht,  bestimmt  werden.  Es  lassen  sich  aber  alle  Ver- 
hältnisse finden,  nach  denen  die  Durchschnittslinie  irgend  zweier 
Ebenen  des  Systems  von  den  w  —  2  übrigen  Ebenen  getheilt  wird, 
wenn  man  irgend  (w  —  2)  —  2  von  einander  unabhängige  dieser 
Verhältnisse  kennt  (§.  143,  c).  Da  nun  diese  Verhältnisse  zugleich 
Functionen  der  vorhin  gedachten  Verhältnisse  zwischen  den  Theilen 
des  Raumes  sind  (§.  153,  h),  und  weil 

3[(//  — 2)  — 2]  =  3^i— J2 

ist,  so  ziehen  wir  den  Schhiss: 

Kennt  man  bei  einem  Systeme  von  Ebeneti  die  Verhältnisse,  in 
denen  von   irgend  drei   nicht   in  derselben   Ebene    enthalf cne?i   Durch- 
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Schnittslinien  der  Ebenen^  jede  dieser  Linien  von  den  jedesmal  übrigen 
Ebenen  getheilt  toird,  so  kann  man  daraus  alle  übrigen  Verhältnisse 
dieser  Art,  so  toie  auch  die  Verhältnisse  zwischen  den  körperlichen 
ton  den  Ebenen  des  Systems  begrenzten  Figuren  ßnden. 


§.  160.  Man  sieht  leicht,  dass  alle  aus  Sätzen  der  beiden 
Torigen  §§.  entspringenden  Aufgaben,  auf  ähnliche  Art,  wie  in  §.  155, 
mittelst  des  barycentrischen  Calculs  gelöst  werden  können.  — 
Heissen,  wie  bisher,  ^,  jS,  C7,  ...  die  n  Puncte  des  Systems  und 
werde 

eA  +  e'B  +  «"<?+  D  =  (e  +  e'+  e"+  1)  J?, 
fA  -^fB  +/'<?+  D  =  (/+/'+/'+  1)  JF, 

u.  s.  w.  gesetzt.  Aus  diesen  n  —  4  Gleichungen  lassen  sich  die 
gegebenen  sowohl  als  die  gesuchten  Verhältnisse  in  Werthen  der 
3(»  —  4)  Hülfsgrössen  e,  e\  e",fj  ...  ausdrücken,  und  aus  den  so- 
mit hervorgehenden  Gleichungen,  nach  Elimination  jener  Hülfs- 
grössen, die  gesuchten  Verhältnisse  als  Functionen  der  3n  — 12  ge- 
gebenen darstellen.' 

Um  ein  einfaches  Beispiel  hinzuzufügen,  so  bestehe  das  System 
aus  5  Puncten  A,  ...,  E  (Fig.  32),  iind  seien  von  den  4  Verhält- 
nissen, in  welchen  die  4  Geraden  AE, 
BEj  CEj  DE  von  den  durch  die  jedes- 
mal drei  übrigen  Puncte  gelegten  Ebenen 
geschnitten  werden,  AE  von  BCD  in  A', 
BE  von  CDA  in  B\  etc.,  3  Verhältnisse 
gegeben  und  das  vierte  gesucht.  —  Aus 

eA  +  e'B  +  ö"(7+  D  =  eE, 
wo 

ez=ze  +  e'+e"+  1, 

folgt  (§.26,rf): 

A=eE—eA,    B'=eE—e'B,    C=sE  —  J'C,    D'=sE—D\ 

mithin: 


Plg.  82. 


A'E    ,    BE    ,     CE    ,    D'E 


e  +  e'+  (l'+  1 


=  1, 


AA    '    B'B    '    C'C    '    UD  s 

wodurch  die  Au%abe  gelöst  ist.  —  Man  kann  diese  Formel  folgender- 
gestalt  in  Worten  ausdrücken: 

Verbindet  man  die  vier  Spitzen  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD 
mit  irgend  einem  fünften  Puncte  E  durch  Gerade ,  so  ist  die  Summe 
der  Verhältnisse,   in  welchen  in  Jeder  dieser  vier  Linien  AE,  ...  die 
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Entfernungen  A'E  und  AA  des  fünften  Punctes  E  und  der  Pyror- 
midenspitze  A  von  dem  Durchschnitte  A'  mit  der  gegenüberliegenden 
Seite  BOD  der  Pyramide  zu  einander  stehen^  der  Einheit  gleich. 

Verbindet  man  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  33) 

mit  irgend  einem  vierten  in  der  Ebene 
des  Dreiecks  befindlichen  Puncte  X),  und 
werden  von  diesen  Linien  AD^  BD,  CD 
die  g^enüberliegenden  Seiten  des  Drei- 
ecks in  A\  B'f  C*  geschnitten,  so  findet 
sich  auf  gleiche  Art: 

A'D        HD        CD  _ 
A'A  ^  B'B'^  C'C  ~    ' 

oder  noch  etwas  einfacher: 

A'D        BD  _  DC 
A'A  "•"  B'B  ~  CC' 


Viertes  Capitel. 

Von   der   Gleichheit. 


§.  161.  Zwei  Dreiecke  pflegt  man  einander  gleich  zu  nennen, 
wenn  sie  einerlei  Flächeninhalt  haben.  In  eben  dem  Sinne  nennt 
man  ein  Dreieck  einem  Vierecke,  oder  einem  Kreise,  und  überhaupt 
zwei  begrenzte  ebene  Figuren  einander  gleich,  ohne  dabei  für  die 
begrenzenden  Linien  selbst  eine  andere  Rücksicht  gelten  zu  lassen, 
als  dass  sie  gleiche  Flächen  einschliessen.  Gegenwärtig  aber  will 
ich  Gleichheit  der  Figuren  in  einer  engeren  Bedeutung  nehmen, 
und  diesen  Ausdruck  nur  dann  anwenden,  wenn  die  Figuren  nicht 
bloss  im  Ganzen,  sondern  auch  in  allen  ihren  einzelnen  Theilen 
dem  Flächeninhalte  nach  einander  gleich  sind;   oder  deutlicher: 

Zwei  ebene  Figuren  oder  zwei  Systeme  von  Puncten  in  Ebenen 
heissen  einander  gleich,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein 
Punct  des  anderen   auf  eine  solche  Weise  entspricht,   dass  je  zwei 
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geradlinige  Figuren,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind, 
einerlei  Flächeninhalt  haben. 

Nach  dieser  Erklärung  wird  also  das  Viereck  AB  CD  dem  Vier- 
eck A'HC'U  gleich  heissen,  wenn  nicht  nur  diese  Vierecke  selbst, 
sondern  auch  die  in  ihnen  begriffenen,  sich  entsprechenden  Drei- 
ecke ^jBC  und  AB'C\  BCD  und  SCD\  etc.  dem  Flächeninhalte 
nach  einander  gleich  sind. 

Dass  ein  solches  Verhalten  bei  Figuren,  welche  einander  gleich 
und  ähnlich  sind  (§.  139),  immer  stattfinde,  bedarf  keiner  Erörterung. 
Dass  aber  diese  Gleichheit  auch  ohne  Aehnlichkeit  vorhanden  sein 
könne,  erhellet  aus  der  eben  vorgetragenen  Lehre  von  der  Affinität. 
Denn  setzen  wir,  dass  bei  zwei  affinen  Figuren  in  Ebenen  irgend 
zwei  sich  entsprechende  Flächentheile  einander  gleich  sind,  so 
müssen  (§.  145)  auch  je  zwei  andere  sich  entsprechende  Flächen- 
theile in  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  stehen. 

§.  162.  Auf  dieselbe  Art  wie  bei  ebenen  Figuren,  wird  nun 
femer  auch  bei  Figuren  im  Baume  der  Begriff  der  Gleichheit  aus 
dem  der  Affinität  hervorgehen.  Ist  nämlich  das  constante  Verhaltniss, 
welches  bei  zwei  affinen  körperlichen  Figuren  zwischen  je  zwei  sich 
entsprechenden  körperlichen  Theilen  derselben  obwalten  muss,  der 
Einheit  gleich,  so  werden  wir  die  Figuren  selbst  einander  gleich 
nennen;  oder:  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  im  Baume  findet 
Gleichheit  statt,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein  Punct 
des  anderen  solchergestalt  entspricht,  dass  je  zwei  Theile  des  Baums, 
deren  begrenzende  Ebenen  durch  sich  entsprechende  Puncte  be- 
stimmt werden,  einerlei  Inhalt  haben.  —  So  sind  z.  B.  die  zwei 
Systeme  von  fünf  Puncten  im  Baume:  A,  J8,  (7,  D,  E  und  A,  ...,  E* 
einander  gleich,  wenn  die  Pyramiden  AB  CD  und  ABC'D\  BCDE 
und  jB'  . .  E\  CDEA  und  C"  . .  Ä,  etc.  rücksichtlich  ihres  Inhalts 
sich  paarweise  gleich  sind. 

Bei  Systemen  von  Puncten  endlich,  die  in  geraden  Linien  liegen, 
fällt  die  Gleichheit  mit  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  zusammen, 
eben  so  wie  die  Affinität  zweier  solcher  Systeme  mit  der  Aehnlich- 
keit (§.  154). 

§.  163.  Zusätze,  a)  So  wie  vorhin  der  Begriff  der  Gleich- 
heit aus  dem  der  Affinität  abgeleitet  wurde,  so  lässt  sich  auch  um- 
gekehrt die  Affinität  durch  die  Gleichheit  erklären.  Ist  nämlich 
von  drei  Figuren  die  erste  der  zweiten  gleich,  und  die  zweite  der 
dritten  ähnlich,  so  ist  die  erste  der  dritten  affin. 
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b)  Die  Gleichheit  ist  eine  eben  so  specielle  Art  von  der  Affi- 
nität, als  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  von  der  Aehnlichkeit 
allein.  Bei  zwei  affinen  oder  ähnlichen  Fignren  stehen  je  zwei  sich 
entsprechende  Stücke  von  gewisser  Beschaffenheit  in  einem  con- 
stanten  aber  unbestinimten  Verhältnisse,  dahingegen  bei  zwei  bloss 
gleichen  oder  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  dieses  constante  Ver- 
hältniss  geradezu  der  Einheit  gleich  ist.  Alles  was  in  §.  148,  §.  152 
und  §.  153  von  der  Affinität,  als  der  allgemeineren  Art  von  Ver- 
wandtschaft, gesagt  worden  ist,  muss  daher  auch  von  der  Gleichheit 
gelten. 


§.164.  Ist  ein  System  von  n  Puncten  -4,  JB,  (7,  2>,  ...  in  einer 
Ebene  gegeben,  und  soll  ein  ihm  gleiches  A',  B',  C\  D\  ...  con- 
struirt  werden,  so  nehme  man  die  Puncte  A\  S  willkürlich;  der 
Ort  von  C*  ist  alsdann  eine  Gerade,  die  mit  ÄS  in  einem  solchen 
Abstände  parallel  läuft,  dass  die  Dreiecksflächen  ÄSC  und  ABC 
einander  gleich  sind.  In  Betreff  der  übrigen  Puncte  2>',  -B',  ..• 
verfahre  man  eben  so,  wie  in  §.  145  gelehrt  wurde. 

Hier  wird  also  nächst  den  bei  der  Affinität  (§.  155)  erforder- 
lichen 2»  —  6  von  einander  unabhängigen  Verhältnissen  ein  Flächen- 
theil selbst  noch  als  gegeben  verlangt,  und  dadurch  jeder  andere 
Flächentheil  der  Figur  bestimmt.  Denken  wir  uns  nun  jedes 
der  2/»  —  6  Verhältnisse  als  bestehend  zwischen  diesem  gegebenen 
Flächen theile  und  einem  von  2w  —  6  anderen  Flächen theilen ,  die 
von  einander  und  von  dem  gegebenen  unabhängig  sind,  so  sind  mit 
diesen  2 » —  6  Verhältnissen  zugleich  auch  die  2 « —  6  anderen 
Flächentheile,  also  in  Allem  2  w  —  5  Flächentheile  gegeben,  uÄd  ^vir 
erhalten  somit  folgenden  Satz: 

TVenn  man   bei  einem  Systeme   von  n  Puncten  in  einer  Ebene  je 

zwei  derselben  durch  Gerade  verbindet  und  von  den  somit  entstehenden 

geradlinigen  Figuren   irgend  2n — 5  von   einander  unabhängige  ihrem 

Inhalte  nach   als  gegeben  annimmt,   so  kann  man  daraus   den  Inhalt 

jeder  der  übrigen  finden. 

Besteht  also  das  System  aus  4  Puncten,  so  müssen  3  Figuren 
gegeben  sein;  bei  5  Puncten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten 
7  Figuren,  etc.  als  gegeben  verlangt,  um  daraus  die  übrigen  be- 
stimmen zu  können. 

§.  165.  Beispiele.  1)  Seien  die  in  dem  Systeme  der  vier 
Puncte  A,  J5,   C,  I)  (Fig.  33)  die  drei  Dreiecke 
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BCD  =  a,    CAD  =  h,     ABD  =  c 

g^eben,  so  ist  (§.  18,  c,  II): 

I)  ABC=a  +  b-\-c. 

Sind  ferner  A',  B,  C  die  Durchschnitte  der  Geraden  AD  und  B  C, 
BD  und  CA,  CD  und  AB,  m  verhält  sich 

AC:  AB  =  AC'D  :  ABD  =  AC'C  :  ABC 
(§.  18,  h): 

=  (^C'C— ^C'D  =  ^D<7)  :  (ABC— ABD), 
d.  i. 


folgUch 

n) 

^'">  =  7h- 

m) 

und  eben  so 

a-\-c 

DCB-    *^. 

U.    8.    W. 

Man  gehe  noch  weiter  und  ziehe  die  Geraden  JS'C",  C'Ä^  AS^ 
80  kann  man  auch  die  hiermit  entstehenden  neuen  Dreiecke  durch 
a,  i,  c  ausdrücken.  —  Es  verhält  sich: 


a 
mithin 


+  J  :  i  =  ^JB  :  AG'=  [aBB=  '',^^L±1±^  :  ACE, 


IV)  g-^^  =  f^^+/  +  g. 

(c  +  a)(a  +  *) 
Sodann  ist: 

^JBD  :  ADff=  BD  :  2)5'=  C'Äi?  :  CD  ff, 
d«  i. 

c  :  -V-  =  —TT  '  CD  ff, 
a  +  c       a  +  b 

also 
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wenn  wir  die  flymmetrische 


abc 


(b  +  c){c  +  a){a  +  b) 
setzen.    Eben  so  ist 

CrA'D  =  m{c  +  a),    A'RD  =  m{a  +  b), 
folglich 

A'RCr  =  RC'D  +  C'A'D  +  ARD  =  im{a  +  b  +  c), 
d.  i. 

VT  rrrr'—     ^g*g(g  +  &  +  g) 

Werde  noch  verlangt,  aus  den  drei  Dreiecken 

C'B'A=p,    A'C'B  =  q,    BA'C=r 
das  Dreieck 

A'BC'=  X 

zu  bestimmen.  —  Nach  IV)  ist 


und  eben  so 


nach  VI)  aber 


6c(a  +  b-^-c) 

ga(a  +  ft +  g) 

ab[a'\'  &  +  g) 

2aJc{a  +  i+c) 


(6  +  c)(c  +  a)(a  +  4) 

Hieraus  folgt  ganz  leicht: 

pqr  =  |a:*(a  +  i  +  c). 
Zugleich  aber  ist 

p  +  q  +  r  +  z  =  ABC  =^  a  +  J  +  c; 
mithin 

so  dass  man,  um  x  zu  finden,  die  kubische  Gleichung  zu  lösen  hat: 

^'+  (/^  +  y  +  ^)^* —  4pqr  =  0. 
2)  Beliebige  fünf  Puncte  A,  JB,  C,  D,  JE  (Fig.  34)  in  einer  Ebene 
sind  je  zwei  durch  gerade  Linien  verbunden.     Aus  den  Flächen  der 
somit  entstehenden  fünf  Dreiecke 

EAB  =  a,     ABC=h/BCD  =  c,     CDE=d,     DEA  =  e 

die  Fläche  des  Fünfecks 

ABCDE  =  x 
zu  finden. 
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Fig.  34. 


Man  setze,  wie  in  §.  157,  2: 

und  daher 

{d  —  e)A  +  (<J'—  e')B  =  drD  —  e"E. 
Hieraus  folgt: 

1)  CDA:DAB  =  —d\ 

2)  ABC:DAB  =  S\ 

3)  CEA  :  EAB  =  —  «', 

4)  DEA  :EAB  =  ö'—b'  :  S'\ 

und  wenn  man  in  4)  die  Werthe  von  d', 
fr,  B    aus  1),  2),  3)  substituirt: 

5)  ABCDEA-^-EAB  .CDA=CEA,DAB, 

Nun  ist  der  gewählten  Bezeichnung  zufolge  und  mit  Hinblick 
auf  die  Figur: 

ABC  =  b, 

DEA  =  e, 
EAB  =  a, 
CDA  =x  —  b  —  e, 
CEA  =x  —  h  —  d, 
DAB  =  z  —  c  —  e. 

EUerdurch  wird  die  Gleichung  5): 

be  +  a{x — b  —  «)  =  {x  —  b  —  d){x  —  c  —  e), 

und  nach  gehöriger  Reduction: 

x^ — (a  +  b  +  c  +  d  +  e)x  +  ab  +  bc  +  cd  +  de  +  ea  =  0, 

wonach  also  der  Aufgabe,  wenn  diese  Gleichung  mögliche  Wurzeln 
hat,  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Werthe  für  die  Fünfecks- 
fläche Genüge  leisten.  Hat  man  diese  Werthe  berechnet,  so  kann 
nun  für  den  einen  oder  den  anderen  das  Fünfeck  ABCDE  selbst 
auf  folgende  Weise  construirt  werden. 

Man  nehme  A  und  B  willkürlich  und  ziehe  mit  AB  in  einem 

Abstände 

=  b:2AB=^ABC  :2AB 

eine  Parallele,  in  welcher  man  C  nach  Belieben  bestimme.  Man 
ziehe  femer  mit  AB  eine  Parallele  in  dem  Abstände 

x  —  c  —  e:  2AB  =  ABD:  2 AB, 

und  mit  BC  eine  Parallele  in  dem  Abstände 

c:2BC=BCD:2BC, 
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so  wird  D  der  Durchschnitt  dieser  zwei  Parallelen  sein.  Nur  be- 
merke man,  dass  erstere  (letztere)  Parallele  mit  C  (A)  auf  einerlei 
Seite  von  AB  (BC)  oder  auf  der  entgegengesetzten  liegen  muss, 
je  nachdem  z  —  c  —  e  {c)  mit  b  einerlei  oder  verschiedene  Vor- 
zeichen hat.  Auf  dieselbe  Art  wie  D  kann  nun  auch  E  mittelst 
der  ihrem  Inhalte  nach  gegebenen  Dreiecke 

ABE=a  und  BCE  =  x  —  a  —  d 

gefunden  werden. 

Anmerkungen.  Das  Fünfeck  ABCDE  in  Fig.  34  ist  Ton  der  Be- 
schaffenheit, dass  der  Perimeter  desselben,  ohne  sich  selbst  su  schneiden,  in 
sich  surückkehrt.  Man  sieht  aber  bald,  dass  man  bei  der  eben  gelehrten 
Construction  sehr  oft  auch  solche  Fünfecke  bekommen  wird,  deren  Perimeter 
Doppdpunete,  Durchschnittspimcte  mit  sich  selbst,  enthSlt  (Von  dieser  Form 
sind  die  Fünfecke  in  Fig.  35  mit  einem,  in  Fig.  36  mit  iwei,  in  Fig.  37  mit 
drei,  in  Fig.  38  mit  fünf  Doppelpuncten.)  Aus  dem  Vorigen  ist  leicht  absu- 
nehmen,  was  man  unter  dem  Inhalte  eines  solchen  Fünfecks  su  yerstehen  hat. 


Fig.  35.  Fig.  36.  Fig.  37.  Fig.  38. 

Immer  nämlich  werden  die  Formeln  mit  der  Construction  in  Uebereinstimmung 
sein,  wenn  man  die  Fläche  des  Fünfecks  ABCDE  als  die  Summe  der  Drei- 
ecke DEA-i-  DAB  -{-  DBC  oder  EAB  +  BBC  +  £CD,  etc.,  mit  ge- 
höriger Berücksichtigung  der  Vorzeichen  dieser  Dreiecke  (§.  17),  definirt. 

Dass  diese  Summen,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Verwand- 
lung der  Buchstaben  in  die  nächst  höheren  entspringt,  bei  einem  und  dem- 
selben Fünfecke  dessen  Flächeninhalte  gleich,  und  folglich  auch  unter  einander 
gleich  sind,  begreift  man  bei  einem  Fünfecke,  dessen  Perimeter  von  einer 
Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Puncten  geschnitten  werden  kann,  ohne 
weitere  Erörterung.  Ist  aber  das  Fünfeck  von  nicht  so  einfacher  Form,  so 
bedarf  die  Gleichheit  jener  Summen  eines  Beweises,  der  sich  folgendergestalt 
führen  lässt. 

Zuerst  behaupte  ich,  dass  die  Summe  der  fünf  Dreiecke 

1)        i:^  PAB-i-PBC-hPCD  +  PDE-i-PEA 

immer  dieselbe  bleibt,  wo  auch  der  Punct  P  in  der  Ebene  der  fünf  Punete 
A,  ...,  E  genommen  werden  mag.    Denn,  weil 

PCA  -i-PAC^O  und  PDA-{-PAD=0, 

(§.  18,  a),  so  hat  man  auch 
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2)  l'^^PAB -i- PBC-h  PCA 

•i-PAC  -h  PCD  +  PDA 
■+-  PÄD  +  PDE  ■+-  PEA. 

Nun  ist  nach  §.  18,  e 

PAB  +  PBC-i-PCA  «  AB  C, 

und  eben  so  die  Summe  der  drei  folgenden  Glieder  ss  ACD,  und  die  Summe 
der  drei  letsten  ^  ADE,  folglich 

3)  S^ABC-hACD  +  ADE, 

und  daher  £  unabhängig  von  der  Lage  des  Punctes  P.  Dieser  unyer&nder^ 
liehe  Werth  von  £  muss  daher  auch  stattfinden,  wenn  man  in  1)  P  mit  einem 
der  fünf  Punete  selbst  identisch  annimmt.  In  der  That,  lässt  man  P  mit  A 
lusammenfaUen,  so  werden  die  Dreiecke  PAB  und  PEA  null,  und  £  re- 
ducirt  sich  auf  den  letzterhaltenen  Ausdruck  3).  Nimmt  man  aber  P  mit  D 
oder  E  identisch,  so  kommen  die  vorhin  gedachten  Summen  DEA  + ,,,, 
EAB  -i- .,.  Von  welcher  Gestalt  daher  auch  das  Fünfeck  ABCDE  sein 
mag,  so  haben  diese  Summen  doch  einerlei  Werth  unter  sich,  einen  Werth, 
der,  wenn  der  Perimeter  keine  Doppelpuncte  hat,  der  Fl&oheninhalt  des  Fünf- 
ecks ist,  und  der  folglich,  wenn  man  die  Untersuchung  auf  Fünfecke  mit 
Doppelpuncten  ausdehnt,  als  der  Inhalt  auch  dieser  Figuren  anzusehen  ist. 

Man  sieht  leicht,  wie  diese  Betrachtungen  sich  verallgemeinem  lassen,  so 
dass  überhaupt  bei  einem  n-£cke  AB ,,,  MN  die  Summe  der  n  Dreiecks- 

fl&chen 

PAB  ■+-  PBC  ■+- ...  +  PMN-^-  PNA 

von  der  Lage  des  Punctes  P  ganz  unabh&ngig  ist  und  zugleich  den  Flächen- 
inhalt des  Vielecks  vorstellt,  von  welcher  Form  dieses  auch  sein  mag. 

§.  166.  Zusätze.  Die  im  letzten  Beispiele  gefundene  Re- 
lation: 

ABC  .  DEA  +  EAB  .  CDA  =  CEA  .  DAB 

lässt  sich  folgendergestalt  aussprechen: 

Von  sechs  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  eine  gemeinschcfft" 
liehe  Spitze  [A)  und  die  vier  Seiten  und  zwei  Diaffoncden  eines  Vier- 
ecks (BCDE)  zu  Grundlinien  hohen,  ist  die  Summe  der  zwei  Producte 
aus  den  Dreiecken  über  den  gegenüberliegenden  Seiten  (BC  und  DE, 
BE  und  CD)  gleich  dem  Producte  aus  den  Dreiecken  über  den  Dia- 
gonalen  {BD  und  CE)*) 

b)  Schreibt  man  die  sechs  Dreiecke  so,  dass  A  in  jedem  der 
erste  Buchstabe  wird,    und  bringt  alle  Glieder    auf  eine  Seite,    so 


*)  Man  wird  sich  hierbei  des  der  Form  nach  sehr  fthnlichen  Satzes  erinnern, 
dass,  wenn  um  ein  Viereck  BCDE  ein  Kreis  beschrieben  werden  kann, 

BC.DE-i-  BE.CD^BD.  CE 

ist. 
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kommt  (§.  18,  a): 

ABE.ACD  +  ACE.ADB  +  ADE.ABC^O, 

eine  Fonnel,  deren  Symmetzie  rackeichtlich  Aj  E  und  BCD  in  die 
Angen  flllt 

c)  Ee  Terdient  diese  Bdation  noch  nm  deewülen  eine  besondere 
Anfinerksamkeiti  weil  mittelst  derselben  allein  alle  Angaben,  wo  bei 
einem  Systeme  Ton  n  Pnncten  A^  ...,  iV  in  einer  Ebene  ans  in —  5 
Figoren  eine  (2n  —  4)te  gefiinden  werden  soll,  ebne  weiteres  gelost 
werden  kSnnen.  —  Man  setie  das  Dreieck  ABC^=a^  die  n  —  3 
Dreiecke  ABD^  ABE,  ABF^  ...  resp.  =  </,  e,  /,  ...,  nnd  die 
n  —  Z  Dreiecke  ACD,  ACE,  ACF,  ...  resp.  —d\  j/f,  ...;  so 
lisst  sich  mittelst  dieser  in — 5  Dreiecke  o,  </,  d\  e,  ...  jedes  andere 
Dreieck  des  Systems,  welches  A  nur  Spitie  hat,  s.  B.  AEH,  be- 
stimmen. Denn  beL  dem  Vierecke  BCEH  sind  a,  tf,  A,  J,  V  db 
Dreiecke  aber  den  Seiten  nnd  Diagonalen  BC,  BE,  BH,  CE,  CH, 
worans  sich  dann  nach  dem  obigen  Satse  das  Dreieck  AEH  über 
der  Seite  EH  finden  lisst.  Da  nnn  die  Fläche  jeder  geradlinigen 
Figor  in  der  Ebene  des  Systems,  durch  Verbindung  der  SpitKn  der 
Figur  mit  A,  einem  Aggregate  Ton  Dreiecken  gleich  su  achten  ist, 
welche  A  xur  gemeinschaftlichen.  Spitse  haben,  so  kann  man  jede 
der  2n — 5  gegebenen  und  die  (2n  —  4)te  Figur  in  Werthen  von 
a,  <f,  d\  0f  ...  ausdrucken,  und  aus  den  somit  sich  bildenden  2»  —  4 
Gleichungen  durch  Elimination  jener  2n  —  5  Hul&grossen  a,  </,  ... 
den  Inhalt  der  gesuchten  Figur  in  Werthen  der  gegebenen  Figuren 
finden. 


§.167.  Igt  ein  System  von  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  ba  Räume 
gegeben,  und  soll  ein  ihm  gleiches  A'j  B\  C\  2X,  ...  construirt 
werden,  so  nehme  man  die  drei  ersten  Puncto  A\  B^  C  nach 
Willkür  und  den  vierten  If  in  einer  Ebene,  welche  mit  ABC  in 
einem  solchen  Abstände  parallel  läuft,  dass  eine  Pyramide,  welche 
in  der  Ebene  ihre  Spitze  und  A'BC  zur  Grundfläche  hat,  der 
Pyramide  AB  CD  gleich  ist.  Jeder  der  übrigen  Puncte  E^  ...  wird 
hierauf  eben  so,  wie  in  §.  150  bei  Construction  eines  affinen  Systems 
gefunden. 

§.  168.  Erwiesenermassen  kann  man  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  im  Räume  aus  irgend  Zn — 12  von  einander  unabhän- 
gigen Verhältnissen  zwischen  körperlichen  Theilen  alle  übrigen 
Verhältnisse  von  derselben  Art  ableiten.  Nun  werden  zur  Bildung 
von  3« — 12   von  einander   unabhängigen  Verhältnissen  wenigstens 
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Zn — 11  von  einander  unabhängige  Grössen  erfordert.  Sind  daher 
die  Verhältnisse  zwischen  in  —  11  von  einander  unabhängigen 
Theilen  gegeben,  so  kann  man  daraus  die  Verhältnisse  derselben  zu 
den  übrigen  Theilen,  und  mithin,  wenn  überdies  von  einem  der 
3n  — 11  Theile  der  Inhalt  selbst  gegeben  ist,  den  Inhalt  jedes  an- 
deren finden.  —  Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  auf  die  Natur 
der  Gleichheit  körperlicher  Figuren  gegründeten  Satz: 

Werden  bei  einem  Systeme  von  n  Ptmcten  im  Räume  Je  drei  der^ 
selben  durch  Ebenen  verbunden  ^  und  sind  von  den  somit  entstehenden 
Theilen  des  Raumes  irgend  3n — 11  von  einander  unabhängige  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben^  so  kann  man  daraus  den  Inhalt  Jedes  der  übrigen 
bestimmen, 

§.  169.  Beispiel.  Bestehe  das  System  aus  5  Puncten  A^  J3, 
C,  2>,  E,  und  seien  die  3.5  —  11=4  Pyramiden  EBCD,  ECDA, 
EDABf  EABC  gegeben,  welche  E  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  die  Seiten  der  Pyramide  AB  CD  zu  Grundflächen  haben,  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben.  Die  Seiten  BCD,  CDA,  ...  dieser  Pyra- 
mide werden  von  den  Geraden,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen 
A^  B,  ...  mit  £  verbinden,  resp.  in  ^',  B\  C\  D'  geschnitten;  man 
verlangt  den  Inhalt  der  Pyramide  A'B'Ciy  (Fig.  32). 

Man  setze 

BCDE  =  a,    CDEA^b,    DEAB  =  c,    EABC=d, 

und 

aJ^b  +  c  +  d  =  —  ABCD  (§.  20,  d)  =  e, 

so  ist  (§.  26,  b) : 

aA  +  bB  +  cC  +  dD  =  eE, 

folgUch  (§.  26,  d) : 

eE  —  aA  =(e  —  a)A', 
•   eE  —  bB  =(e  —  b)B\ 
eE—cC  =  \e  —  c)C\ 
eE  —  dD  =  (e  —  d)D'\ 

und  wenn  man  diese  fünf  Gleichungen  addirt: 

ZeE=^(e  —  a)A'+  [e  —  b)B'+  (e  —  c)  C'+  (e  —  d)iy. 

Hiemach  verhält  sich  (§.  20,  b) : 

EABC  :  EA'BC  =  EA  :  EA'=  e  —  a  : —a, 
EABC  :  EA'B'C  =  EB  :  EB  =  e  —  b  : —b, 
EA'B'C  :  EA'B'C  =  EC  :  EC'=e^c\  —c, 
EA'B'C:  ABCU^e  —  d  :  —  3«, 

(§.  25),  folgUch 
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EABC  :  ÄBCN^  (tf_a)(tf  —  Ä)(^  — «)(«  —  <?) :  %ahce\ 

und  weil  EABC  s=  d^  und  wenn  man  for  e  wieder  a  +  &  +  ^  +  <^ 
sdueibt: 

§•  170.  Statt  mehrerer  Beispiele  will  ich  iwei  Relationen 
swiaehen  Pyramiden  noch  mitdieileny  welche  für  die  hierher  ge- 
hSrigen  Ani|;aben  Ton  demaelben  Nation  sein  werden,  als  ea  for 
ebene  Figuren  die  Bdation  in  §.  166  swiaehen  Dreiecken  war. 

Seien  A^  B^  (7,  2>,  E^  Fj  O  beliebige  sieben  Puncto  im  Ranma 
Die  Tier  ersten  su  Fundamentalpuncton  genommen,  seien  die  Aua- 

drucke  der  drei  letiten: 

• 

oA  +  bB  +  eC  +  dD  »  0E, 
«lA  +  VB  +  «/C  +  d'D  ^fFy 
«TA  +  VB  +  d'C-{-drD^gG. 

Man  eliminiie  »os  den  swei  ersten  dieser  Gleiehnngen  meist  A 
und  sodann  B,  so  kommt: 

(«*'— ö'i)  5  —  (cö'— c'a)  C  +  («rf'— o'rf)  D  +  ö'«  jB — a/P  =  0, 
(aV—<^b)A  —  (1n/—h'c)C-k-\b'd—hd')D  —  h'0E  +  hfF^(i. 

Mitliin  verhält  sich: 

CDEF  :  DEFB  =»  ab'—tfh  .—(ctf—<fa), 
CDEF  :  DEFA  =  ah'—a'b  :  —{btf—h'c), 

folglich,  weil  (§.  20,  a) : 

DEFB  =  —  BDEF,    DEFA  =  —  ADEF, 
ADEF  :  BDEF  :  CDEF=  hc'—b'c  :  ca'—c'a  :  ab'—a'b; 
auch  verhält  sich  zufolge  des  Ausdrucks  für  E: 

a:b:e=:  BCDE  :  CDEA  :  DEAB 
=  BCDE  :  CADE  :  ABDE. 

Da  nun  immer 

a{bc'—  b'c)  +  b(ca'—  &a)  +  ciflV—  a'i)  =  0, 

so  bekommt  man  folgende  zwischen  ABC,  DE  und  F  ganz  sym- 
metrische Formel  : 

1)  ADEF .  BCDE  +  BDEF .  CADE+ CDEF .  ABDE=:0. 

Schreibt  man  sie  unter  der  Gestalt: 

AFDE .  BCDE+  ABDE .  CFDE  =  ACDE  .  BFDE, 
so  kann  man  sie  folgendermassen  in  Worte  fassen: 
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Von  sechs  dreiseitigen  Pyramiden  j  welche  eine  gemeinschaftliche 
Kante  (DE)  und  die  vier  Seiten  und  zu>ei  Diagonalen  eines j  im  All- 
gemeinen nicht  in  einer  Ebene  liegenden,  Vierecks  (ABCF)  zu  den, 
der  gemeinschaftlichen  Kante  gegenüberstehenden,  Kanten  hohen,  ist 
die  Summe  der  zwei  Producte  aus  den  Pyramiden  über  den  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Vierecks  gleich  dem  Producte  aus  den  Pyra- 
miden über  den  Diagonalen;  —  ein  Satz,  der  dem  in  §.  166,  Zusätze 
für  Dreiecke  aufgestellten,  wie  man  sieht,  TÖllig  analog  ist. 

§.  171.  Eine  zweite  Relation  dieser  Art  ergiebt  sich,  wenn 
man  aus  den  obigen  Ausdrücken  für  E,  F  und  G  zwei  Funda- 
mentalpuncte  immer  zugleich  eliminirt.  Es  lässt  sich  aber  diese 
Rechnung  durch  dasselbe  Mittel,  dessen  wir  uns  in  §.  50,  a  in  einem 
ganz  ähnlichen  Falle  bedienten,  sehr  vereinfachen.  Sind  nämlich  o 
und  w  zwei  von  einander  unabhängige  Veränderliche,  und  haben 
p,  q,  r,  s,  a,  ßj  y,  d  dieselbe  Bedeutung,  wie  dort,  dass  also  auch: 

ccp  +  ßq  +  yr  +  ds  =:  0 

ist,    so  kommt,    wenn  man   die  Ausdrücke  für  E,   F,    G  resp.  mit 
1,  r,  w,  multiplicirt  und  hierauf  addirt: 

pA  +  qB  +  r  C+  sD  =  eF+  vfF+  wgG. 

Bestimmt  man  nun  v  und  w  erstlich  so,  [dass  p  und  q  zugleich 
gleich  0  werden,  so  erhält  man: 

yr  +  ds  =  Oy     rC+sD  —  eE  —  vfF—wgG  =  0\ 

folglich: 

d  :—y  =  r  :  s  =  DEFG  :  EFGC, 

oder 

CEFG  :  DEFG  =  y  :  d. 

Lässt  man  auf  gleiche  Weise  q  und  r,  und  hierauf  r  und  s  zu- 
gleich gleich  0  werden,  so  findet  sich.  Alles  zusammengenommen: 

AEFG  :  BEFG  :  CEFG  :  DEFG  =  a  :  ß  :  y  :  d. 

Sodann  verhält  sich  vermöge  des  Ausdrucks  für  G: 

BCDG  :  —  CDAG  :  DABG  :—ABCG  =  a":  i":  c":  d\ 

Es  war  aber  nach  §.  50: 

aa"+  ^J"+  y/+  id"  =  0, 
folglich : 

H)    AEFG  .  BCDG  —  BEFG  .  CDAG  +  CEFG  .  DABG 

—  DEFG,ABCG  =  0, 

eine  Relation  zwischen  acht  Pyramiden  bei  einem  Systeme  von  sieben 
Puncten  im  Räume.   —  Die  vier  Pyramiden,   welche  in  jedem  der 
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▼ier  Producte  luent  steheiii  haben  du  Dreieck  EFO  nur  gemein- 
schafUichen  GnindflAche,  und  die  Pnncte  A,  B^  C^  D  ier  BeOie 
nach  in  Spitien.  Von  den  Tier  anderen  Pyramiden  sind  die  Seiten 
der  Pyramide  ABCD  die  Gnindflichen  und  O  die  gemeinschaft- 
liche Spitie. 

Nimmt  man  an,  dass  die  sechs  Puncte  A^  ...,  P  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  die  Pyramiden  ihren  in  diese  Ebene  fidlenden  Seiten 
proportionaL  Bei  einem  Systeme  von  sechs  Puncten  in  einer  Ebene 
muss  folglich  sein: 

AEF  .BCD  —  BEF  .CDA  +  CEF.  DAB  —  DEF.  ABC^O, 

eine  BebUion  swiBchen  acht  Dreiecken,  su  der  man  auch  unmittelbar 
gekonmien  sein  wurde,  hätte  man  in  den  obigen  Oleichongen  für  O 
Null  geseilt 
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und  Fl&chen. 

§.  172.  Da  in  diesem  sowohl,  als  dem  Torigen  Capitel  nur 
Systeme  Ton  g^eraden  Linien  und  Ebenen  betrachtet  worden  sind, 
so  bleibt  noch  übrig,  auch  über  Curven  und  krumme  Flächen,  in- 
sofern sie  in  den  jetzt  erSrterten  Besiehungen  zu  einander  stehen, 
Einiges  hinzuzufügen. 

Einer  Curre  in  einer  Ebene  ^ 

pA  +  qB  +  rC, 
ist  eine  andere, 

pA'+qB+rC', 

sSfin,  wenn  in  beider  Ausdrücken  die  Coefßcienten  p^  q,  r  dieselben 
Functionen  einer  Veränderlichen  bedeuten.  Haben  überdies  die 
Dreiecke  ABC  und  A'B^C  gleichen  Inhalt,  so  sind  die  Curven 
einander  gleich.  Oiebt  man  der  Veränderlichen  in  beiden  Aus- 
drücken einen  und  denselben  Werth,  so  erhält  man  sich  entspre- 
chende Puncte  der  Curven.  Auch  werden  die  an  entsprechende 
Puncte  der  Curven  gezogenen  Tangenten  sich  entsprechende  Gerade 
sein  (§.  153,  a).  Je  zwei  in  oder  um  die  af&nen  Curven  beschriebene 
Vielecke,  deren  Spitzen  oder  Berührungspuncte  sich  entsprechende 
Puncte  in  derselben  Folge  sind,  stehen  mithin  in  dem  Verhältnisse 
der  Dreiecke  ABC  :  A'B'C\  Da  femer  jeder  Bogen  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen  Geraden  ange- 
sehen werden  kaon,   so  werden  auch  die  von   sich  entsprechenden 
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Sehnen  abgeschnittenen  Segmente,  so  wie  die  Flächen,  welche  von 
sich  entsprechenden  Bögen  und  den  an  die  Endpuncte  derselben 
gelegten  Tangenten  begrenzt  werden,  folglich  auch  die  von  den 
Curven  selbst  eingeschlossenen  Flächen,  wenn  anders  die  Curven  in 
sich  zurücklaufen,  sich  wie  ABC  :  A'ffC*  verhalten,  also  bei 
gleichen  Curven  einander  gleich  sein. 

§.  173.  Sind  zwei  affine  Curven  gegeben,  so  ist  in  der  Regel 
mit  jedem  Puncto  der  einen  Linie  auch  der  entsprechende  Punct  in 
der  anderen  gegeben.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen  die  Kegel- 
schnitte, wo  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Puncto  nach  Be- 
lieben gewählt  werden  kann. 

Man  habe  z.  B.  zwei  Ellipsen.  Nimmt  man  in  jeder  derselben 
zwei  zusammengehörige  Halbmesser  CA  und  CB^  CA*  und  C'ff 
zu  den  Fundamentalseiten,  so  sind  die  Ausdrücke  dieser  Curven: 

2vA  +  [\—v*)B  —  2v{\—v)C 
und 

^vA'+(\  —  v^)B—2v(\—v)C' 

(§.  130, 4).  Je  zwei  Ellipsen  sind  folglich  einander  afßn,  können 
aber,  weil  A'  durch  A  nicht  bestimmt  wird,  sondern  der  Willkür 
überlassen  bleibt,  auf  unzählige  Weisen  als  affine  Figuren  mit  ein- 
ander verglichen  werden.  Dabei  verhalten  sich  je  zwei  einander 
entsprechende  Flächentheile,  folglich  auch  die  ganzen  Ellipsen- 
flächen, wie  die  Dreicke  ABC  vjaAA'ffC.  Diese  Dreiecke  müssen 
folglich  zu  den  Ellipsenflächen  selbst  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse stehen,  wie  auch  die  zusammengehörigen  Halbmesser  genommen 
werden  mögen;  folglich  in  constantem  Verhältnisse  auch  die  Vier- 
fachen dieser  Dreiecke;  welches  den  bekannten  Satz  giebt,  dasa  in 
einer  Ellipse  alle  Parallelogramme^  deren  Diagonalen  zwei  zusammet^ 
gehörige  Durchmesser  sind,  gleiche  Grrösse  haben. 

Sind  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  einander  gleich,  so  sind 
es  auch  die  Ellipsen  und  begrenzen  gleiche  Flächen ;  und  umgekehrt 
ist  jede  einer  Ellipse  gleiche  Figur  eine  Ellipse,  welche  mit  der 
ersteren  gleichen  Inhalt  hat. 

Auf  eben  die  Art  folgt  aus  dem  von  unbestimmten  Constanten 
freien  Ausdrucke  für  die  Hyperbel: 

—  2vA  +  (l  +  v*)B  +  2v(\—v)C 

(§.  134,2),  wobei  CB  ein  reeller  und  CA  der  zugehörige  imaginäre 
Halbmesser  ist,  dass  je  zwei  Hyperbeln  auf  unendlich  viele  Weisen 
als  einander  affine  Figuren  sich  betrachten  lassen,  und  dass  jede 
einer  Hyperbel  affine  oder  gleiche  Figur  ebenfalls  eine  Hyperbel  ist. 
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Dasselbe  wird  endlich  aucli  far  die  Paiabel  gelten.  Aber  noch 
mehr:  bei  swei  Parabeln  kann  nicht  nur  das  erste,  sondern  auch 
das  «weite  Paar  sich  entsprechender  Pnncte  nach  WiUkSr  genommen 
werden.  Denn  seien  A  und  C  irgend  swei  Pnncte  der  einen  PaiabeL 
Man  liehe  an  dieselbe  in  A  und  C  swei  Tangenten^  welche  sich  in 
B  schneiden,  so  ist,  A^  By  C  za  Fondamentalpuncten  genommen» 
der  Ausdruck  der  Gurre,  als  eines  Kegelschnitts,  welcher  in  A  und 
C  Ton  AB  und  CB  berührt  wird: 

aA  +  vB  +  f>*C 
(§.  64, 3).    Weil  aber  bei  der  Parabel  die  Summe  der  Coeffidenten 
ein  Quadrat  ist,  so  muss  o  =»  -jt  ^^i  ^^^  folglich  der  Ausdruck: 

\A+f>B+f>^a 

Auf  gleiche  Art  seien  A'  und  (T  iwei  beliebige  Puncto  der  anderen 
Parabel  und  B'  der  Durchschnitt  der  iwei  in  diesen  Puncten  an  die 
Gurre  gesogenen  Tangenten,  so  ist 

\A'+f>B'+f>^C' 

der  Ausdruck  dieser  iweiten  Parabel.  Lässt  man  nun  A'  dem  A 
und  C  dem  O  entsprechen,  so  geben  die  beiden  Ausdrucke  alle 
anderen  Paare  sich  entsprechender  Puncto,  und  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Flächeniheile  werden  sich  wie  ABC  za  A'B^C  Ter- 
halten. 

Statt  dass  also  bei  swei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  mit  diesen  Gurren 
selbst  auch  das  Verhältniss  ihrer  sich  entsprechenden  FlächentheQe 
gegeben  ist,  bleibt  hier  dieses  Verhältniss  durchaus  unbestimmt,  in- 
dem mit  der  Terschiedenen  Annahme  der  ganz  beliebig  zu  wählen- 
den Puncto  A'  und  C  auch  das  Yerhältniss  der  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  sich  ändert.  Je  zwei  Parabeln  lassen  sich  daher  auch 
als  einander  gleiche  Figuren  betrachten,  wenn  man  nur,  toas  auf  un- 
zähliffe  Weisen  möglich  ist,  die  Puncte  A'  und  C  so  bestimmt,  dass 
jene  Dreiecke  gleichen  Inhalt  bekommen. 

§.  174.  Es  lassen  sich  aus  dieser  Eigenthümlichkeit  der  Pa- 
rabeln mehrere  sehr  merkwürdige  Folgerungen  ableiten. 

1)  Ist  ABC  =  ABC  {Fig.  39),  so  sind  auch  die  parabolischen 
Segmente  über  AC  und  -dt' (7'  einander  gleich.  Jedes  parabolische 
Segment  muss  folglich  zu  dem  Dreiecke,  welches  von  der  Sehne 
und  den  an  die  Endpuncte  derselben  gelegten  Tangenten  gebildet 
wird,  in  einem  constanten  Verhältnisse  1  :  m  stehen. 

2)  Unter  derselben  Annahme,  dass -4J?C= -4'JB'C  ist,  seien  E 
und  JE'  zwei  zwischen  AC  und  ÄC*  in  den  Parabeln  so  genommene 
Puncte,  dass  die  Segmente  über  AE  und  ÄE'  einander  gleich  sind, 
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80  sind  E  und  E'  sich  entsprechende  Puncte,  und  folglich  auch  die 
Segmente  über  EC  und  E'C  einander  gleich.  Zwischen  den  drei 
Segmenten  über  den  Seiten  ACj  AE,  EC  eines  in  eine  Parabel 
beschriebenen  Dreiecks  muss  folglich  eine  Gleichung  obwalten,  so 
dass  aus  zweien  derselben  ohne  weiteres  das  dritte  gefunden  werden 
kann. 


Fig.  39. 

Man  lege  an  E  eine  Tangente,  welche  AB  und  BC  in  F  und 
G  schneide,  so  ist,  wenn  wir  das  Segment  über  AC  mit  (AC)^  etc. 
bezeichnen : 

m(AC)  =  ABC,    m(AE)  =  AFE,     m(EC)  =  EGC, 

Dieselbe  Gleichung,  welche  zwischen  den  drei  Segmenten  obwaltet, 
muss  folglich  auch  zwischen  diesen,  den  Segmenten  proportionalen, 
Dreiecken  bestehen.     Wir  werden  in  der  Folge  (§.  262)  sehen,   dass 

ABC^  =  AFE^  +  JBGCi; 

mithin  wird  auch  sein: 

« 

I)  {AC)^  =  [AE]^  +  {EC)^, 

d.  h. 

Bn  einem  in  «ine  Parabel  beschriebenen  Dreiecke  ist  die  Cubik- 
vmrzel  atts  dem  grötsten  der  über  den  Seiten  liegenden  Segmente  der 
Summe  der  Cubikvourzeln  am  den  beiden  anderen  Segmenten  gleich. 

3)  Cubirt  man  die  Gleichung  I),  so  kommt: 

(AC)  =  (AE)  +  (EC)  +  i(AE)^(EC)i  [(AE)^  +  (EC)^] 
=  (AE)  +  (EC)  +  9(AE)^(EC)^(AC)^  , 
(AC)  —  (AE)  —  (EC)  =  AEC, 

U)  AEC=i(AE)^(ECy^(AC)^, 

d.  h. 

Uibiiii  Werk«  I.  ]4 
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Ein  in  eine  Parabel  besdkriehenee  Dreieck  ist  gleich  dem  drei-- 
fachen  Producte  der  Cubiiwurzeln  aus  den  Segmenten  üier  den  drei 
Seiten. 

4)  In  dem  specieUen  Falle,  wo  FG  mit  A  O  parallel  geht^  iat  B 
der  Mittelpunct  von  FG*),  und  als  der  der  Doppelordinate  AO  sn« 
gehörige  Scheitel  xu  betrachten.  Alsdann  sind  die  Dreiecke  AFB 
und  EGCj  mithin  auch  die  Segmente  {AE)  und  (EC)  einander 
gleich;  und  die  Gleichung  I)  wird: 

{AC)^  =  2{AE)^ , 
woraus  weiter 

{AC)^6{AE),    {AC)  —  2{AE)  =  6{AE), 
d.  i. 

AEC  =  i{AC) 
folgt,  also: 

Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck,  dessen  Spitze  der  der 
Grundlinie,  als  Doppehrdinate,  zugehörige  Scheitel  ist,  verhält  sich  zu 
dem  Parabelsegment  über  der  Grundlinie,  wie  drei  zu  vier. 

(Archimedes  Quadratur  der  Parabel,  17.  und  24.  Sats.) 

5)  Unter  derselben  Voraussetzung,  dass  FG  mit  AC  parallel 
läuft,  ist  F  der  Ifittelpunct  Ton  AB,  so  wie  G  von  BC,  folglich 

\{AC)  =  AEC=AFC=\ABC, 

also 

UJ)  (AC)  =  \ABC, 

d.  h. 


*)    Der  Beweis    hierron  l&sst   sich   mittelst   des  barycentrischen  Calculs  so 
fahren.  —  Sei  für  den  Punct  Ey  t?  =  r',  also 

E^\A  +  v'B  +  v'^C. 

Die  an  E  gelegte  Tangente  hat  den  Ausdruck: 

J  ^  +  (r'  +  ar)  ^  +  (tr'*  +  2  v*x,  C, 

und  schneidet  folglich  die  Fundamentallinien  in  den  Puncten: 

für 

ar  s=  —  t/,  =  —  1  t?'i  =  OO. 

Läuft  nun  die  Tangente  mit  A  C  parallel,  so  ist  der  erste  dieser  drei  Puncte 
unendlich  entfernt,  also  t?'=i,  wodurch 

2P=^  +  -Bund2ö«-B+C 

wird,  folglich  AB  und  BC  in  F  und  O  halbirt  werden. 
Endlich  wird  für  c*«  J: 

J^=H^^  +  i5-f-iC==  (^  +  -Bi  +  (5  +  C)  =  F+r;, 

al^o  E  der  Mittelpunct  von  F  G. 
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Ein  Parabehegment  ist  zwei  Dritteln  des  Dreiecks  gleich^  welches 
Ton  der  Sehne  des  Segments  und  den  an  die  Endpuncte  der  Sehne  ge- 
legten Tangenten  begrenzt  tvird. 

Es  ist  demnach  das  obige  m  ==  f . 

6)  Sei  E  wiederum  ein  beliebiger  Punct  der  Parabel  zwischen 
jl  und  C     Man  multiplicire  die  Gleichung 

AEC=(AC)—(AE)  —  {EC) 

mit  m  =  I,  so  kommt: 

iAEC=ABC—AFE  —  EOC=AEC+FBO, 

folglich: 

IV)  AEC=2FBG, 

d.  h. 

Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck  ist  dem  Doppelten  des 
umschriebenen  Dreiecks  gleich,  dessen  Seiten  die  Parabel  in  den  Spitzen 
des  ersten  Dreiecks  berühren. 

Es  wird  dieser  Satz  in  der  Folge  noch  auf  eine  andere,  von 
dem  Vorigen  unabhängige  Weise  bewiesen  werden,  woraus  sich  dann 
umgekehrt  der  Werth  des  constanten  m  und  somit  ebenfalls  die 
Quadratur  der  Parabel  finden  lässt  (§.  262). 

Anmerkung.  Da  ein  unendlich  kleiner  Bogen  einer  jeden  Curve  inuner 
als  ein  Stück  einer  Parabel  angesehen  werden  kann,  so  werden  die  S&tze  2) 
bis  6)  QMcYifür  alle  anderen  Curven  gelten,  sobald  man  die  Puncte  A,  E,  C 
einander  unendlich  nahe  nimmt  So  wird  2.  B.  jedes  unendlich  kleine  Seg* 
ment  einer  Curve  zwei  Drittel  des  Dreiecks  sein,  welches  die  Sehne  und  die 
an  die  Endpimcte  derselben  gezogenen  Tangenten  zu  Seiten  hat  Auch  wird 
der  Durchschnittspimct  dieser  Tangenten  noch  einmal  so  weit,  als  der  Mittel- 
punct  des  unendlich  kleinen  Bogens,  von  der  Sehne  entfernt  sein. 

§.  175.     Einer  krummen  Fläche 

pA  +  qB  +  rC+sD 

ist  eine  andere  affin,  wenn  sich  der  Ausdruck  der  letzteren  auf  die 

Form 

pA'+,,  +  sD' 

bringen  lässt,  so  dass  pj  q,  r,  s  in  beiden  Ausdrücken  die  nämlichen 
Functionen  zweier  Veränderlichen  sind.  Sich  entsprechende  Puncte 
beider  Flächen  sind  diejenigen,  für  welche  die  zwei  Veränderlichen 
in  dem  einem  Ausdrucke  dieselben  bestimmten  Werthe  wie  in  dem 
anderen  haben.  Berührende  Ebenen  an  sich  entsprechende  Puncte 
gelegt  entsprechen  einander  gleichfalls.  Setzt  man  in  beiden  Aus- 
drücken zwischen  den  zwei  Veränderlichen  eine  und  dieselbe  Re- 
lation fest,   so  bekommt  man  die  Ausdrücke  zweier  in  den  Flächen 
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liegenden  und  sich  entsprechenden  Linien.  Ist  die  eine  derselben 
eine  Gerade,  so  ist  es  auch  die  andere;  etc.  Je  swei  sich  ent- 
sprechende Theüe  des  Baums,  d.  h.  solche,  die  von  sich  entsprechen- 
den Ebenen  gebildet  werden,  oder  auch  sich  entsprechende  Theile 
der  Flächen  selbst  su  Grenxen  haben,  stehen  in  dem  Verhältnisse 
der  Pyramiden  AB  CD  und  ABCN  zu  einander.  Haben  letztere 
gleichen  Inhalt,  so  heissen  die  Flächen  einander  gleich. 


§.  176.  Nimmt  man  bei  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  den 
Mittelpunct  und  die  Endpuncte  drei  zusammengehöriger  Halbmesser 
zu  den  yier  Fundamentalpuncten,  so  ist  der  Ausdruck  dieser  Fläche 
der  in  §.  134, 2  gefundene: 

(i  — rtr)-44-... 

Da  hierin  keine  unbestimmten  Constanten  Torkommen,  so  schliessen 
wir,  dass  nicht  nur  jede  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  affine 
oder  gleiche  Fläche  wiederum  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  son- 
dern auch  je  swei  hyperbolische  Hyperboloide  einander  affin  sind 
und  auf  unendlich  yiele  Weisen  sich  als  solche  betrachten  lassen, 
weil  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Halbmesser  DA  und  Z/^' 
nach  Belieben  genommen  werden  kann.  —  Das  Nämliche  wird  auch 
von  den  elliptischen  Hyperboloiden  und  den  EUipsoiden  gelten. 
Uebrigens  ist  bei  jeder  dieser  drei  Flächen  die  Pyramide,  welche 
drei  zusammengehörige  Halbmesser  zu  anliegenden  Kanten  hat,  von 
constanter  Grrosse,  woraus  zu  schliessen,  dass,  wie  auch  das  erste 
Paar  sich  entsprechender  Puncte  genommen  werden  mag,  das  con- 
stante  Yerhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Raumtheilen  sich 
dadurch  nicht  ändert.  Bei  dem  EUipsoid  erhellet  dies  auf  ähnliche 
Weise,  wie  oben  bei  der  Ellipse. 

So  wie  aber  die  Parabel,  so  besitzen  auch  das  elliptische  und 
das  hyperbolische  Paraboloid  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  das 
constante  Yerhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Räumen  nach 
Willkür  bestimmt  werden  kann. 


Fig.  40. 


§.  177.      Seien,  um  dieses  zuerst  für  das  hyperbolische  Parabo- 
loid darzuthun,  A  und  D  (Fig.  40)  irgend  zwei  Puncte  einer  solchen 


§.177.  Cap.  4.    Gleichheit.  213 

Fläche.  Durch  jeden  derselben  lassen  sich  z%vei  in  der  Fläche  selbst 
enthaltene  gerade  Linien  legen.  Dabei  wird  die  eine  Linie  des  durch 
A  gehenden  Linienpaars  von  der  einen  uad  die  andere  von  der  an- 
deren Linie  des  Linienpaars  durch  D  geschnitten.  Heissen  diese 
zwei  Durchschnitte  B  und  C,  so  ist 

A  +  xB  +  yC+xyD 

der  Ausdruck  der  Fläche*).  Auf  gleiche  Art  seien  A*  und  D'  zwei 
beliebige  Puncto  eines  anderen  hyperbolischen  Paraboloids,  und  B' 
und  C  die  Puncte,  in  denen  die  durch  A'  und  D'  gehenden,  in 
der  Fläche  selbst  begriffenen  Geraden  sich  schneiden,  also 

A'+xB'+yC+xyD' 

der  Ausdruck  dieses  zweiten  Paraboloids.  Setzt  man  nun  A\  B\ 
C\  D'  den  A,  B,  C,  D  entsprechend,  so  sind  dieser  Ausdruck  und 
der  vorige  die  Ausdrücke  zweier  affinen  Flächen.  Das  Verhältniss 
aber,   in  welchem  je  zwei  sich  entsprechende  Raumtheile  stehen,  ist 

=  ABCD:AB'C'D\ 

und  kann  jedes  beliebige  sein,  weil  nach  der  verschiedenen  An- 
nahme der  Puncte  A'  und  D*  die  Pyramide  A'B'C'U  jede  beliebige 
Grösse  erreichen  kann. 


*)  Dass  dieser  in  §.  112  erhaltene  Ausdruck  der  eben  angenommenen  Lage 
der  Fundamentalpuncte  Genüge  leiste,  ist  leicht  zu  erkennen.  Dass  aber,  um  den 
Ausdruck  auf  diese  einfache  Form  zu  bringen,  nur  jene  Annahme  der  Funda- 
mentalpuncte und  keine  anderen  Bedingungen  weiter  erforderlich  sind,  lässt  sich 
folgendergestalt  übersehen.  —  Für  irgend  eine  nach  einem  gewissen  Gesetz  auf 
einer  Flache  gezogene  Linie  besteht  zwischen  den  Veränderlichen  im  Ausdrucke 
der  Fläche  eine  gewisse  Relation:  /(r,  tr)  =  0.  SoU  also  z.  B.  die  Fundamental- 
linie AB  in  der  Fläche  liegen,  so  müssen  für  /(ts  w)  s=  0  die  Coefficienten  von 
C  und  D  null  werden,  d.  h.  es  müssen  diese  Coefficienten  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben.  Hiemach  ist  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Fläche,  in 
welcher  die  vier  Fundamentallinien  AB^  AC,  BD,  CD  zugleich  enthalten  sind: 

apqA  +  bprB  -{- cqsC-j-drsD, 

wo  ;;,  q,  r,  8  beliebige  Functionen  von  r  und  tr,  und  a,  6,  o,  d  entweder  gleich- 
falls solche  Functionen,  oder  auch  Constanten  sind.  Es  wird  aber  dieser  Aus- 
druck ,   wenn  man  ihn  mit  ap  q  dividirt  und  hierauf    —  =  x,     -    =  y,    •=—  =  d 

"^  '  aq  ap       ^      bc 

8  jtzt '. 

A  +  xB  +  yC+^xyD, 

Soll  nun  diese  Fläche  die  zweite  Ordnung  nicht  übersteigen ,  so  muss  (f  constant 
sein.  Alsdann  ist  die  Fläche  ein  h)'pcrbolisches  Hyperboloid,  und  nur  für  cfss  1 
ein  h^-perbolisches  Paraboloid. 


SM 
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§.  178.  Folgerangen.  M&n  nehme  in  AB  eiueo  beliebigea 
Punct  £  und  in  A'ff  einen  Punct  £',  so  dass 
AfS"  B'E=ABBB, 
M  sind  E  und  E'  sich  entsprechende  Puncte.  Die  doich  E  und 
JB*  in  den  Flächen  selbst  gen^nen  Creraden  EP  and  E'F"  werden 
•ich  daher  gleichfalls  entsprechen,  so  wie  auch  die  Puncte  F  und 
F",  in  denen  diese  Linien  von  CD  and  CU  geschnitten  werdea, 
snd  es  wird  sich  verhalten 

Ciy:iyF'=CD.DF. 

Mit  dem  Verhältniss  AB  :  BE  moss  daher  das  Verhältnis» 
OD  :  DF  und  das  Verhatniss  der  Pyramiden  ABGD  :  BEDF  ge- 
geben sein,  und  aus  je  iweien  der  drei  Pyramiden  ABCD,  BEDF, 
AECF  muss  sich  die  dritte  finden  lassen.  Endlich  wird  jede  dieser 
Pyramiden  von  der  krummen  Fläche  selbst  nach  einem  constanteu  _ 
Verhältnisse  getheilt  werden.  —  Wir  wollen  nunmehr  diese  Kein 
tionen  ta  bestimmen  suchen. 

1)  Sei  E^  A-^bB,  so  ist  der  Ausdruck  der  Geraden  EF;    i 

A  +  bB-^yC+byD 
{j^  11^  und  daher  F,  als  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  CB 
=  C-{-hD,  folgUch: 

I)  AB    BE=CD.DF, 

d.  h. 

Bei  dem  hyperbolücRen  Paraboloid  «erden  aße  Geraden  det  einem 
System»  von  den  Geraden  des  anderen  Syiteme  nach  einerlei  Verholt*' 
niisen  getchnitten. 

2)  Es  verhalten  sich  die  Pyramiden: 

ABCD  :  BECD  =  AB  :  BE 
(§■  20,  h), 

BECD  :  SEDF=  CD  :  DF=AB  :  BE, 
folglich : 

n)  ABCD:  BEDF  =  AB*: 

3)  Auf  gleiche  Art  verhält  sich: 

ABCD:AECF=AB*  : 
woraus,  wenn  B  zwischen  A  und  E  liegt, 
folgt: 

m)  ABCD^  -{-  BEDF^  =  AECF^ , 


:BE\ 


:AE*, 
in  Verbindung  nüt   II) 


Wird  auf  der  Fläche  eines  hyperbolischen  Paraboloids  ein  gerad- 
linigei  Viereck  beschrieben,  und  dieses  durch  eine  fünfte  in  der  Fläche 
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gezogene  Gerade  in  zwei  andere  Vierecke  zerlegt^  so  ist  die  Quadrat- 
vmrzel  atis  der  Pyramide,  welche  mit  dem  ersteren  Vierecke  einerlei 
Spitzen  hat,  gleich  der  Summe  der  Qtuidratwurzeln  aus  den  zwei  Pyra- 
miden, welche  mit  den  zwei  letzteren  Vierecken  die  Spitze  gemein 
haben. 

Man  bemerke  hierbei  noch,  dass  eine  solche  Pyramide,  wie 
AB  CD,  eine  einbeschriebene  und  umschriebene  zugleich  genannt 
werden  kann;  eine  einbeschriebene,  weil  ihre  vier  Spitzen  in  der 
Fläche  des  Paraboloids  liegen;  eine  umschriebene,  weil  ihre  vier 
Seiten  die  Fläche  berühren,  die  Seite  CAB  in  der  Spitze  A,  ABD 
in  B,  etc.  (§.  111). 

4)  Der  Theil  der  paraboloidischen  Fläche,  welcher  von  den 
Seiten  des  Vierecks  ABDC  begrenzt  wird,  liegt  innerhalb  der  Py- 
ramide AB  CD  und  theilt  dieselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der 
eine  von  der  Fläche  ABDC  und  von  den  Dreiecken  ABC  und 
BCD,  d.  i.  von  den  die  Fläche  in  A  und  D  berührenden  Ebenen; 
der  andere  von  derselben  viereckigen  Fläche  und  von  den  Drei- 
ecken ABD  und  ACD,  d.  i.  von  den  an  B  und  C  gelegten  Be- 
rührungsebenen begrenzt  wird.  Werde  daher  der  erstere  Theil  mit 
[AD'\  und  der  letztere  mit  [BC]  bezeichnet.  Diese  beiden  Theile 
müssen  in  einem  constanten  Verhältnisse,  1  .  m,  zu  einander  stehen, 

so  dass 

[AD]:  [BC]=  1  :m. 

Man  setze  nun  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche 

A  +  xB  +  yC+xyD 
\ 
—  statt  y,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  in 

C  +  xD  +  zA  +  xzB, 

Das  vorige  constante  Verhältniss  wird  daher  auch  stattfinden, 
wenn  man  C  mit  A,  und  D  mit  B  gegenseitig  vertauscht.  Hier- 
durch aber  geht  [AD]  in  [BC],  und  umgekehrt,  über;  folglich  muss 

sich  auch  verhalten: 

[BC]  :  [AD]=  1  :m 
und  daher 

IV)  [AD]  =  [BC]  =  \ABCD 

sein,  d.  h. 

Construirt  man  auf  der  Fläche  eines  hyperbolischen  Paraboloids 
ein  geradliniges  Viereck,  so  wird  die  Pyramide,  deren  Spitzen  die 
Spitzen  des   Vierecks  sind,  von  der  Fläche  halhirt. 

5)  Wenn,  ähnlicherweise  wie  die  Bezeichnungen  [AD]  und  [BC] 
gebraucht  wurden,   [BF]   den  Raum  vorstellt,  welcher  die  krumme 
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Fläche  und  die  an  B  und  F  gelegten  berührenden  Ebenen  sn  Giemen 
hat;  etc.,  so  giebt  die  eben  eifaaltene  höchst  ein£eu:he  Cnbator,  mit 
der  Gleichung  HS)  in  Verbindong  gesetrt,  folgende  Belation: 

V)  [AUf\i  +  [BF\^  =  [AF]^, 

wo  die  yier  Puncto  des  Paraboloids,  A^  Bf  2>,  JP,  deigestalt  liegen, 
daas  die  drei  Geraden  AB,  BD,  BF  in  der  Flache  selbst  enthalten 
sind,  und  A  und  F  auf  entgegengesetsten  Seiten  Ton  BD  sich  be- 
finden; —  die  analoge  Belation  von  §.  174, 1  bei  der  ParabeL 

6)  Nach  2)  ist  BECD,  und  eben  so  auch  ABDF,  die  mitdeie 
Proportionalgrösse  zwischen  AB  CD  und  BEDF;  folglich  mit  Zu- 
siehung  von  IV): 

VI)  ABDF=BECD=^2[AD]^[BF]^  =  2[BC]^[ED\^, 
analog  mit  §.  174,  IL 

§.  179.  Es  ist  jetst  noch  das  elliptische  Paraboloid  in  Unter- 
suchung SU  nehmen  übrig,  von  welchem  wir  aber  zuvor  einen  su 
dieser  Absicht  passenden  Ausdruck  entwickeln  müssen.  —  Jede 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  hat  die  bekannte  Eigenschaft,  dass  sie 
Ton  einer  Ebene  immer  in  einem  Kegelschnitte,  JET,  geschnitten 
wird,  und  dass,  wenn  man  an  dieser  Curve  eine  zweite  Ebene  die 
Fläche  berührend  fortbew^,  alle  Lagen  dieser  bewegten  Ebene 
durch  einen  gemeinschaftlichen  Punct  D  gehen,  welcher  Punct  da- 
her als  die  Spitze  eines  die  Fläche  einhüllenden  und  sie  in  K  be- 
rührenden Kegels  erscheint.  Seien  nun  A,  B,  C  (Fig.  41)  irgend 
drei  Puncto  des  Kegelschnitts ,  so  ist  sein  Ausdruck 

(K)  a{\—v)Ä  +  bvB  —  (1  —  r)  F  C. 

auf  welchen  sich,  wie  wir  in  der  Folge 
sehen  werden,  der  in  §.  64,  1  für  diesen 
Fall  gefundene  Ausdruck  immer  redu- 
ciren  lässt.  Werde  femer  durch  Z>,  C 
und  irgend  einen  anderen  Punct 

pP  =  a{\—v)Ä  +  bvB  —  .., 

der  Curve  K  eine  Ebene  gelegt,  so  wird 
diese  Ebene  jenen  Kegel  in  den  Geraden 
DC  und  DP,   die  Fläche  selbst  aber  in 
Fig  41.  einem  Kegelschnitte  schneiden,   welcher 

in  C  und  P  von  DC  und  DP  berührt 
wird,  und  dessen  Ausdruck  daher  von  der  Form 

(pP  +  xD  +  x^C    oder   pP+wD  +  ipto''-C 
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ist  (§.  64,  3) ,  wo  q>  oder  t//  =  —  eine  noch  zu  bestimmende  Func- 
tion von  t?  bedeutet.  Zugleich  aber  stellt  dieser  Ausdruck  die  Fläche 
selbst  dar,  wenn  man  nebst  w  noch  v  und  somit  auch  den  Punct  P 
yeränderlich  nimmt.  Substituirt  man  demnach  für  pP  den  obigen 
Werth,  so  kommt  der  Ausdruck  der  Fläche: 

(F)   a{\—v)A  +  bvB  +  {v*  +  cui^  —  v)C+wD, 

wo  A,  Bj  C  Puncte  der  Fläche  selbst  sind,  und  D  der  Durchschnitt 
der  drei  in  diesen  Puncten  an  die  Fläche  berührend  gelegten  Ebenen 
ist.  Hierbei  ist  noch  c  statt  ip  geschrieben.  Denn  es  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  jp  eine  von  v  unabhängige  Constante  sein  muss. 
In  der  That,  setzt  man  in  (F)  den  Coefficienten  von  C  null,  und 
eliminirt  damit  w  aus  dem  Coefficienten  von  Z>,  so  kommt: 


a{l—v)A  +  bDB  +  y- ^A 


oder 

aA  +  by*B  +  -^,yD, 

Vip 

wo 

als  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABD.  Dieser 
Schnitt  muss  aber  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher  von  AD  und  BD 
in  A  und  D  berührt  wird;  und  hiermit  stimmt  sein  Ausdruck  nur 
dann  überein,  wenn  xp  eine  von  y,  und  folglich  auch  von  v  unab- 
hängige Grösse  ist. 

Soll  nun  die  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid  sein,  so  muss  in 
[F)  die  Summe  der  Coefficienten 

=  t?*  —  (1  +  a  —  b)v  +  cw*  -{-10  +  a 

die  Summe  z^veier  Quadrate  ausmachen  (§.  110),  also  c  positiv  und 

1 


4a  — (1+a— J)« 
sein.     Auch  giebt  die  hieraus  fliessende  Bedingung, 

4a>(l-Ha  — J)«, 

noch  zu  erkennen,  dass  der  Kegelschnitt  K  dann  eine  Ellipse  ist.  — 

Man   denke  sich  nun  ein  zweites   elliptisches  Paraboloid.      Der 

Schnitt  desselben  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene,  im  Allgemeinen 

eine  Ellipse,   heisse  K\   und  werde  mit  der  vorigen  Ellipse  K,  als 
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einer  a£finen  Curve,  in  Vergleichong  gebracht.  Zu  dem  Ende  nehme 
man  in  K'  einen  beliebigen  Funct  A,  den  man  dem  Puncte  A  in 
K  enUprechend  setze;  man  bestimme  femer  in  K'  einen  anderen 
Punct  B'  80,  dass  die  Ellipsenfläche  K'  von  der  Sehne  AB'  in  dem- 
selben Verhältniss ,  als  die  Ellipsenfläche  K  von  der  Sehne  AB  ge~ 
theüt  wird;  so  ist  B"  der  dem  B  entsprechende  Punct,  Auf  gleiche 
Art  wird  auch  der  Punct  C  gefunden,  welcher  dem  C  entspricht, 
nur  dasB  C  in  dem  grösseren  oder  kleineren  der  zwei  durch  die 
Sehne  A'ff  entstehenden  Segmente  genommen  werden  musa,  nach- 
dem dae  eine  oder  das  andere  bei  C  hinsichtlich  der  Sehne  AB  der 
Fall  ist").  Weil  also  A,  B,  C  und  A',  B",  C  in  den  afdnen  Cuttmi 
K  und  Jf  sich  entsprechende  Puncte  sind,  so  wird  man  aus  dem 
Ausdrucke  von  K  sogleich  den  von  K'  erhalten,  wenn  man  nur  die 
Fundamentalpuncte  A  mit  A',  etc.  vertauscht,  also: 

IK-)  a[i—v)A'+bt>B'—l\—v)vC', 

wo  a  und  b  dieselben  Werthe  wie  in  (K)  haben. 

Man  lege  endlich  an  dag  zweite  Paraboloid  in  A',  f ,  C  drei 
berührende  Ebenen,  welche  sich  in  D"  schneiden,  so  ist  nach  dem 
vorhin  Erwiesenem 

{F')    a{l~t)A'+bvff+{c'  +  ctr'  —  v]C'-i-Kiy 
der  Ausdruck   der  Fläche,    wo,    wegen    der  Natur   des    elliptischen 
Paraboloids,  c  positiv  sein  und  eben  so  wie  in  {F]  von  a  und  b  ab- 
lüngen  musa. 

Setzt  man  also  noch  jy  dem  D  entsprechend,  so  sind  in  dieser 
Beziehung  die  beiden  Flächen  einander  affin.  Da  nun  hierbei  zwei 
sich  entsprechende  Kaumtheile  die  durch  die  Ebenen  der  Ellipsen 
K  und  K'  abgeschnittenen  paraboloidischen  Segmente  sind,  jedes 
dieser  Segmente  aber,  w^en  der  durch  Nichts  bestimmten  Lage  der 
Ebenen,  von  jeder  beliebigen  Grösse  sein  kann,  so  lässt  sich  auch 
hier  das  constante  Verhältniss  je  zwei  sich  entsprechender  Raum- 
tbeile  nach  Willkür  annehmen. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  das  S^ment  über  der 
Ellipsenfläche  ^  zu  dem  vorhin  gedachten  K^el,  dessen  Basis  eben- 
falls K  und  dessen  Spitze  D  war,  in  einem  constanten  Verhältnisse 
steht.  Ist  das  Paraboloid  eine  durch  Umdrehung  erzeugte  Fläche, 
und  die  Ebene  von  K  senkrecht  auf  der  Umdrehungsaze ,   so  ist  JT 


*)  Beigehends  «erde  bemerkt,  dau  hieraach  folgende  Aufgabe  eu  löseo  mög- 
lich sein  muRB:  Die  drei  Segmente  Hier  den  Seiten  einet  in  ein«  £liipie  betchrtebe- 
nen  Dreieckt  lijid  ihrem  ZrAalta  nadt  gegeben.  Bieraut  den  Inhalt  der  gansttt 
Ellipte  tufindin. 
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ein  Kreis,  und,  wie  man  alsdann  sehr  leicht  durch  Integralrechnung 
findet;  beträgt  das  Segment  drei  Viertel  des  Kegels.  Dasselbe  Ver- 
hältniss  muss  daher  auch  in  jedem  anderen  Falle  stattfinden;  also 
überhaupt: 

Das  Segment  eines  elliptischen  Parabohids  ist  drei  Vierteln  des 
Kegels  gleich^  welcher  mit  dem  Segmente  einerlei  Basis  hat,  und  dessen 
Spitze  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Ebenen  ist,  welche  das 
Paraboloid  in  der  Peripherie  des  Segments  berühren. 

Anmerkung.  Die  Elemente  krummer  Flächen  theilen  sich,  mit  Aus- 
nahme der  abwickelbaren,  in  zwei  grosse  Classen.  Elemente  der  einen  Classe 
haben  mit  einer  daran  gelegten  Berühnmgsebene  nur  den  Berührungspunct 
gemein;  Elemente  der  anderen  Classe  werden  von  der  Berührungsebene  in 
zwei  durch  den  Berührungspunct  gehenden  Linien  geschnitten  (§.  107).  Jedes 
Flächen-Element  der  ersteren  Classe  wird  sich  als  das  Element  eines  ellip- 
tischen, und  jedes  Flächen-Element  der  letzteren  Classe  als  das  Element  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  betrachten  lassen.  Die  einfachen  Eigenschaften, 
weichein  diesem  §. von  dem  elliptischen  und  in  §.178  von  dem  hyperbolischen 
Paraboloid  bewiesen  worden  sind,  werden  daher  auf  unendlich  kleine  Theile 
auch  jeder  anderen  krummen  Fläche  der  einen  und  anderen  Classe  Anwen- 
dung leiden.    Vergl.  Anmerkung  zu  §.  174. 


Fünftes  Capitel. 

Die  Doppelschnittsverhältnisse. 


§.  180.  Ausser  den  bisher  erörterten  vier  Verwandtschaften 
zwischen  Figuren  soll  in  diesem  Abschnitte  die  Theorie  noch  einer 
fünften  Verwandtschaft  dargestellt  werden.  Zum  besseren  Verständ- 
niss  derselben  halte  ich  es  aber  für  dienlich ,  in  diesem  und  dem 
folgenden  Capitel  einige  Lehren  als  Vorbereitung  vorauszuschicken. 
Insbesondere  wird  bei  der  fünften  Verwandtschaft  eine  eigene  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse  eine  wichtige  Kolle  spielen.  Die 
Eigenschaften  dieser  Verhältnisse  und  der  mit  denselben  anzu- 
stellende Algorithmus  werden  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  Capitels 
ausmachen,  das,  wie  ich  noch  bemerke,  auch  als  eine  für  sich  be- 
stehende Abhandlung  betrachtet  werden  kann,    indem    der   in    den 
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übrigen  Theil  dieaer  Schrift  verwebte  barycentrische  Calcvl  hier  gmni 
ausgeschlossen  bleibt 

§.  181.  Unter  dem  Verhältnisse;,  nach  welchem  eine  durch 
ihre  Grenzpuncte  A  und  B  bestimmte  gerade  Linie  AB  in  irgend 
einem  dritten,  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ghrenipuncte  Uegenden 
Puncto  C  geschnitten  wird,  yerstehe  man  das  Verhältnis  iwischen 
dem  Theile  ACy  welcher  sich  von  dem  im  Ausdrucke  der  lanie 
xuerst  gesetzten  Puncto  oder  dem  Anfangspuncte  A  bis  zum  Schneide- 
puncto  C  erstreckt,  und  dem  Theile  CB  Tom  Schneidepuncte  C  bis 
zum  anderen  Grenzpuncto  oder  Endpuncte  B. 

Dieses  Verhältniss,  AC  :  CB,  kann  nach  der  yerschiedenen 
Lage  des  Schneidepunctes  gegen  die  beiden  Ghrenzpuncte  alle  mög- 
lichen Werthe  haben. 

Li^  C  zwischen  A  und  B,  ist  also 

ACB 

die  Aufeinanderfolge  der  Puncte,  so  ist  der  Werih  des  Verhältnisses 
AC  :  CB,  den  ich  =;  c  setzen  will,  positiv,  und  zwar  desto  kleiner 
oder  grösser,  je  näher  C  dem  A  oder  B  Uegt.  Ist  C  der  Mittel- 
punct  Yon  AB,  so  wird  c  =  1. 

Fällt  C  ausserhalb  A  und  B,  so  ist  c  negativ,  und  zwar,  wenn 
C  auf  die  Seite  von  A  fällt,  also  bei  der  Folge 

CAB, 

absolut  kleiner  als  1,  und  desto  kleiner,  je  näher  C  dem  A  Uegt.  — 
Kommt  C  ausserhalb  AB  auf  die  Seite  von  B  zu  liegen,   wird  also 

ABC 

die  Folge  der  Puncto,  so  wird  c  absolut  grösser  als  1,  und  desto 
grösser,  je  näher  C  dem  B  rückt. 

In  den  speciellen  Fällen  endlich,  wo  C  unendlich  entfernt  liegt, 
oder  mit  A,  oder  mit  B  zusammenfällt,  wird  c  =  —  1,  oder  0,  oder  oo. 

§.  182.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  {ratio  bissectionalis) 
ist  das  Verhältniss  zwischen  den  zwei  Verhältnissen,  nach  welchen 
eine  gerade  Linie,  in  Bezug  auf  ztoei  in  ihr  liegende  Puncte,  ah 
Orenzpuncte,  in  zwei  anderen  Puncten  geschnitten  tcird, 

Ist  also,  wie  vorhin,  A  der  Anfangspunet  der  Linie,  B  ihr  End- 

punet,    und   C  der  eine,  D   der  andere  Schneidepunet,    so  ist   das 

Verhältniss    zwischen  den  Verhältnissen   AC  :  CB   und  AD  :  DB, 

oder 

AC     AD^ 

CB  '  DB 
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das  Doppelschnittsverhältniss,  nach  welchem  AB  in  C  und  D  ge- 
schnitten wird. 

Man  setze  die  Verhältnisse  AC  :  CB  =  o,  AD  :  DB  =  d,  und 
das  Doppelschnittsverhältniss  c  :  d  =  ^,  Liegen  nun  C  und  D  zu- 
gleich zwischen  A  und  -B,  so  sind  (voriger  §.)  c  und  d  positiv,  und 
c<Cd  oder  c'^dj  nachdem  C  oder  D  der  dem  A  nähere  Punct  ist; 
folglich  ^  positiv  und  im  ersteren  Falle,  also  bei  der  Folge  ACDB, 
kleiner  als  1 ;  im  letzteren  Falle,  also  bei  der  Folge  A  D  CB,  grösser 
als  1. 

Verfährt  man  auf  ähnliche  Weise  auch  bei  den  übrigen  Lagen 
der  Puncte  C  und  D  gegen  A  und  J5,  so  ergiebt  sich,  dass  ^  über- 
haupt positiv  ist,  wenn  C  und  D  entweder  zugleich  innerhalb  oder 
zugleich  ausserhalb  A  und  B  liegen,   also  bei  den  acht  Folgen: 

ACDB,     CABD,    DCAB,    ABDC, 
ADBC,    DABO,     CDAB,    ABCD, 

und  zwar  bei  den  vier  ersteren  kleiner  als  1,  bei  den  vier  letzteren 
grösser  als  1. 

Dagegen  ist  J  negativ,  wenn  von  den  Puncten  C  und  D  der 
eine  innerhalb  und  der  andere  ausserhalb  A  und  B  fällt,  also  bei 
den  vier  Lagen: 

ACBD,     DACB,     ADBG,     CADB. 

Fallen  C  und  D  zusammen,  oder  liegen  beide  unendlich  ent- 
fernt, so  ist  ^/  =  1 ;  fällt  C  mit  A,  oder  D  mit  B  zusammen,  so  ist 
J  =  {S\  und  wenn  C  mit  B  oder  D  mit  A  zusammenfällt,  J  =  oo. 

Uebrigens  begreift  man  leicht,  dass,  wenn  von  den  vier  Puncten 
irgend  drei  gegeben  sind,  mit  dem  Werthe  des  Doppelschnittsver- 
hältnisses immer  auch  der  vierte  gefunden  werden  kann. 

§.  183.  Der  Kürze  willen  soll  von  jetzt  an  ein  zwischen  vier 
Puncten  sich  bildendes  Doppelschnittsverhältniss  dadurch  ausgedrückt 
werden,  dass  man  die  Buchstaben  für  den  Anfangspunct,  für  den 
Endpunct  und  für  den  ersten  und  zweiten  Schneidepunct  in  der 
genannten  Folge  neben  einander  stellt,  sie  durch  Commata  unter- 
scheidet und  hierauf  mit  Haken  einschliesst. 

Statt 

AC     AD 


wird  daher  inskünftige 
und  eben  so  statt 


CB     DB 

(A,  B,  C,  D), 

BA     BC 

AD  '  CD' 


2» 
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wo  B  und  D  die  Grenzpuncte,    A   und  C  die  Schneidepuncte  sind, 
(B,  D,  A,  C],  etc.  geschrieben  werden. 

Will  man  umgekehrt  das  DoppelschnittsTerhältuis*  (C,  A,  B,  D) 
auf  gewöhnliche  Weise  ausdrücken,  so  bilde  man  zuerst  aus  den 
zwei  ersten  Buchstaben,  C  und  A,  die  Form: 


und  ergänze  hierauf  das  erste  Glied  durch  den  dritten  Buchstaben  B, 
und  das  zweite  durch  den  vierten  D:   und  man  erhält: 

CB      CD 

BA     da' 


§.  184.  Da  sieh  vier  Buchstaben,  A,  B,  C,  D,  auf  24erlei 
Weise  unter  einander  versetzen  lassen,  so  entsteht  zunächst  die 
Frage,  ob  und  in  welchem  Zusammenhange  die  diesen  24  Permu- 
tutionen  entsprechenden  Doppelschnitts  Verhältnisse  unter  einander 
stehen,  vorausgesetzt,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Puncte 
A,  B,   C,  D  unverändert  bleibt. 

Offenbar  ist: 

AC     AD  _BD     Bp  _VA      CB  _  DB^      DA 
CB     DB~  DA'  CA  ~  AD     BD"  BC  *  AC 
und  daher: 

I)    {A,  B,  C  D)  =  {B,  A,  D,  C)  =  (C,  D.  A.  B)  =  (D,  C.  B.  A). 

Auf  dieselbe  Weise  sind  auch  von  den  20  übrigen  Doppel- 
schnittsverhältniBsen  je  vier  einander  gleich,  welche  eben  so,  wie 
die  vier  ersteren,  der  Reihe  nach  A,  B,  C,  D  zu  ihren  Anfangs- 
buchstaben haben.  Es  bleibt  uns  daher  nur  übrig,  die  Relationen 
zwischen  den  Doppelscbnittsverhältnissen  au&usuchen,  welche  mit 
einem  und  demselben  Buchstaben,  z.  B.  mit  A,  anfangen,  und  deren 
es  6  giebt. 


Nun  ist 
also 

II) 

und  eben  so 


MC 
\CB  ■ 


AD\  JAP     AC\  _ 


{,Ä,  B,  C,  D)  [Ä.  B,D,C)^1, 


(A,  C,D,B)  I.A,  C,B.D}=-t, 
iA,  D,  B.  C)  Ia,  D,C,Bl  =  l. 
Man  hat  femer,  AB  =  b,  AC  =  c,  AD  =  d  gesetzt,  die  iden- 
tische Gleichung: 

b{J  —  c]  +  e{b  —  d)  +  d{f  —  b)  =0, 
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und  mithin^   weil  A,  By  C,  D  in  einer  Geraden  liegen,   und  daher 
d  —  c  =  CDy  etc.  ist: 

AB  .CD  +  AC.DB  +  AD.  BC  =  0. 
{Vergl.  Note  zu  §.  166.) 

Man  dividire  diese  Gleichung  durch  AD  ,  CB,  so  kommt : 

AC.  DB       AB  .  CD  _ 
AD  .CB^  AD  .  CB~    ' 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

lAC     AD\        lAB^     AD\  _ 
\CB  '  DB)  ■*"  \BC  '  DC)~    ' 

ni)  {A,  B,  C,  D)  +  {A,  C,  B,  D)  =  1, 

und  eben  so 

(A,  C,  D,  B)  +  (A,  Dy  C,  B)  =  1, 
(A,D,B,C)+{AB,DyC)  =  l. 

Durch  die  Gleichungen  11)  und  HI)  sind  aber  die  Relationen 
zwischen  je  zweien  der  sechs  mit  A  anfangenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse bestimmt.     Setzt  man  nämlich: 

1)  (A,  B,  C,  D)  =  a, 
«0  wird  nach  11): 

2)  {A,B,D,C)  =  ^, 
und  hieraus  nach  DI): 

3)  {A,  D,  B,  C)  = '^ , 
und  hieraus  nach  11): 

4)  (A,D,C,B)  =  ^, 
und  hieraus  nach  III): 

5)  (A,  c,  n,  B)  =  y^, 

und  hieraus  nach  11): 

6)  (A,C,B,D)  =  l—a, 
welches  letztere  auch  aus  1)  nach  HI)  folgt. 

Mit  Hinzufügung  der  durch  I)  bestimmten  und  den  Werth  nicht 
ändernden  Versetzungen  kann  man  nun  auch  jedes  der  übrigen  nicht 
mit  A  anfangenden  Doppelschnittsverhältnisse  durch  a  ausdrücken 
und  somit  die  Relation  zwischen  irgend  zweien  derselben  angeben. 

Um  das  Auf&nden  der  Relation  zwischen  irgend-  zweien  der 
24  Doppelschnittsverhältnisse ;  welche  sich  aus  4  Puncten  in  einer 
Geraden  bilden  lassen,  möglichst  leicht  zu  machen,  setze  ich  folgende 
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Tafel  her,  wo  die  yier  Poncte  durch  die  Tier  Ziffern  1,  S,  8,  4  be-- 
zeichnet,  nnd  die  24  Permutationen  dieser  yier  Elemente,  in  axidh^ 
metucher  Ordnung  rieh  folgend,  in  Werthen  der  ersten, 


ausgedruckt  sind. 


(1,2,  3,  4)  =  -2-, 


(1, 

2, 

3, 

4) 

{1. 

2, 

4, 

3) 

(1, 

3. 

2, 

4) 

(1, 

3, 

4, 

2) 

(1, 

4, 

2, 

3) 

(1, 

4, 

3, 

2) 

(2, 

1, 

3, 

4) 

(2, 

1, 

4, 

3) 

(2, 

3, 

1, 

4) 

(2, 

3, 

4, 

1) 

(2, 

4, 

1, 

3) 

(2, 

4, 

3, 

1) 

b 
b 


a 
b  — 


b 
b 


a  —  b 
a  —  b 


b  —  a 
a  —  b 


b 
b 


a  —  b 

b 
a 

a 
b 

a  —  b 
a 

a 
a  —  b 

b  —  a 
b 

b 
b  —  a 


(3,  1,  2,  4)  =  jf- 
(3,  1,  4,  2)  =  ^ 
(3,  2, 1,4)  = 
(3,  2,  4, 1)  = 
(3,  4,  1,  2)  = 
(3,  4,  2,  1)  = 

(4,  1,  2,  3)  = 

(4,1,3,2)  = 
(4,  2,  1,  3)  = 

(4,  2,  3,  1)  = 
(4,  3,  1,  2)  = 


(4,  3,  2.  1)  = 


a  —  b 
a  —  b 


a 
b 


b  —  a 

b  —  a 


b 
b 


a 
a 


Soll  nun  z.  B.  aus  dem  Werthe  von  (B,  D,  C,  A)  der  Werth 
von  (A,  D,  B,  C)  gefunden  werden,  so  sehe  ich,  dass  der  Iste,  2te, 
3te,  4te  Buchstabe  der  letzteren  Complexion  der  4te,  2te,  Iste,  3te 
der  ersteren  ist,  und  dass  daher, 


a 


(B,D,C,A)  =  (\,2,Z,4)  =  f 


oder  a  gesetzt, 


{A,  A  J5,  C)  =  (4,  2,  1,  3)  =  ^— ^ 


oder 


1 


1—a 


wird. 
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Belationen  zwischen  Doppelschnittsverhältnissen 
bei  einem  Systeme  von  mehr  als  vier  Puncten  in  einer 

geraden  Linie. 

§.  185.  Lehrsatz.  Sind  A,  -B,  C,  Z>,  E  fünf  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte,  so  ist: 

I)      (A,  B,  C,  D)  (A,  B,  Z>,  E)  [A,  B,  E,  C)  =  1. 

Beweis.  Man  braucht  nur  diese  Doppelschnittsyerhältnisse  in 
die  gewöhnliche  Schreibart  zu  übersetzen: 

iAC     AD\  lAD     AE\  lAE     AC\  _ 
\CB  '  DBI\DB  '  EBl\EB  ''  Cß)  ~    ' 

um  sich  von  der  Richtigkeit  der  Formel  zu  überzeugen. 

Zusatz.     Weil 

(A,  B,  E,  C)  [A,  B,  C,  E)  =  1, 

(§.  184,11);  so  lässt  sich  statt  I)  auch  schreiben: 

n)     (A,  B,  C,  D)  (A,  B,  D,  E)  =  (A,  B,  C,  E), 
oder 

m)    (A,  B,  C,  E)  :  (A,  B,  C,  D)  =  (A,  B,  D,  E). 

§.  186.  Die  eben  aufgestellten  Formeln  lehren,  wie  man  aus 
zwei  Doppelschnittsverhältnissen,  welche  drei  Puncte  gemein  haben, 
und  in  welchen  daher  nur  fünf  verschiedene  Puncte  vorkommen, 
den  einen  jener  gemeinschaftlichen  Puncte  eliminiren,  d.  h.  das  aus 
den  vier  übrigen  Puncten  bestehende  Doppelschnittsverhältniss  finden 
kann.  Sind  daher  drei  Doppelschnittsverhältnisse,  von  denen  jedes 
mit  dem  anderen  dieselben  drei  Puncte  gemein  hat,  gegeben,  so 
wird  man  aus  ihnen  zwei  dieser  Puncte  eliminiren  können. 

In  der  That,  seien  die  drei  Doppelschnittsverhältnisse: 

(A,B,C,D)  =  d,     {A,B,C,E)  =  e,     {A,B,C,F)=f, 

welche  die  drei  Puncte  Aj  By  C  gemeinschaftlich  enthalten,  und 
von  denen  C  und  B  weggeschafft  werden  sollen.  —  Zuerst  kommt 
nach  Elimination  von  C: 

{A,B,D,E)=^,     {A,B,E,F)  =  ^, 

zwei  Doppelschnittsverhältnisse  mit  den  gemeinschaftlichen  Puncten 
Ay  By  E,  Um  aus  ihnen  B  eliminiren  zu  können,  so  hat  man 
nach  §.  184: 

{A,  E,  B,  D)  =  ^.    {A,  E,  B,  F)  =  1=/, 

e  e 

Mob  ins  Werke  I.  15 
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und  hieniUK 

{A,  E.  />,  Fi  =  '^^ 

Sind  endlich  vier  DoppeUchnitUTeHültnissc  mit  denselben  i 
gemeinschaftlichen  Puncten  A.  B.  C  gegeben: 

{A,  B.  C,  D)  =  d.  (A.  B.  C,  E)  =  e.  {A,  B.  C,  F)  =/, 
{A,B.  C.  G)=g. 
90  kann  man  daraus  diese  drei  Puncte  sänuntlich  eliuiiniren.  und 
somit  das  Doppelschnittsrethältuiss  zwischen  den  Wer  übrigen  Puncten 
I),  £,  F,  G  finden.  Denn  so  wie  aus  den  drei  ersten  Doppel- 
schnittsTerhältnissen : 

zf 

-d 


[A.  E,D,F)  = 


folgt,    eben  so  ergiebt  sich   durch  Yerbindui^  des   ersten,    zireiten 
und  vierten: 

{A,E,D,  G)  =  ^-^, 


and  hieraus 


{D,E.  A,  F)  =  J-^^,    (/>.  E,  A,  G)  = 


nithin 

{ö,  E,  F  G)  = 


§.  187,  Lehrsatz.  Wenn  bei  einem  SyHente  eon  n  Punetefi 
in  einer  geraden  Linie,  von  den  dadurch  sich  bildefiden  Doppehchnitts- 
cerhältttitsen  irgend  n  —  3  van  einander  unabhängige  gegeben  mnd,  so 
lassen  sich  daraus  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Heissen  die  n  Puncte  des  Systems:  A,  B,  C,  D,  ... 
Man  setze  die  Doppelschnittsverhältnisse,  in  deren  jedem  die  3  Puncte 
A,  B,  C  zugleich  vorkommen,  und  deren  Anzahl  folglich  =  n  —  3  ist: 

(A,  B,  C,  D)  =  d,  (A,  B,C,E)  =  e,  {A,  B,  C,  F)  =/,  etc. 
Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  hieraus  durch  euccessive 
Elimination  von  A,  B  und  C  alle  übrigen  zwischen  den  Puncten 
des  Systems  entstehenden  Doppelschnitteverhältnisse ,  also  auch  die 
n  —  3  gegebenen  und  das  (n  —  2)te  gesuchte  in  Werthen  der  n — 3 
Grössen  d,  e,  f,  ...  ausdrücken,  und  folglich,  wenn  man  aus  diesen 
n  —  2  Gleichungen  die  Grössen  d,  e,  f,  ...  eliminirt,  das  [n  —  2)te 
als  Function  der  n  —  3  gegebenen  Doppelschnittsverhältnisse  dar- 
stellen. 
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DoppelschnittsYerhältnisse  bei  einem  Systeme  gerader 

Linien  in  einer  Ebene. 

§.  188.     Lehrsatz.    Wenn  drei  gerade  Linien  in  einer  Ebene, 
BP,  MC,   NQ  (Fig.  42)    sich    in    einem    und   demselben  Puncte  E 


Fig.  42. 

schneiden,  und  von  ihnen  zwei  andere  Gerade,  deren  Durchschnitt 
A  ist,  resp.  in  den  Puncten  B,  3f,  N  und  P,  C,  Q  getroffen  werden, 
so  ist: 

[Ä,  B,M,N)  =  [Ä,  P,  C,  Q). 

Beweis.     Es  verhält  sich: 

AM  :  BM=  ACM  :  BCM=  AME  :  BME, 
mithin 

=  ACE  :  BCE, 

weil 

ACM+AME  =  ACE, 
«tc. ;  femer 

AC  :  PC=  ACE  :  PCE, 
folglich 

AM    AC       PCE       PE 

und  eben  so 


folglich 


BM    PC 

BCE       BE' 

AN 

AQ 

PE 

BN 

PQ 

BE' 

AM     AN 

AC     AQ 

• 

MB     NB        CP     QP' 

1)  (A,  B,  M,  N)  =  (A,  P,  C,  Q). 


15» 
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§.  189.    Zusati.    Man  lege  durch  B  noch  eine  Tierte  Gerade 

BSf   welche  die  AB  und  AC  lesp.  in  B  und  S  schneide,  eo  iat 

auf  gleiche  Art: 

(A,B,M,B)  =  {A,P,0,S). 

Da  nun  die  Gleichheit  zweier  DeppelachnittsYerhältniate,  wie 
ans  §.184  erhellet,  dch  nicht  ändert,  wenn  man  in  beiden  die  iwr 
Bachstaben  anf  einerlei  Weise  yersetit,  so  kann  man  auch  schreiben: 

(B,Jf,JV;^)  =  (P,C,  Q,^), 
(5,  M,A,B)  =  (P,  C,  A,  S). 

Moltiplicirt  man  diese  zwei  Gleichungen  in  einander,  so  kommt 

(§.185,11): 

2)  (5,  Jf,  JV;  B)  =  (P,  C,  Q,  5), 

welches  folgenden  noch  allgemeineren  Sats  giebt: 

Wenn  man  wm  zwei  geraden  lAnien  m  einer  Biene  die  Jhmeie 
der  einen  den  Puncten  der  anderen  eolchergeetalt  entsprechen  läeei^ 
dass  die  Geraden,  'welche  je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verimden, 
sich  m  einem  gefneinscha^ilichen  Puncte  schneiden^  so  ist  Jedes  Doppei' 
schnittsverhältmss  der  einen  Linie  dem  von  den  entsprechenden  IHmcten 
in  der  anderen  lAnie  gebildeten  Doppelschnittsverhälinisse  gleich;  oder: 

Von  vier  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  und  in  einer  Bbene 
liegenden  Geraden  wird  jede  andere  Gerade  der  Bbene  natA  einem  und 
demselben  DoppelschnUtsverhäUnisse  geschnitten. 

§.  190.  Wenn  in  der  bisher  angewendeten  Beseichnnngsart 
eines  Doppelschnittsverhältnisses  durch  Nebeneinanderstellung  der 
die  vier  Puncte  ausdrückenden  Buchstaben,  statt  zweier  derselben 
die  Ausdrücke  von  Linien  gesetzt  sind,  so  sollen  unter  diesen  Linien 
die  Puncte  verstanden  werden,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei 
anderen  Puncte  des  Doppelschnittsverhältnisses  von  diesen  Linien 
geschnitten  wird. 

So  wird  also  der  Ausdruck  (A^  B,  CE,  DE)  das  Doppelschnitts- 
verhältniss  vorstellen,  dessen  vier  Puncte  die  Puncte  A  und  B  und 
die  Durchschnitte  von  AB  mit  CE  und  DE  sind.  Auf  gleiche  Art 
werden  in  dem  Ausdrucke  {A,  BE,  C,  DE)  durch  BE  und  DB 
die  Puncte  angedeutet,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei  einzeln 
gesetzten  Puncte  A  und  C  von  den  Geraden  BE  und  DE  ge- 
schnitten wird. 

Vergleicht  man  damit  die  42.  Figur,  wo  D  ein  in  der  Geraden 
NQ  willkürlich  genommener  Punct  ist,  so  erhellet,  dass  ersterer 
Ausdruck  einerlei  mit  (-4,  5,  M,  JV),  und  letzterer  einerlei  mit 
{A,  Pj  Cf  Q)  ist,  dass  man  folglich  statt  1)  setzen  kann: 
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{A,  B,  CE,  DE)  =  (A,  BE,  (7,  DE), 

eine  Formel,  welche  immer  gelten  muss,  wie  auch  die  fünf  Puncte 
Aj  .,,,  E  ia  der  Ebene  liegen  mögen.  Denn  man  sieht  leicht,  dass 
diese  fünf  Puncte  in  der  Figur  von  einander  ganz  unabhängig  sind. 
Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass,  wenn  A,  ...,  E  beliebige  fünf 
Puncte  einer  Ebene  bezeichnen,  alle  sechs  Doppelschnittsrerhältnisse, 
welche  entstehen,  wenn  man  in  der  Form  {A,  By  Cj  D)  zu.  irgend 
zweien  der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  den  fünften  E  hin- 
zufügt* 

(A,  B,  CE,  DE),     (A,  BE,  C,  DE),     (A,  BE,  CE,  Z>), 
[AE,  B,  C,  DE),     [AE,  B,  CE,  D),     {AE,  BE,  C,  D) 

einander  gleich  sein  müssen.  Denn  es  sind  die  Doppelschnittsver- 
hältnisse, in  denen  der  Reihe  nach  von  den  sechs  Geraden  AB, 
AC,  AD,  BCy  BD,  CD,  jede  derselben  von  den  vier  sich  in  E 
treffenden  Geraden  AE,  BE,  CE,  DE  geschnitten  wird. 

§.  191.  Seien  wiederum  A,  B,  C,  D,  E  fünf  beliebige  Puncte 
in  einer  Ebene,  und  heissen  die  Puncte,  in  welchen  die  Gerade  AB 
von  den  Geraden  DE,  EC,  CD  geschnitten  wird,  resp.  C",  D',  E' : 
so  sind  A,  B,  C,  U,  E'  fünf  in  einer  Geraden  liegende  Puncte, 
und  man  hat  nach  §.  185: 

(A,  B,  C,  U)  [A,  B,  n,  K)  =  [A,  B,  C,  E'), 

oder,  mit  Anwendung  der  im  vorigen  §.  erörterten  Bezeichnungsart: 

{A,  B,  DE,  CE)  [A,  B,  CE,  CD)  =  (A,  B,  DE,  CD), 

Von  diesen  drei  Doppelschnittsverhältnissen  ist  in  dem  ersten  E, 
in  dem  zweiten  C  und  in  dem  dritten  D  der  hinzugefügte  Buch- 
stabe. Da  nun  vermöge  des  zuletzt  Erwiesenen  der  Werth  eines 
solchergestalt  aiusgedrückten  Doppelschnittsverhältnisses  bei  jeder  Orts- 
veränderung des  hinzugefügten  Buchstaben  immer  derselbe  bleibt, 
so  wird  auch  sein: 

(AE,  B,  DE,  C)  [A,  BC,  E,  CD)  =  [A,  B,  DE,  CD), 

eine  Relation,  die  sich  noch  einfacher  auf  folgende  Weise  dar- 
stellen lässt. 

Man  verbinde  die  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D,  E  in  der  genannten 
Ordnung  jeden  mit  dem  nächstfolgenden  und  den  letzten  mit  dem 
ersten  durch  gerade  Linien,  so  erhält  man  ein  System  von  fünf  von 
einander  unabhängigen  Geraden  in  einer  Ebene: 

CD,  DE,  EA,  AB,  BC, 

welche  man  mit 

a,        b,        c,       d,        e 
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benenne.  Alsdann  Gind  die  vier  Puncte  des  Doppelschnittsrerhält- 
nisecB  \AE,  B,  DE,  C)  diejenigen,  in  welchen  die  Gemde  BC  der 
Reihe  nach  von  den  Geraden  AB,  AB.  DE,  CD,  d-  i.  e  von  c.  d,  b,  a 
geschnitten  wird.  Werde  daher  dic»es  DoppeUchnittsverhsltniss  kotz 
durch 

'(o,  d,  6,  „) 

vorgestellt,  »o  dass  ausserhalb  dei  Haken  links  oben  die  Lioie  e  ge- 
ftetzt  wird,  in  welcher  die  das  Doppclsctmittsverhältniss  bildenden 
vier  Puncte  enthalten  sind,  statt  der  vier  Functe  selbst  aber  vier 
Linien  c,  d,  b,  a  stehen,  welche  die  Linie  e  in  diesen  Pnncten 
schneiden. 

Auf  die  nämhchc  Art  ist  [A.  BC.  E,  CD)  das  Doppelachnitts- 
verbältniBB.  nach  welchem  AE  von  AB,  BC.  DE  und  CD,  d.  i. 
e  von  d,  e,  b  und  a  geschnitten  wird,  und  kann  daher  passend  durch 
^{ä,  e.  b,  a)  ausgedrückt  werden,  so  wie  endlich  {A.  B,  DE,  CD) 
durch  ''(c,  e,  b,  a). 

Substituirt  man  nun  diese  Bezeichnungsarten  in  der  obigen 
Gleichung,  so  kommt: 

'[c,  d,  b,  a) .  f(rf,  e,  h,  «)  =''(c,  e,  b,  a), 
eine  Formel,  welche  lehrt,  wie  man  bei  einem  Systeme  von  fiinf 
Geraden  (o,  b.  c,  d,  e)  in  einer  Ebene  aus  den  zwei  Doppelschnitts- 
verhältnissen ,  nach  welchen  beliebige  zwei  dieser  Linien  [e  und  c) 
von  den  jedesmal  vier  übrigen  Linien  [c,  d,  b.  a  und  d,  e,  b,  a)  ge- 
schnitten werden,  daa  Doppels cbnitt^rcrhältniss  finden  kann,  nach 
welchem  jede  der  anderen  drei  Linien  (z.  B.  d)  von  den  vier  übrigen 
(c,  e,  h,  a)  geschnitten  wird. 

Es  bedarf  keiner  Erörterung ,  dass  auch  bei  diesen  Formen  der 
Doppekchnittsrerhältnisse  die  obige  Lehre  von  der  Versetzung  der 
vier  Elemente  vollkommen  anwendbar  ist.  Man  kann  daher  auch. 
schreiben  [§.  184,1): 

*(o,  b,  d,  c)  .^a,  b,  e,  d)  =  ^{a,  b,  e,  c); 
und,  wenn  man  statt  dieser  Doppelschnittsverhältnisee  die  reciproken 
setzt  (ebenda  11): 

"(a,  b,  c,  d)  .  '{a,  b,  d,  e)  =  %,  h,  c,  e) 
oder 

^a,  b,  d,  e)  .  <*((.,  b,  c,  e)  .  »{a,  b,  c,  d)  =  1, 

Formeln,  welche  sich  ihrem  Aeusseren  nach  von  den  Formeln  in 
§.  185  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  statt  der  dortigen  grossen 
Buchstaben,  hier  die  entsprechenden  kleinen  stehen,  und  der  in  jeder 
Complexion  von  den  fünfen  a,  b,  c,  d,  e  jedesmal  fehlende  Buch- 
stabe links  oben  beigefügt  ist. 
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Um  den  Satz,  dass  durch  die  Doppelschnittsverhältiiisse  in  irgend 
zweien  der  fünf  Geraden  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  jeder  der 
drei  übrigen  gefunden  werden  können,  noch  durch  ein  Beispiel  zu 
erläutern,  so  seien  gegeben: 

«(*,  c,  rf,  e)  =j»,     ^(a,  c,  d,  e)  =  q, 

und  gesucht  werde 

^((f,  i,  c,  a)  =  X. 

Nach  dem  Vorigen  hat  man: 

*(c,  rf,  *,  e)  .  ^(Cj  d,  e,  a)  =  ^(c,  rf,  b,  a). 
Sodann  ist  (§.  184): 

a{c,d,b,e)=^^,     6(c,  rf,  ^,  a)  = -i-j-, 


^(c,  d,  4,  a)  = 


1—x' 


und  daher 


folglich 


J9       '  y —  1         1  — x^ 


p  —  q 


{p-\)q 


§.  192.  Lehrsatz.  Wenn  bei  einem  Systeme  n  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  von  den  DoppehchnitUterhaltnissen  ^  tvelche  in  diesen 
Linien  von  den  gegenseitigen  Durchschnitten  derselben  gebildet  werden, 
irgend  2n  —  8  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so  lassen  sich 
daraus  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Heissen  die  n  Linien  des  Systems:  a,  b,  c,  d,  ...,  und 
seien  anfänglich  alle  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  bekannt,  welche 
in  a  und  b  von  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  dieser  Linien  und 
den  Durchschnitten  mit  jeder  der  übrigen  gebildet  werden.  Nach 
dem  vorhergehenden  §.  lassen  sich  hieraus  alle  Doppelschnittsver- 
hältnisse ableiten,  welche  in  einer  dritten  Linie  des  Systems,  z.  B. 
in  Cj  zwischen  den  Durchschnitten  dieser  Linie  mit  a  und  b  und 
einer  vierten  und  einer  fünften,  also  überhaupt  mit  zweien  anderen, 
des  Systems  stattfinden;  und  hieraius  nach  §.  186  alle  übrigen  Doppel- 
schnittsverhältnisse in  Cj  und  auf  gleiche  Weise  die  Doppelschnitts- 
verhältnisse in  jeder  der  übrigen  Linien. 

Da  nun  bei  einem  Systeme  von  n  Linien  in  jede  derselben  n  —  1 
Durchschnittspuncte  fallen,  und  mithin  nach  §.  187  alle  Doppel- 
schnittsverhältnisse einer  solchen  Linie  durch  beliebige  (n — 1)  —  3 
von    einander    unabhängige    gegeben    sind,    so    lassen    sich    alle   in 
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unserem  Systeme  vorkommenden  DoppelschnittsTerhältnisse,  also  auch 
die  2n  —  8  gegebenen  und  ein  (2n  —  Tjtes  gesuchtes,  als  Functionen 
von  n  —  4  in  a ,  und  n  —  4  in  b  begriffenen ,  von  einander  unab- 
hängigen Doppelschnittsverhältnissen  ausdrücken;  woraus  sich  dann, 
nach  Elimination  dieser  letzteren  2(/i  —  4),  die  gesuchte  Gleichung 
zwischen  den  ersteren  2«  —  7  ergiebt. 

Zusatz.  Mit  diesem  Beweise  ist  zugleich  der  dem  §.  156  ana- 
loge Satz  dargethan: 

Bei  einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  sind  mit  den 
Doppelschnittsverhältnissen  ztceier  dieser  lAniin  die  DappelschnittsveT" 
hältnisse  aller  übrigen  Linien  gegeben. 


Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  von  Ebenen. 

§.  193.  Man  denke  sich  ein  System  von  n  Ebenen,  welche 
of>  ßi  y»  ^1  •••  heissen.  Jede  dieser  Ebenen,  wie  a,  wird  von  den 
n  —  1  übrigen  Ebenen  /^,  y,  d,  ...  in  » — 1  Geraden  aß,  ay,  ad,  ... 
geschnitten,  wenn  wir  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen  durch  Zu- 
sammenstellung der  für  sie  gewählten  Buchstaben  bezeichnen.  Jede 
dieser  Geraden  aber,  vde  aß,  enthält  ein  System  von  «  —  2  Puncten, 
indem  sie  von  den  übrigen  n  —  2  Ebenen  y,  d,  . . .  in  eben  so  viel 
Puncten  geschnitten  wird,  die  man  ähnlicherweise  durch  a/^y,  cißd^  ... 
ausdrücken  kann.  Auch  lassen  sich  diese  n  —  2  Puncto  einer  Ge- 
raden aß  noch  ansehen  als  die  Durchschnitte  von  aß  mit  den  übrigen 
71  —  2  Geraden  ßy,  ßd,  ...  der  anderen  ß  der  zwei  Ebenen,  von 
welchen  ctß  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  ist. 

Je  vier  solcher  w  —  2 ,  in  einer  Geraden  liegenden ,  Puncte ,  in 
einer  ge>\4ssen  Folge  genommen,  bestimmen  nun  den  Wertli  eines 
Doppelschnittsverliältnisses,  weswegen  ;/  nicht  kleiner  als  6  sein  darf, 
wenn  von  Doppelschnittsverliältnissen  bei  einem  Systeme  von  Ebenen 
die  Rede  sein  soll.  Die  gegenseitigen  Beziehungen  aber,  die  zwischen 
allen  solchergestalt  sich  bildenden  Doppelschnittsverhältnissen  statt- 
finden, lassen  sich  ohne  neue  Hülfsmittel  schon  aus  den,  bei  einem 
Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  gefundenen,  Relationen  her- 
leiten, und  wir  können  sogleich  folgenden  allgemeinen  Satz  darthun. 

§.  194.  Lehrsatz.  Wefin  bei  einem  Systeme  von  n  Ebenen  von 
den  Doppelschmttsverhültnissen,  welche  in  den  Durchschnitten  Je  zxceier 
Ebenen  zxcischen  den  Durchschfiittspuncten  derselben  mit  den  übrigen 
Ebenen  stattfinden,  irgend  3w — 15  row  einander  unabhängige  gegeben 
sind,  so  lassen  sich  hieraus  alle  übrigen  Jinden. 
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Beweis.  Heissen  die  n  Ebenen  wiederum:  a,  /?,  y,  rf,  ...  Man 
fasse  zuerst  die  drei  Ebenen  a,  /?,  y  ins  Auge.  Ihre  gegenseitigen 
Durchschnitte  sind  die  drei  Geraden  aßy  ay,  ßy  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  aßy.  Nun  lassen  sich  nach  §.  192  aus  den 
Doppelschnittsverhältnissen  in  aß  und  ay^  als  in  zweien  Linien  der 
Ebene  a,  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  allen  übrigen  w  —  3  Linien 
dieser  Ebene,  also  auch  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  ad  finden^ 
und  eben  so  aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  in  aß  und  ßy  die 
Doppelschnitt^verhältnisse  in  der,  gleichfalls  der  Ebene  ß  zuge- 
hörigen, Linie  ßö  ableiten.  Aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  in 
ad  und  ßd,  als  in  zweien  Linien  der  Ebene  d,  ergeben  sich  femer 
die  Doppelschnittsverhältnisse  der  Linie  de  in  derselben  Ebene;  und 
auf  die  nämliche  Art  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  jeder  anderen 
Linie,  welche  in  keiner  der  drei  Ebenen  a,  ßj  y  Hegt.  Jedes  in  dem 
Systeme  vorkommende  Doppclschnittsverhältniss  muss  sich  folglich 
als  eine  Function  der  in  den  drei  Linien  aß,  ay ^  ßy  begriffenen 
Doppelschnittsverhältnisse  darstellen  lassen.  Offenbar  aber  sind  die 
Doppelschnittsverhältnisse  in  jeder  dieser  drei  Linien  von  denen  in 
den  jedesmal  zwei  anderen  ganz  unabhängig;  es  enthält  ferner  eine 
jede  dieser  Linien  n  —  2  Puncte  und  folglich  (§.  187)  n  —  5  von  ein- 
ander unabhängige  Doppelschnittsverhältnisse,  mithin  alle  drei  Linien 
3w  —  15  solcher  Verhältnisse,  wovon  jedes  andere  Doppclschnitts- 
verhältniss des  Systems  abhängig  sein  muss.  Sind  aber  diese  Be- 
ziehungen in  Gleichungen  gebracht,  so  werden,  eben  so  wie  in  §.  1 87 
und  192,  auch  aus  irgend  3/i — 15  anderen  von  einander  unab- 
hängigen Doppelschnittsverhältnissen  des  Systems  die  übrigen  ge- 
funden werden  können. 

Zusatz.  Weil  jede  Linie  des  Systems  /*  —  5,  und  folglich  irgend 
drei  derselben,  mögen  sie  sich,  wie  vorhin  aß,  ay,  ßy  in  einem 
Puncte,  oder  auch  gar  nicht  schneiden,  3» — 15  von  einander  un- 
abhängige Doppelschnittsverhältnisse  in  sich  fassen,  so  folgern  wir 
noch  analog  mit  §.  159: 

Bei  einem  Systeme  von  Ebenen  können  aus  den  Doppehchnittsver- 
hältnissen  irgend  dreier,  nicht  in  derselben  Ebene  enthaltener,  Durch- 
schnitislinien  der  Eberien  die  Doppelschnittsverhältnisse  aller  übrigen 
Durchschiittsliiiien  gefunden  werdefi, 

§.  195.  Man  sieht  aus  dem  vorigen  §.,  wie  mittelst  der  für  ein 
System  gerader  Linien  in  einer  Ebene  in  §.  191  aufgestellten  Formel 
alle,  auch  bei  einem  Systeme  von  Ebenen  vorkommenden,  Be- 
ziehungen zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  ausfindig  gemacht 
werden  können.     Es  lässt  sich  aber  zu  dieser  Absicht  der  gedachten 
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Formel  eine  noch  schicklichere,  die  Uebersicht  der  Rechnung  mehr 
erleichternde,  Gestalt  geben. 

Seien  «,  ß,  y,  d,  t,  C  beliebige  sechs  Ebenen.  Die  Durchschnitte 
der  Ebene  C  mit  den  fünf  übrigen  werden,  wie  vorhin,  durch  «t, 
fi^,  y^,  ä^,  et  bezeichnet.  Da  diese  fünf  Durchschnitte  eben  so 
viel  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind,  so  ist  [§.  191),  wenn  man 
de  der  Kürze  willen  resp.  a,  b,  c,  d,  e  nennt: 

'{a,  h,  c,  rf)  .  ''(a,  b,  d,  e)  ^  ^(a,  6,  c,  e). 

Nun  bereift  das  erste  dieser  drei  DoppelschnittErerhältniase, 
*(a,  b,  c,  d),  die  vier  Puncte  der  Geraden  e  oder  eZ,  in  welchen  die- 
selbe von  den  vier  Geraden  a,  b,  r,  d  oder  aC,  ß^.  yt,,  it,,  und  mit- 
hin auch  von  den  vier,  diese  Geraden  enthaltenden.  Ebenen  n,  ß,  y,  i 
geschnitten  wird.  Es  lägst  sich  hiemach  jenes  Doppelsclinittsver- 
hältniss  dem  Vorigen  analog  durch 

't(o,  ^.  ■/.  i) 
ausdrücken.     Eben  so  besteht  ^{u.  b.  d,  e)   aus  den  vier  Puncten,   in 
welchen  die  Gerade  yX.  von  den  Ebenen  a,  ß,  ö,  e  geschnitten  wird, 
und  werde  daher  ausgedrückt  durch  ^»  (a,  (i,  S,  t),  so  wie  ^(a,  i,  c,  e) 
durch  "^(u,  ß,  y,  t). 

Substituiien  wir  diese  Ausdrücke  in  der  obigen  Formel,  so 
wird  sie; 

eine  Formel,  die  mit  der  in  §.  191  ihrem  Wesen  nach  ganz  identisch 
ist,  und  rücksichtlich  ihres  Aeusseren  sieh  nur  dadurch  von  jener 
unterscheidet,  dass  dem  jedesmal  links  oben  stehenden  BucliBtabeii 
ein  neuer,  t,  beigefügt  ist. 

§.  196.  Zusätee.  a)  So  wie  von  vier  in  einer  Ebene  ent- 
haltenen und  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  Geraden  jede  an- 
dere Gerade  der  Ebene  nach  demselben  Doppels chnittsverhältnisse 
geschnitten  wurde  (§.  189),  so  gilt  auch  von  vier  Ebenen  im  Räume 
der  Satz: 

Fter  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden, 
theilen  jede  andere  Gerade  nach  einem  und  demselben  Doppehchnitta'- 
Verhältnisse. 

Denn  heissen  die  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  i,  und  ihre  gemeinschaft- 
liche Durchschnittslinie  e.    Werden   femer  von  diesen  Ebenen  zwei 
beliebig  gezogene  Gerade  /  und/',   die  eine  /  in  A,  B,  C,  D,   die 
andere  /'  in  J!,  B',  C",  D'  resp.  geschnitten.     Dass  nun  dabei 
iA,  B,  C,  D)  =  [A',  S,  C,  !>), 
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fliegst  in  dem  Falle,  wo  /  und  /'  in  einer  Ebene  liegen,  unmittelbar 
aus  §.  189,  weil  alsdann  die  vier  Geraden  AA\  BF,  CC\  DD'  sich 
in  einem  Puncte,  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  ^^ 
schneiden. 

Sind  abery  undy'  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  lege  man 
durch  jede  derselben  eine  Ebene  nach  Belieben.  Der  Durchschnitt 
dieser  zwei  Ebenen,  welcher/"  heisse,  werde  von  den  Ebenen  a,  /?, 
y,  6  in  den  Puncten  Ä\  B\  C*\  2>"  geschnitten,  so  ist  vermöge  des 
vorigen  Falls,  weil  /"  mit  /  in  einer  Ebene  liegt : 

(^",  £",...)  =  (^,5,...), 

und  weil/"  mit/'  in  einer  Ebene  ist: 

{A",B',...)  =  (A%B,...); 
also  wiederum: 

[A,B,  ...)  =  (^',5',  ...). 

b)  Sind  in  dem  Ausdrucke  eines  Doppelschnittsverhältnisses  statt 
zweier  der  vier  Puncte  zwei  Ebenen  gesetzt,  und  versteht  man  unter 
diesen  Ebenen  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebenen  von  der  Geraden, 
welche  die  zwei  übrigen  Puncte  im  Ausdrucke  verbindet,  geschnitten 
werden,  so  lässt  sich  mittelst  des  eben  erwiesenen  Satzes,  ähnlicher- 
weise, wie  in  §.  190,  darthun,  dass,  wenn  -4,  ...,  1^  beliebige  sechs 
Puncte  im  Räume  sind,  und  man  in  der  Form  (Ay  Bj  C,  D)  zu  zweien 
der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  das  Buchstabenpaar  EF  hin- 
zufugt, sämmtliche  sechs  auf  diese  Art  entstehenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse : 

[A,  B,  CEF,  DSF),     [A,  BEF,  C,  DEF), 

[A,  BEF,  CEF,  Z>), 

etc.  gleiche  Werthe  haben.  —  Denn  es  sind  die  Doppelschnittsver- 
hältnisse, in  denen  der  Reihe  nach  die  sechs  Geraden  AB,  AC, 
AD,  ...  von  den  vier  Ebenen  AEF,  BEF,  CEF,  DEF,  welche 
sich  gemeinschaftlich  in  EF  schneiden,  getheilt  werden. 

§.197.  Es  soll  nun  noch  die  Anwendung  der  in  §.  195  ge- 
gebenen Formel  auf  die  Lösung  der  Aufgaben,  welche  zufolge  des 
Lehrsatzes  §.  194  gebildet  werden  können,  in  einem  einfachen  Bei- 
spiele gezeigt  werden. 

Aufgabe.  Bei  sechs  Ebenen  et,  ß,  y,  6,  e,  ^  wird  der  Durch- 
schnitt je  zweier  von  den  vier  übrigen  in  vier  Puncten  geschnitten, 
und  somit  in  dem  Durchschnitte  je  zweier  Ebenen  ein  Doppelschnitts- 
verhältniss  gebildet.  Seien  nun  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  den 
Durchschnitten  ßy,  ya,  aß: 
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g^ebeo;  das  DoppebchmttsTerliältmsB  in  dem  Durchschnitte  iZ, 

ZQ  finden. 

Auflösung.  Jede  der  sechs  Ebenen  enthält  fünf  Durchschnitt«, 
also  ein  System  von  fünf  Geraden,  wobei  man  nach  §.  191  aua  den 
Doppelschntttäveihältnisscn  zweier  derselben  das  Doppelschnittsver- 
hältniss  jeder  der  drei  übrigen  linden  kann. 

Man  suche  daher  in  der  Ebene  /  aus  den  gegebenen  Doppef- 
ach nittsrerhältnisscn  der  Geraden  uy  und  i^y,  das  der  Geraden  yt; 
und  eben  so  in  der  Ebene  ß  aus  den  Doppclschnitts Verhältnissen  der 
aß  und  ßy,  das  der  ßt.  Hiermit  kennt  man  zwei  Doppelschilitta^ 
Tcrbältnisse  in  der  Ebene  f,  die  der  Geraden  yt  und  ßt.  woraus 
man  auf  gleiche  Weise  das  gesuchte  Doppelschnittsverhältniss  der 
in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden  it  finden  kann. 

Die  Ausführung  selbst  ist  folgende.     Man  hat  nach  §.  195: 

1)  l*y{i,  C,  a,  e)  .  "Yii,  t.  e.  ß)  =  >■'(*,  t,  a,  ß), 

2)  ßr{d,  :,  a.  i)  .  "ßi».  l,  e.  y)  =  ß'{S.  l.  a,  y), 

3)  ?•*(«,  ä,  ß,  t)  .  ß*{a,  i,  t,  y)  =  *f  («,  J,  ß.  y). 
Setzt  man  daher  noch 


y'{S,  L,  a,  ß)  =  m.     ß*(S,  r,  «,  y)  = 
00  erhält  man  nach  §.  184: 

l^y[i,-;.a.c)==\—p.    r'(a.d,ß.L)  = 

«ß{S,t,,,y)  =  ^^,    K(a.d.ß,y)  =  - 

Hierdurch  werden  die  Gleichungen  1),  2),  3): 

1 — p 1  — p 1 — m 

1  —  y  '    1  —  r         '     i  —  n 

und  hieraus  folgt  nach  Elimination  von  m  und  n: 

1— y     i  —  r 


I 
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Sechstes  Capitel. 

Die  geometrischen  Netze. 


I.    Das  Ketz  in  einer  Ebene. 

§.  198.  Seien  A,  B,  C,  D  (Fig.  43)  vier  beliebige  Puncte  in 
einer  Ebene,  von  denen  jedocb  keine  drei  in  einer  Geraden  li^ea. 
A,  B,  C  zu  den  drei  Fundamentalpuncten  der  Ebene  genommen,  sei 

D  =  aA-irhB-\-cC, 
oder  syrametriscber,  w.nn  man 

Betzt  (§.  24,  c) : 


Man  verbinde  die  vier  Puncte  zu  zweien  durcb  Gerade,  und 
nenne  A  den  Durchaclinitt  der  Geraden  BC  und  AD,  S  den 
Durchschnitt  der  CA  und  57),  C  den  Dutchscbnitt  der  AB  und 
CD,  oder,  —  wie  wir  dies  der  Kürze  willen  inskünftige  schreiben 
wollen,  —  sei 

BCAD^Ä,     CABD  =  ff,    ABCD=C'. 
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Alsdann  ist  (§.24.^): 

fbB+cC  =—aA  —  dD  =  a'A\ 
cC  +aA  =  —bB  —  dD  =  b'R. 
aA  +  bB  =  —  cC  —  dD  =  cC\ 

wo 

a'=Ä  +  r,     6'=r  +  a,     c  =  a  +  b. 

Man  ziehe  noch  die  Geraden  B'C\  CA',  A'B',  und  setze: 

B'C    AD  =  A'',     C'A'BD  =  B\    AB   CD=C\ 

Die  Ausdrücke  für  diese  neuen  Durchschnittspuncte  ergeben  sich 
durch  paan^'eise  Addition  der  Gleichungen  II).  und  mit  der  Berück- 
sichtigung, dass 

aA  +  bB-\-cC=—dD, 
Es  wird  nämlich: 

[2aA  +  bB'\-cC  =  aA  —  dD  =  Ä'^+  c'C'=  (a  —  d)  A" 

III)    \aA  +  2bB  +  cC=bB  —  dD  =  cC'+aA'=(b  —  d)Br 

\aA  +  bB  +  2cC=cC  —  dD  =  a'A'+b'B'={c  —  d)C''. 

Sei  endlich 

BC'B'C'=F,     CA'C'A'=G,     AB   A'B'=n, 

so  kommt,  wenn  man  die  Gleichungen  11)  paarweise  von  einander 
subtrahirt : 

ibB  —  cC  =c'C'—VB'=(b  —  c)F, 
lY)        \c  C  —aA  =  a'A'—  c'C'=(c  —  a)G, 
\aA  —  bB  =  VB'—aA'=[a  —  l)U. 

Wir    ziehen    hieraus    nachstehende    merkwürdige    Eigenschaften 
unserer  Construction. 

1     Vemiöjje  11    verhält  sich: 


BÄ : 

A'C  —  c:b. 

CB-  : 

B  A        a  :  c , 

AC": 

C'B  —  h.a. 

folt^lich : 

B_A^     CB^     ^O^  __ 
AC  '  B'A  '  ~C'B'~ 

d.  h. : 

Verbindet  man  die  drei  Spitzen  eines  Di^eiecks  mit  einem  eierten 
in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegenden  Puncte  durch  gerade  Linien  ,  so 
ist  das  Prodi! f't  aus  den  drei  VerldÜtnissen  ^  nach  icelchen  die  Seiten 
des  Dreiecks  von  diesen  Linien  geschnitte7i  werden,  der  positiven  Ei?i- 
hcit  gleich. 
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2)  Aus  der  ersten  Gleichung  in  11)  folgt: 

cC—  dÄ=  B,     a'A'+  aA  =  D, 

und  daher 

CB:BA'=  —  a;:  c, 

A'D  :  DA  =  a  :  a\ 

Es  war  aber  auch 

AB':  B'C=c  :  a; 
mithin 

CB      A'D      AB_ 

BA'  '  DA  '  RC~        ' 

eine  Relation,  welche  folgendergestalt  ausgesprochen  sich  leicht  be« 
halten  lässt: 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  (ACA')  von  einer  vierten  Geraden  [BDB')  ge- 
schnitten toerden  [CA'  in  B,  A'A  in  D,  AC  in  ff)  ist  der  negativen 
Einheit  gleich. 

3)  Nach  n)  ist: 

A'=aA'\'dD, 

und  nach  III): 

Ä'=aA  —  dD\ 

folglich 

AA'      AA"  _   d_     —d_ 

A'D  •   A"D~   a    '       a~         ' 
oder 

[A,  D,  A',  A")  =  —  1. 

Auf  dieselbe  Weise  finden  sich  auch  die  Doppelschnittsverhält- 
nisse 

[B,  D,  ff,  ff),      (C,  D,  C,  C"), 

(B,  C,  A',  F),        (C,  A,  ff,  G),        (A,  B,  C,  H), 
{ff,  C,  A;  F),     {C,  Ä,  B\  G),     (A',  ff,  C",  H) 

der  negativen  Einheit  gleich;  also: 

Verbindet  man  vier  beliebige  Puncte  in  einer  Ebene  zu  zweien 
durch  gerade  Liniefi,  und  die  drei  somit  entstehenden  Durchschnitte 
von  Neuem  durch  Gerade,  so  erhält  man  ein  System  von  neun  Linien, 
und  in  jeder  derselben  vier  Durchschnitte.  Das  Doppelschnittsver- 
hältniss  aber,  nach  welchem  bei  je  vier  solchen  Puncten  der  Theil  der 
Linie  zwischen  einem  der  beiden  äusseren  und  dem  nicht  zunächst 
liegenden  inneren  Puncte,  in  den  beiden  anderen  geschnitten  unrd,  ist 
der  negativen  Einheit  gleich. 

Diese  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  kann  auch  schon 
aus  §.  188  leicht  dargethan  werden.     Weil  nämlich  AC,  DB,  A"F 


(B,  C,A',F)  =  {C,  B.A',F). 
Nun  ist  nach  §.  1S4  von  diesen  zwei  einander  gleichen  Doppel- 
schnitts Verhältnissen  das  eine  auch  dem  Rcciproken  des  anderen 
gleich,  und  mithin  jedes  derselben  =  dr  1.  Da  aber  ein  Doppel- 
schnittsverhältnise  nicht  ^  -(-  I  sein  kann,  ohne  dass  zwei  seiner 
■  Puncte  z US anmien fallen,  oder  unendlich  entfernt  liegen  (§.  182), 
80  gilt  nur  die  negative  Einheit,  und  folglich  ist 

{A,  B,  A;  A")  =  iB,  aA',F)  =  —  \. 
SodauD  ist 

(ß,  C,  A.  F)  =  {C\  B',  A".  F), 
weil  BC,  CB'.  A'A"  in  A  zusammentreffen.     Eben  so  wird   femer 
bewiesen,  dass 

(fi,  D,  B\  B')  =  (C,  A,  B\  G)  =  (A\  C",  B",  G]  =  —\, 
s.  w. 

Man  bemerke  hicibei,  daas  ein  der  negativen  Einheit  gleiches  Doppel- 
Bchnittsverhidtniss  gani  mit  der  sogenannten  hannonisohen  Theilung  überein- 
kommt. —  Drei  Grössen  stehen  in  einer  stetigen  harmonischen  Proportion, 
wenn  ihre  Rcciproken  eine  steüge  arithmetische  Proportion  ausmachen,  oder 
VHS  dasselbe  ist,  wenn  die  Differens  der  ersten  und  snreitini  Grösse  sich  vei^ 
hält  xur  DifferenE  der  zweiten  imd  dritten,  wie  die  erste  sur  dritten.  Sind 
demnsch  A,  B,  C,  D  vier  Puncte  einer  Geraden,  ao  bilden  die  drei  Ab- 
Bchnitte  AB,  AC,  AD  eine  hatmonische  Proportion,  wenn 
AC—AB:  AB  —  AC  —  AB:  AD. 
*■  '■  SC:  CD  =  AB:  AD. 

Man  st^  daher,  eine  Unie  AD  werde  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  drri 
Theile  AS,  BC,  CD  serlegt  wird,  so  dass  sich  der  mittlere  Thdl  lu  dem 
einen  der  beiden  ftusseren  verhSlt,  wie  der  andere  Süssere  lu  der  g&nien 
Linie.    Es  folgt  aber  aus  dieser  Proportion: 

BC     BA 

CD     AD 
^  '■  {B.D,  C,  A)  =  —\. 

Carnot  sogt  dafür  in  seiner  Giomitri«  de  position,  die  Linie  BD  werde 
in  C  und  A  in  proportionale  Segmente  getheilt. 
Uebrigens  erheUet  aus  f.  184,  dass,  wenn 

{B,D,  C,A)  =  —  1, 
auch 

{B.  D.  A,C]  =  \D,  B,A,C)=  [D,  B,  C,  A)  =  (C,  A,  B,  D) 
=  [C,  A,  D,  B]  -=  [A,  C,  B,  D)  =  (A,  C,  D,  Bj  ■= —\ 
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4)  Durch  Addition  der  drei  Gleichungen  lY)  erhält  man: 

(b  —  c)F+{c  —  a)G  +  {a—b)H=;=0] 

mithin  liegen  F,  O  und  H  in  einer  geraden  Linie;  also: 

Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  (ABC)  ein  zweites  {A'B'C),  so 
dass  die  drei  Geraden^  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  verbinden^ 
sich  in  Einem  Puncte  (D)  schneiden:  so  sind  die  drei  Puncte  (F^  6r,  jB"), 
in  denen  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  schneiden^  in  Einer  Geraden 
enthalten, 

5]  Zieht  man  die  Gleichungen  IQ)  paarweise  von  einander  ab, 
so  kommt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  lY): 

(i  —  d)B'—  [c  —  d)  C"=  (b  —  c)F, 
(c  —  d)C"—  (a—  d)Ä'=  {c  —  a)G, 
(a  —  d)A"—(b  —  d)B'={a  —  b)H. 

Mithin  Uegen  auch  S'  und  C"  mit  F,  C"  und  A"  mit  G,  A'' 
und  B^  mit  H  in  gerader  Linie,  welches  folgenden  Satz  giebt: 

Wird  in  ein  Dreieck  ABC  ein  zweites  A'B'C,  und  in  dieses  ein 
drittes  AlB'O^  einbeschrieben ,  dergestalt,  dass  die  gleichnamigen  Spitzen 
mit  einem  vierten  Puncte  D  immer  in  einer  Geraden  liegen,  also 
A,  A,  A'  mit  D;  B,  B,  BT  mit  D;  C,  C ,  C  mit  D:  so  schnei- 
den sich  hinwiederum  die  gleichnamigen  Seiten  dieser  drei  Dreiecke  in 
einem  Puncte,  nämlich  BC,  FC,  B'C"  in  F;  CA,  CA',  CA  in 
G;  AB,  AB,  AB'  in  H;  auch  liegen  diese  drei  Puncte  F,  G,  H 
in  einer  Geraden, 

§•  199.  Zusätze,  a)  Die  in  2)  erhaltene  Relation,  worauf 
übrigens  schon  die  in  §.  157, 1  gefundenen  und  die  zum  Beweise  des 
Satzes  §.  188  angewendeten  Formeln  hinauskommen,  lässt  sich  noch 
symmetrischer  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  in  §.  39  für  die 
Durchschnitte  einer  Geraden  mit  den  Seiten  des  Fundamentaldrei- 
ecks ABC  ableiten.  Denn  heissen  diese  Durchschnitte  /,  K,  L,  so 
ist  nach  §.  39: 

I=yB  —  ßC,    K=aC—yA,    L  =  ßA  —  aB, 
und  daher,  wie  vorhin: 

^'    IC-  KALB       \      yf\      a}\      ß)  ^' 

b)  Werden  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  einer  zweiten 
Geraden  in.  M,  N,  O  geschnitten,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise : 

BM     CN     AO 

'  MC     NA     OB ~ 

lltbiai  Werk.  I.  10 
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Diridirt  man  nun  2]  in  1),  so  kommt:  ^H 

[B,  C,  I,  M)  (C,  A,  K,  N)  {A,  B.  Z.,  0)  =  1,  H 

oder,    wenn    man  die  Geraden   IKL   und  MNO  mit  a  und   6  b^^ 
[■■eichnet  (§.  190): 

3)  [B.  C,  fl,  b)  (C,  A,  fl,  b)  {A.  B,a,b)  =  \, 

and.  wenn  man  die  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB  resp.  c,  d,  e  nennt 
(§■  191): 

"{e,  d,  a,  b)  .  "(ü,  e,  a.  b)  .  '{d.  c,  o,  fi)  =  I, 
eine  Formel,    die,    wie   man  glei<!li   erkennt,    mit  der  in  §.  191   auf 
weniger  einfachem  Wege  erhaltenen  ganz  identisch  ist.      Sie  drückt, 
vermöge  der  Form  3),  folgenden  Satz  aus: 

Das  Product  aus  den  drei  DoppelschnittsDerhUltnisBen,  nac/i  welchen 
die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABC)  ton  zwei  tuideren  Geraden  {a,  b)  ffe- 
schnitten  werden,  ist  der  positiven  Einheit  gleich. 

c)  Diese  Eigenschaft  und  die  obige  in  2),  gelten  aber  nicht  bloss 
für  das  Dreieck,  sondern  können  auf  jedes  beliebige  Vieleck  ausge- 
dehnt werden.  Hat  man  nämlich  in  einer  Ebene  ein  Vieleck  und 
eine  Gerade ,  so  zerlege  man  ersteres  durch  Diagonalen  aus  einem 
Puncte  in  Dreiecke,  bemerke  hierauf  die  Puncte,  in  denen  die 
Seiten  dieser  Dreiecke  (oder  ihre  Verlängerungen)  von  jener  Geraden 
geschnitten  werden,  und  bilde  für  jedes  Dreieck  eine  Gleichung, 
wie  1).  Multiplicirt  mau  nun  diese  Gleichungen  in  einander,  so 
heben  sich  die  Verhältnis.se,  nach  denen  die  Diagonalen  geschnitten 
werden,  gcgeusoiü^  auf,   und  man  bekommt  den  Satz; 

Das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  alle  Seiten  etnet 
ebenen  Vielecks  von  einer  Geraden  geschnitten  werden,  ist  der  Einheit 
gleich ,  und  zwar  der  positiven  oder  negativen ,  nachdem  die  Seitenxahl 
des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bildet  man  dieselbe  Gleichung  für  eine  zweite  das  Vieleck 
schneidende  Gerade  und  dividirt  diese  Gleichung  in  die  Tor^e,  bo 
erhält  man  als  Resultat: 

Das  Product  aus  den  DoppeUchnittsverhältmssen,  nach  denen  alle 
Seiten  eines  ebenen  Vielecks  von  zwei  Geraden  geschnitten  werden,  ist 
der  positiven  Einheit  gleich. 

Ist  endlich  das  Vieleck  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  gelten 
dieselben  zwei  Sätze,  wenn  man  die  Seiten  des  Vielecks  mit  einer  oder 
zwei  Ebenen,  statt  Geraden,  geschnitten  toerden  lässt. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dem  obigen  ganz  ähnlich.  Ich  brauche 
übrigens  wohl  kaum  hinzuzusetzen,  dass  bei  allen  diesen  Verhält- 
nissen jede  Spitze  des  Vielecks  nicht  als  gemeinschaftlicher  An&ngs- 
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oder  Endpunct  der  zwei  darin  zusammenstossenden  Seiten,  sondern 
immer  als  Anfangspunct  der  einen  und  Endpunct  der  anderen  Seite 
genommen  werden  muss  (§.  181). 

§.  200.  Die  Construction  der  in  §.  198  betrachteten  Figur  be- 
stand darin,  dass  wir  vier  in  einer  Ebene  liegende  Puncte  -4,  -B,  (7,  D 
durch  Gerade  verbanden,  und  die  somit  sich  ergebenden  drei  Durch- 
schnittspuncte  A\  ff,  C  abermals  durch  Gerade  verknüpften.  Hier- 
durch erhielten  wir  sechs  neue  Durchschnitte  -4",  B\  (f\  Fj  G,  H, 
die  nun  wiederum  unter  sich  und  mit  den  sieben  ersteren  Puncten 
durch  Gerade*)  verbunden  werden  können.  Und  so  lässt  sich  das 
Verbinden  der  durch  vorhergegangene  Verbindungen  entstandenen 
Durchschnittspuncte  ohne  Ende  fortsetzen. 

Das  auf  solche  Weise  aus  den  vier  in  einer  Ebene  beliebig  ge- 
nommenen Puncten  A,  B,  (7,  D  sich  nach  und  nach  bildende 
System  von  Linien  wollen  wir  ein  Netz  in  einer  Ebene,  die 
Linien  selbst  und  ihre  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  die  Linien 


*)  Dies  werden  folgende  sechszehn  sein: 

AF,  BA'\  CA",  DF,  JB"C'F 

AB",  BO,  CB",  DO,  C"A"0 

AC,  BC",  CH,  DH,  A"B"Hmtl^  FGH. 

Untersucht  man  die  Puncte,  in  denen  sich  diese  Linien  unter  einander  und 
mit  den  Torhergezogenen  schneiden,  so  wird  man  wiederum  eine  Menge  merk- 
würdiger Verhältnisse  entdecken.  Auch  wird  es  mehrere  Male,  eben  so  wie  im 
Vorigen,  der  Fall  sein,  dass  drei  dieser  Linien  sich  in  einem  Puncte  schneiden, 
und  dass  drei  oder  mehrere  Durchschnittspuncte  in  einer  Geraden  enthalten  sind. 
So  liegen  in  BC  die  Puncte 

DO'AC"^bB  +  2cC,    DH' AB"  =  2bB -\-eC; 
in  ^C  die  Puncte 

DO'AB"^^aA  +  2bB'\'cC,      DH*  AC"  ^SaA-\-bB'^tcC, 
BQ  •  C-B~=  aA  +26^--cC,      CH'BC"^  aA  — 6^  +  2cC; 

in  AD  die  Puncte 

BC"*  CJ9"  =  a^-f-26J5  +  2cC,      CH ' BO^  —  aA  +  hB-^-cC 

Die  auf  ähnliche  Art  in  die  Geraden  CA,  C*A\  BD  und  AB,  A!B\  CD 
fallenden  Puncte  ergeben  sich  hieraus  durch  blosse  Vertauschung  der  Buchstaben. 

Von  der  Richtigkeit  der  beigefügten  Ausdrücke  wird  man  sich  leicht  mittelst 
der  im  §.  198  mitgetheUten  Formeln  I)  bis  IV)  versichern  können.  So  findet  sich 
s.  B.  der  Ausdruck 

3a^-|-26^-|-cC=2{a^  +  6^)-f  (a^ -f-cC)  =  2(a  +  6)C"+ (« +  c)^ 

=  2fl^ -I- (a^  +  26^  +  cC)  =  2«^  +  (6  —  d)  J9". 

Mithin  gehört  dieser  Ausdruck  einem  Puncte  an,  der  in  den  drei  Geraden 
B'C*,  DQ  und  AB^'  zugleich  enthalten  ist 

16* 
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und  Puncte  des  Netzes,  und  die  vier  Puncte  A,  .  ,,  D,  von 
denen  die  Construction  ausgeht,  die  vier  Hauptpuncte  des 
Netzes  lieissen. 

Es  würde  nicht  nur  sehr  ermüdend,  sondern  auch  von  keinem 
erheblichen  Nutzen  sein,  wenn  wir.  eben  so  wie  in  §.  198  bei  den 
ersten  Linien  des  Netzes,  auch  bei  der  fortgesetzten  Construction 
desselben  in  das  Einzelne  gehen  wollten.  Dagegen  soll  uns  in  den 
nächsten  §§.  die  Entivickelung  mehrerer  allgemeiner  Eigenschaften 
des  Netzes  beschäftigen,  die  schon  an  sich  merkwürdig  genug,  be- 
sonders aber  für  die  noch  vorzutragende  fünfte  Verwandtschaft  von 
Wichtigkeit  sind. 

§.  201.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  0  und  D  =  aA  +  bB-^cC 
die  vier  Hauptpuncte  eines  Netzes  in  einer  Ebene,  so  kann  jeder 
andere  Punct  P  des  Netzes   unter  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

(paA-^X^B  +  'P^f^ 
dargestellt  werden,   wo  q),  Xi  V   rationale  Zahlen,  Null  mit  einbe- 
griffen, sind,  die  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Hauptpuncte, 
sondern  bloss  von  der  Verbindungsart  abhängen,  durch  welche  man, 
von  den  Haupqiuncten  ausgehend,  zu  P  gelangt. 

Beweis.  Jeder  neu  hinzukommende  Punct  P  des  Netzes  wird 
erhalten  als  der  Durchschnitt  zweier  Geraden  IK  und  LM,  deren 
Puncte  /,  -B",  L,  M  schon  vorhandene  Puncte  des  Netzes  sind.  Man 
nehme  nun  an,  die  Ausdrücke  dieser  vier  Puncte  seien  von  der  im 
Lehea&tise  aog^^benen  Beachtufenheit,  und  setze  daher: 

In  =  i'aA  +  t"bB  +  i"'c(?, 
kK=  rCaA  +  x"J5  +  rT'cC, 
IL  =  I'aA  +  X'bB  +  l'"cC, 
mM=  fi'aA  +  fi"bB  +  fi"'cC, 
wo  also  (',  i",  i",  x',  etc.  rationale  Zahlen  sind.     Man  eliminire  aus 
diesen  vier  Gleichungen  A,  B,  C,   eo  gehen   auch   die   damit  resp. 
verbundenen  CoefGcienten  a,  b,  c  heraus,  und  man  erhält  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

2)  iiI+xAK+llL  +  fimJlf=Q, 

wo  {,  X,  i.,  fi  Coefficienten  vorstellen,  die  aus  den  vorigen  (',  t",  t"', 
x',  ...  sich  durch  lineäte  Gleichungen  finden  lassen.  Es  folgt  aber 
ans  letzterer  Gleichung: 

iiI+xiK=UL  +  fimM=P; 
mithin,  wenn  man  för  *'/  und  iK  (oder  IL  und  mM)  ihre  obigen 
Werthe  substituirt,  und 


1) 
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u'+  xx'=  q> ,     ii"+  %%  =  X,     *£'"+  xx'"=  V' 

Sind  nun,  wie  angenommen  wurde,  t\  i\  /",  x',  ...  rationale  Zahlen, 
so  werden  es  auch  i  und  x,  und  folglich  auch  9?,  %,  t^  sein. 

Es  lassen  sich  aber  die  vier  Hauptpuncte  A,  B^  C^  D  selbst 
durch  Ausdrücke  von  der  angenommenen  Form  darstellen,  indem 
für  -4,  X  =  V'  =  0;  etc.  und  für  jD,  9  =  ^  =  V'  ist.  Mithin  wird 
auch  dieselbe  Form  allen  aus  A,  . .,  D  abgeleiteten  Durchschnitten, 
d.  h.  allen  übrigen  Puncten  des  Netzes,  zukommen. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Ausdrücke  in  §.  198  und  in  der  Note 
zu  §.  200. 

Uebrigens  sieht  man  leicht,  dass  9,  %,  xp  nicht  von  a,  ft,  c  und 
folglich  auch  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte 
abhängen. 

§.  202.  Zusätze,  a)  So  wie  der  Durchschnitt  P  der  Linien 
IK  und  LM  den  Ausdruck  lil+ukK  hatte,  eben  so  wird  für  den 
Durchschnitt  Q  der  IK  mit  irgend  einer  anderen  Linie  des  Netzes 
der  Ausdruck  t,t/+x,ÄJr  sein,  wo  *„  x„  aus  gleichem  Grunde  wie 
if  X,  rational  sind.     Es  folgt  aber  aus  P^  lil-^-ukK 

IP:PK=7ik:ii, 

und  aus  Q  ^  i,»J+  x^A-fiT 

IQ  :  QK=  %,h  :  1,4] 
mithin  ist 

—     —  =  (I  K  P  Q)  =  —  '  — 
PK     QK       ^'  ^'  ^'^^        i    '    i,' 

also  ebenfalls  rational,  d.  h.: 

Jedes  in  dem  ebenen  Netze  sich  bildende  Doppehchnittsverhältniss 
hat  einen  rationalen  bloss  von  der  Constrtictionsart  und  nicht  zugleich 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte  abhängigen  TVerth. 

Als  Beispiele  dienen  die  in  §.  198  gefundenen  Doppelschnitts- 
Verhältnisse. 

b)  Sei  noch  N  irgend  ein  Punct  des  Netzes,  und  daher  sein 
Ausdruck : 

nN=v'aA  +  ^'bB  +  v"'cC, 

wo  j/,  y^',  y^"  rationale  Zahlen  sind.  Man  eliminire  aus  dieser  Glei- 
chung und  den  obigen  Gleichungen  1)  für  /,  JT,  L  die  Puncte 
Ay  Bf  Cj  so  bekommt  man: 

3)  i,iI-\-ii,kK+  1,IL  +  vnN=  0 , 

wo,  ähnlicherweise  wie  in  2),  i„  x„  Ä„  v  rationale  Zahlen  bedeuten. 
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Setzt  man  noch  tt  =  t,,  %k  =  k,,  ).t^  /,,  so  kann  man  fiir  2)  und  3) 
auch  schreiben: 

Da  nun  hierbei   — ,    — ,    -r-   rational  sind,  so  scfaliessen  wir:   Sind 

/,  K,  L,  M  irgend  vier  Pimcte  eines  ebenen  Netzes,  von  denen 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  jeder  andere  Punct  Jtf 
desselben  Netzes  auch  unter  dem  Ausdrucke  eines  Punctes  darge- 
stellt werden,  welcher  dem  aus  /,  K^  L,  3t,  als  Hauptpuncten,  her- 
vorgehenden Netze  zugehört. 

Es  folgt  nun  der  umgekehrte  Sats  von  §.  20l. 

§.  203.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,  C  und 
D  =  aA  +  bB-\-cC 
vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  <p,  /,  V  irgend  drei  in  rationalen  Verhältnissen 
zu  einander  stehende  Zahlen,  so  lässt  sich  der  Punct  der  Ebene 

P=  ipaA-^xbB-ir^cC 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ereteren  Puncte  mit  geraden 
Linien  finden. 

Beweis.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Ver- 
hältnisse (f  :  X  '■  *!'  rational  sind ,  können  und  wollen  wir  uns  unter 
if,  X  iiiid  ^  blo6B  g&üxe  Siahlea  roietellen.     Nun  ergeben  sich: 

1)  die  Puncte 

aA  +  bB  und  aA  +  cC 
(Fig.  44)  als  die  Durchschnitte   der  AB  mit   CD  und  der  ^  C  mit 
BD  (§.  198). 

2)  ist  der  Punct 
iaA+bB+cC*)=aA+iaA+bB+cC)  =  (aA+bB)-i-{aA+eO, 
und  wird  daher  gefunden  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  AD  mit 
der  durch 

aA  +  iB  und  aA  +  cC 
gelegten  Geraden.     Verbindet  nian   diesen  Punct  mit  C  und  B,   eo 
erhält  man  in  den  Linien  AB  und  ..IC  die  Durchschnitte 
iaA  +  bB  und  2aA  +  cC. 

*)  Aus  M&ngel  sn  Baum  nnd  dieser  Punct  und  die  folgenden 
ZaA  +  bB  +  cC,     iaA  +  ..., 
in  der  Figur  nur  durch  die  Ziffern  2,  3,  4  angedeutet  worden. 
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Hiermit  ergiebt  sich 

3)  der  Punct 

ZaA  +  hB  +  cC=2aA  +  (aA  +  bB  +  cC) 
=  (2aA  +  bB)  +  {aA  +  eC)  =  {2aA  +  cC)  +  {aA  +  bBi, 
als  der  Durclischnitt  zweier  der  drei  Geraden,  welche  A  mit  D, 

2aA  +  bB  mit  aA  +  cC,     2aA  +  cC  mit  aA+iS 
verhinden.     Zieht  man  von  diesem  Puncte  zwei  Gerade  nach  C  und 
B,   Bo  schneiden  dieselben  die  AB  und  ^C  in  den  Puncten 

ZaA  +  bB  und  ZaA  +  cC, 
wodurch  man 

4)  den  Punct 

4aA  +  hB  +  cO 
erhält  als  den  Durchschnitt  zweier  der  vier  Geraden :  durch  A  und  D, 
durch 

2aA-^bB  und  2aA-{-cC, 
durch 

^aA  +  bB  und  aA  +  cC, 
durch 

3«^  +  c  C  und  aA-\-  bB; 

dieser  Durchschnitt  mit  C  und  B  verbunden,  giebt  in  AB  und  AC 
die  Puncte 

4aA-\-bB  und  iaA  +  cC. 


Auf  solche  Weise  fortgefahren,  bekommt  man  die  Puncte 
baA  +  bB  +  cC,     QaA  +  bB  +  cC, 
etc.,  also  allgemein 

tpaA  +  bB  +  cC, 
wo  cp  jede  positive  Zahl  sein  kann. 
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Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  aus  dem  Pnnete 

die  Poncte 

g^aA  +  ibB  +  eO,    g>aA  +  ZbB  +  eC, 

etc.  und  allgemein  der  Punct 

g>aA  +  x^B  +  c  C 

ableiten,  wo  %  wiederum  jede  positive  ganxe  Zahl  vorstellt 

Eben  so  wird  endlich  mittelst 

g>aA  +  x^B  +  eC 
der  Ponct 

q>aA  +  xbB'\'%lfeC 

gefunden,  was  auch  ^  für  eine  positive  ganxe  Zahl  ist 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  die  Constraction  fSr  einen  Ponct 
anzugeben,  bei  welchem  q>f  Xf  '^  nicht  wie  bisher  einerlei  Zeichen 
haben.  Sei  demnach,  unter  der  Yoraussetiung,  dass  9),  Xt  ^  posi- 
tive ganze  Zahlen  sind,  der  zu  findende  Punct 

P  =  9?a-4  +  xft-B  — V'^C. 

Zuerst  suche  man  den  Punct 

q>aA  +  xbB-\-\lfcC. 
So  wie  nun  in  §.  198  aus  den  Puncten 

A,  B,  e,  aA  +  bB  +  cC 
die  Puncto 

aA  —  cC  und  bB  —  cC 

abgeleitet  wurden,  eben  so  wird  man  aus 

A,  B,  C,  (paA-\-xbB'\'\l)cC 
die  Punete 

q>aA  —  xjjcC  und  %bB — i/;c(7, 

und  hiermit  den  Punct 

(paA  +  X  bB  —  \f)cC 

als  den  Durchschnitt  zweier  der  drei  Linien: 

durch  C  und  9a-4  +  xJ5  + i/;c(7, 

durch  B  und  (paA  —  xjjcCj 

durch  A  und  ^J-B  —  xjjcC, 
finden  können« 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  es  ausser  den  jetzt  vorge- 
tragenen Construetionen  noch  viele  andere  und  in  manchen  speciellen 
Fällen  ungleich  einfachere  giebt,  durch  die  man  zu  dem  gesuchten 
Punete  gelangen  kann.    Indessen  sollte  hier  nur  die  Möglichkeit  der 
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'  Construction  überhaupt,  so  einfach,  als  es  im  Allgemeinen  geschehen 
konnte,  dargethan  werden. 

§.  204.  Zusatz.  Wir  sahen  in  §.  202,  b,  dass,  wenn  zwischen 
vier  Puncten  /,  JT,  £,  M  eines  Netzes  die  Relation  stattfand: 

jeder  andere  Punct  N  des  Netzes  in  Bezug  auf  t,J,  k,Kf  l,L  ratio- 
nale Coefficienten  hatte,  also  durch  einen  Ausdruck  dargestellt 
werden  konnte,  welcher  den  aus  der  Verbindung  von  I,  K,  L^  M 
sich  ergebenden  Puncten  zukam.  Zu  Folge  des  eben  Erwiesenen 
wird  daher  N  aus  /,  K,  L,  3f,  d.  h.  von  irgend  fünf  Puncten  eines 
Netzes  der  eine  aus  den  vier  übrigen,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
dieser  letzteren,  auch  wirklich  gefunden  werden  können;  oder: 

Je  vier  Puncte  eines  ebenen  Netzes ,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  kann  man  als  Haupipuncte  betrachten  und  durch  fort- 
gesetzte Verbindung  derselben  aUe  übrigen  Puncte  des  Netzes  ableiten. 

So  muss  man  z.  B.  aus  den  vier  Puncten  -4',  B\  C,  D  (Fig.  43) 
rückwärts  die  Puncte  A,  By  C  finden  können.  Dies  wird  nach 
§.  198,5  durch  folgende  Verbindungen  zu  bewerkstelligen  sein: 

A'D    BC=  Ä\    BD  •  C'Ä=  B\     CD  •  A'B=  a\ 

BC  •  B'C"=  F,     CA'-  C'Ä'=  (?,    A!B'  A"B=  JT, 

BG'  C'H=A,     C'H   A'F=B,    A'F'B'G=a 

§.  205.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  in  einer  Ebene  ge^ 
gebene  Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  und  ist 
P  irgend  ein  fünf ter  gegebener  Punct  der  Ebene,  so  kann  man,  durch 
fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  durch  gerade  Linien,  zu  einem 
Puncte  gelangen,  der  mit  dem  fünften,  P,  entweder  zusammenfällt, 
oder  von  ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  kleiner  ist,  als  jeder 
gegebene. 

Beweis.  Seien  D  und  P,  auf  Aj  B,  C  als  Fundamentalpuncte 
bezogen : 

D  =  aA  +  bB  +  cC,     P  =  pA  +  qB  +  ra 

Man  setze 

p       q       r 

so  wird 

P=q)aA  +  xi^+H^ca 

Haben  nun  q>,  %,  \f)  rationale  Verhältnisse  zu  einander,  so  kann 
man  nach  Anleitung  des  §.  203  durch  fortgesetzte  Verbindung  der 
Puncte  A,  B,  C,  D  zu.  P  selbst  gelangen. 
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Sind  aber  die  Verhältnisse  y  :  /  und  /  :  i/i  beide,  oder  nur  eins 
derselben,  irrational,  so  beschreibe  man  um  P.  als  Mittelpunct,  mit 
dem  gegebenen  Abstände,  welcher  .t  heisse,  als  Halbmesser,  einen 
Kreis  [Fig.  45),  und  ziehe  an  diesen 
von  C  aus  zwei  Tangenten  Cü  und 
CV,  welche  ^ß  in  (7  und  I^  treffen. 
Man  setze  diese  Puncte 

U=aAJruhB,    V=aA  +  vbB. 

Zwischen    zwei    Zahlen    aber, 
mögen   sie   rational  oder  irrational, 
und  auch  noch  so  wenig  von  ein- 
ander verschieden  sein,  lassen  sich 
^  immer  eine  unendliche  Menge  ratio- 

naler Zahlen   einschieben.     Sei  da- 
her w  eine  rationale  zwischen  u  und  c  fallende  Zahl,  und 

aÄ  +  KbB  =  tW, 
so  ist  W  ein  zwischen   U  und  V  liegender  Punct.     (Wird  der  Kreis 
von  CA  oder  OB  geschnitten,    so  kann   man  für   W  den  Punct  A 
oder  B  selbst  nehmen,)     Eine  von  C  nach   W  gezogene  Gerade  wird 
daher  den  Kreis  in  zwei  Puncten,   X  und  Y,  schneiden.     Man  setze 

X  =  tW+xcC,     r=  tW-irycC, 
und  sei  z  eine  zwischen  x  und  y  fallende  rationale  Zahl,  und 

tW-^zcC=Z, 
so  ist  Z  ein,    Ewischen  X  und  Y,    folglich   innerhalb    des    Kreises 
Übender  und  daher  von  P  um  weniger  als  n  abstehender  Punct. 
pYird  der  Kreis  von  AB  geschnitten,  so  kann  W  zugleich  die  Stelle 
von  Z  vertreten.)  .  Es  ist  aber  dieser  Punct 

Z=  iW+zcC=aA  +  KbB-\-scC, 
und  kann  mithin  durch  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  gefunden 
werden,  weil  die  Verhältnisse  1  :  w  :  r  rational  sind. 

Um  diesen  Beweis  gegen  alle  Einwüxfe  sicher  zu  stellen,  sind 
noch  zwei  besondere  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen. 

i)  Es  wurde  stillschweigend  angenommen,  dass  die  Gerade  GW 
von  C  nach  einem  Puncte  W,  der  in  -45  zwischen  den  Durch- 
schnitten TJ  und  V  der  Tangenten  mit  AB  liegt,  den  Kreis  immer 
schneide.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  dieses  dann  nicht  mehr  ge- 
schieht, wenn  der  Kreis  von  der  durch  C  mit  AB  gezogenen 
Parallele  geschnitten  wird,  als  in  welchem  Falle  eine  durch  C  ge- 
legte und  den  Kreis   schneidende  Linie    der  Linie   AB    ausserhalb 
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UV  beg^net.  Um  diesen  Fall  zu  beseitigen,  bat  man  nur  statt 
des  um  P  mit  n  beschriebenen  Kreises  einen  noch  kleineren  zu 
nehmen,  der  in  jenem  enthalten  ist  und  zugleich  ganz  auf  der  einen 
oder  anderen  Seite  der  gedachten  Parallele  liegt. 

2)  Wenn  n  ^  PC,  so  ist  die  vorige  Beweisführung  nicht  nur 
unmöglich,  weil  dann  der  Punct  C  innerhalb  des  Kreises  fällt,  und 
daher  von  ihm  keine  Tangenten  an  letzteren  gezogen  werden  können, 
sondern  auch  unnötbig,  weil  nun  der  Punct  C  fiir  den  gesuchten  Z 
geradezu  genommen  werden  kann. 


n.    Das  Netz  im  Banine. 

§.  206.  Seien  A,  B,  C,  D,  E  fünf  beliebige  Puncte,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  erstlich  zu  zweien 
durch  Gerade: 

AB,  AC,  BC,  AD,  BD,  CD,  AE,  BE,  CE,  DE. 
Von  diesen  zehn  Geraden  kann  man  sich,  des  leichteren  Aufiassens 
willen,   die  sechs  ersten  als  die  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide 
AB  CD  (Fig.  46)  vorstellen,  die  vier  letzteren   aber  als  Linien,   die 


von  einem  fünften  Puncte  E  nach  den  Spitzen  der  Pyramide  gesogen 
sind.  Man  verbinde  nun  die  fünf  Puncte  zu  dreien  durch  Ebenen, 
welches  zehn  Ebenen  giebt:  vier  derselben  ABC,  ABD,  AGD, 
BCD  sind  die  Seiten  der  Pyramide,  und  die  übrigen  sechs  geben 
durch  E  und  die  sechs  Kanten  der  Pyramide.  Jede  der  zehn 
Geraden  erscheint  hiermit  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt 
dreier  der  zehn  Ebenen,  z.  B.  AB  als  der  Durchschnitt  der  Ebenen 
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ABCj  ABDy  ABE.  Von  den  sieben  übrigen  Ebenen  geben  drei, 
ACD,  ACE,  ADEy  durch  den  einen  Endpunct  ^  dieser  Oeraden, 
drei  andere,  BCD,  BCE,  BDE,  durch  den  anderen  Endpunet  Ä, 
die  siebente  ODE  aber  schneidet  AB  in  einem  noch  anderen  Puncto, 
den  wir  mit  [AB]  bezeichnen  wollen.  Eben  so  wird  jede  der  neun 
übrigen  Geraden  von  der  Ebene  durch  die  jedesmal  drei  übrigen 
Puncte  in  einem  neuen  Puncte  geschnitten:  die  Gerade  AC  Ton 
der  Ebene  BDE  im  Puncte  [AC];  BC  von  ADE  in  [-BC7],  u.  s.w., 
und  wir  erhalten  somit  zehn  neue  Puncte: 

[AB],  [AC],  [BO],  ....  [DE]. 

Diese  zehn  Puncte  und  die  ersteren  fünf,  also  in  Allem  fünf- 
zehn, sind  übrigens  in  den  zehn  Ebenen  so  vertheilt,  dass  in  jeder 
derselben  sieben  Puncte  liegen;  z.  B.  in  der  Ebene  ABC  die  sieben 

Puncte: 

A,  B,  C,  [AB],  [AC],  [BC],  [DE]. 

Legt  man  jetzt  durch  je  drei  der  15  Puncte,  welche  nicht  bereits 
durch  Ebenen  verbunden  sind,  wiederum  Ebenen,  so  erhält  man  zu- 
erst 15  neue,  in  deren  jede  5  Puncte  fallen,  nämlich  die  3  durch  2> 
gehenden  Ebenen 

D[AB]  [AC]  [BE]  [CE] 

D[BC]  [AB]  [CE]  [AE] 

D[AC]  [BC]  [AE]  [BE]] 

und  eben  so  3  durch  jeden  der  4  übrigen  Puncte  A,  J?,  (7,  E, 

Sodann  bekommt  man  noch  20  Ebenen,  in  deren  jeder  nur 
3  Puncte  enthalten  sind,  nämlich  die  Seitenflächen  der  5  Pyramiden 

[AE]  [BE]  [CE]  [DE],  [AD]  [BD]  [CD]  [DE],  etc. 

Nach  dieser  zweiten  Verbindung  der  Puncte  durch  Ebenen  hat 
man  demnach  in  Allem  ein  System  von  45  Ebenen,  und  zwar 

10  Ebenen,  jede  mit  7  Puncten, 
15  -  -        -    5 

20  -  -       -    3 

diejenigen  Puncte  abgerechnet,  welche  durch  die  zweite  Verbindung 
selbst  hervorgehen. 

§.  207.  Das  jetzt  aus  fünf  Puncten  aufgeführte  System  von 
Ebenen  ist  offenbar  dasselbe  für  den  Raum,  welches  in  §.  198  das 
aus  vier  Puncten  construirte  System  von  Linien  für  die  Ebene  war. 
Die  Relationen,  welche  bei  jenem  Systeme  von  Linien  stattfanden, 
werden  daher  auch  bei  dem  gegenwärtigen,  nur  um  Vieles  zusammen- 
gesetzteren, Systeme  von  Ebenen  auf  analoge  Weise  sich  wieder 
zeigen. 
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Hierbei  ist  es  aber  zuerst  sehi  merkwürdig,  daas  diejenigen  Re- 
lationen, vermöge  welcher  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ge- 
raden liegen,  viei  oder  mehrere  Ebenen  eich  in  einem  Puncte 
schneiden,  u.  s.  w.,  also  überhaupt  solche  Eigenschaften,  wobei  von 
keinen  GiössenTerbältnissen  die  Rede  ist,  auch  ohne  Gebrauch  von 
Grössenverhältnifisen ,  folglich  ohne  alle  Anwendung  des  Calcula  er- 
wiesen werden  können;  ja,  was  noch  mehr  ist,  dass  die  Eigen- 
schaften von  der  nämlichen  Art,  welche  wir  in  §.  IdS  bei  dem 
Systeme  von  Geraden  in  einer  Ebene  mit  Hülfe  des  Calculs  fanden, 
sich  dadurch,  dass  man  auf  passende  Weise  mit  der  ebenen  Figur 
noch  andere  Ebenen  in  Verbindung  bringt,  gleichfalls  aus  den  Grund- 
eigenschaiiten  der  Ebene  einfach  ableiten  lassen. 


FlI.  17. 

So  wurde  in  §.  198  dai^ethan,  dass,  wenn  in  ein  Dreieck  ABO 
(Fig.  47)  ein  anderes  IKL  einbeschrieben  wird,  de^estalt,  dasa  die 
Geraden  AI,  BK,  CL,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  ver- 
binden, sich  in  einem  Puncte,  ly,  schneiden,  die  Durchschnitte  der 
gegenüberliegenden  Seiten,  d.  h.  die  Puncte  BC  ■  KL,  CA  ■  LI, 
AB  ■  IK  in  einer  Geraden  liegen. 

TJm  nun  diesen  Satz  auf  die  eben  gedachte  Art  zu  beweisen, 
lege  man  durch  D*  eine  die  Ebene  ABC  schneidende  Gerade, 
nehme  darin  willkürlich  zwei  Puncte  D,  E,  und  verbinde  den  einen 
derselben,  D,  mit  A,  B,  C,  und  den  anderen,  E,  mit  /,  K,  L  durch 
Gerade.  Weil  EI  mit  DD'  und  AI,  und  folglich  auch  mit  AD  in 
einer  Ebene  liegt,  so  wird  EI  die  AD  schneiden,  welches  in  F  ge- 
schehe.   Ehen  so  schneidet  EK  die  BD  in  G,  und  EL  die  CD  in  H. 

Man  lege  femer  durch  F,  G,  S  eine  Ebene,  welche  die  Geraden 
BC,  CA,  AB  in  Puncten  schneide,  die  ich  resp.  mit  [BC),  (CA), 


254  Der  barycentrische  CaIcuL    Abschnitt  IL  §.  208. 

(AB)  bezeichnen  will;  so  liegen  diese  Piincte.  als  Punete  in  dem 
Durchschnitte  zweier  Ebenen,  ABC  und  FGH,  in  einer  geraden 
Linie.  Weil  aber  ö,  H  mit  B,  C  vel  einer  Ebene  liegen,  so  ist  (B  C) 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Geraden  BC  und  GH.  Weil  femer 
Gr,  Hy  Kj  2y,  als  Punete  zweier  sich  in  einem  Punete,  E^  schneiden- 
den Geraden,  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so  sind  i?  (7,  GHy  KL 
die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  drei  Ebenen  GHKL^  KLBC, 
BCGH,  und  schneiden  sich  folglich  in  einem  Punete.  Mithin  ist 
(BC)  auch  der  Durchschnitt  der  BC  und  LK,  Auf  dieselbe  Weise 
ergiebt  sich,  dass  LI  sowohl  als  HF  die  CA  in  (CA),  und  IK  so- 
wohl als  FG  die  AB  in  (AB)  schneiden.  Mithin  liegen  die  drei 
Durchschnitte  BC '  KL,  CA  -  LI,  AB  '  IK  in  einer  Geraden. 

Dass  in  Fig.  43  auch  5",  C"  mit  F]  C\  A'  mit  G;  A\  B'  mit  H 
in  einer  Geraden  liegen,  lässt  sich  ohne  Weiteres  mittelst  des  eben 
erwiesenen  Satzes  darthun.  Denn  nimmt  man  DBC  zum  anfang- 
lichen Dreieck,  und  zieht  an  die  Spitzen  desselben,  2>,  B,  C,  Ton  A 
aus  Linien,  so  schneiden  diese  die  gegenüberstehenden  Seiten  resp. 
in  Ä,  C,  B\  Dem  Satz  zufolge  liegen  daher  B  C  '  C'B',  CD  •  B'A\ 
DB  '  ÄC\  d.  h.  F^  C'\  B'  in  gerader  Linie;  und  auf  ähnliche  Art 
hat  man  bei  den  übrigen  zu  verfahren. 

Ueberhaupt  scheint  es,  als  ob  bei  diesem  auch  noch  weiter  fort- 
gesetzten Systeme  gerader  Linien,  alle  Fälle,  wo  drei  oder  mehrere 
Punete  in  einer  Geraden  liegen,  oder  drei  oder  mehrere  Gerade  sich 
in  einem  Punete  schneiden,  allein  schon  durch  wiederholte  Anwen- 
dung jenes  Satzes  erwiesen  werden  könnten. 

§.  208.    Der  Grund,  aus  welchem  sich  die  drei  Geraden  (Fig.  47) 

BC,  GH,  KL  in  einem  Punete,  (BC), 
CA,  HF,  LI     -        -  -        (AC), 

AB.  FG,  IK    -       -  -        (AB) 

schneiden,  kann  kurz  als  darin  bestehend  angegeben  werden,  dass, 
wenn  von  drei  Geraden  je  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  nicht  aber 
alle  drei  in  derselben  Ebene  enthalten  sind,  diese  drei  Linien  in 
einem  Punete  zusammentreffen.  —  Aus  demselben  Grunde  werden 
sich  nun  auch 

AD,  LG,  KH  in  einem  Punete,  welcher  (A D) , 
BD,  IH,  LF     -        -  -  -        (BD), 

CD,  KF,  IG      -        -  -  -        (CD) 

heisse,   schneiden.     So  wie  daher  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 

ABC  und  FGH  die  Punete  (AB),  (AC),  (BC) 

liegen,  eben  so  sind  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 
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ABD  und  KIH  die  Puncte  {AB),  (AD),  (BD), 
ACD  und  LIG  -  -  [AC),  (AD),  [CD), 
BCD  und  LKF    -  -        (BC),  (BD),  [CD) 

enthalten.  Es  fliesst  hieraus  ganz  leicht,  dass  sämmtliche  sechs 
Puncte  (AB),  ...,  (CD),  und  folglich  auch  die  vier  Geraden,  in 
denen  sich  die  vier  Paare  von  Ebenen,  ABC  und  FGH,  u.  s.  w., 
schneiden,  in  einer  Ebene  liegen;  also: 

Wird  in  ein  Tetraeder  AB  CD  ein  Octaeder  FGHIKL  der- 
gestalt einbeachriehen,  dass  die  sechs  Spitzen  des  letzteren  in  den  sechs 
Kanten  des  erster e?i  liegen,  und  dass  die  drei  Geraden  FI,  GK,  HL, 
welche  die  gegenüberstehenden  Spitzen  des  Octaeders  verbinden,  sich 
in  einem  Puncte,  E,  schneiden,  so  liegen  die  vier  Geraden,  in  denen 
die  Seiten  des  Tetraeders  von  den  gegenüberstehenden  Seiten  des  Octa- 
eders geschnitten  toerden,  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Man  ziehe  noch  die  Geraden  BE  und  CE,  welche  die  Ebenen 
ACD  und  ABD  resp.  in  den  Puncten  B'  und  C  schneiden,  so 
liegen  B',  C  mit  B,  C  in  einer  Ebene.  Femer  liegt  H  in  der 
Ebene  BDEK,  und  daher  mit  D  und  K  in  einer  Geraden,  als  dem 
Durchschnitte  der  Ebenen  BDK  und  ACD,  Eben  so  liegt  C  mit 
D  und  L  in  einer  Geraden,  und  folglich  B' ,  C  auch  mit  K,  L 
(und  D)  in  einer  Ebene.  Folglich  sind  BCB'C,  BCKL,  BCKL 
drei  Ebenen,  welche  sich  zu  zweien  in  den  drei  Geraden  KL,  BC, 
ffC*  schneiden.  Mithin  müssen  diese  drei  Linien  sich  in  einem 
Puncte  schneiden.  Es  trafen  sich  aber  die  Linien  BC  und  KL  im 
Puncte  (BCy,  in  demselben  Puncte  werden  sich  daher  auch  BC 
und  JS'C  begegnen. 

Wird  nun  noch  die  Gerade  AE  gezogen,  welche  die  Ebene 
B  CD  in  Ä  schneide,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  dass,  so  wie 

BCSC'=(BC), 
auch 

AB  '  A'B=  (AB),     AC'  A'C'=  (AC) 
und 

AD  •  A'iy=  (AD),     BD  '  ED=  (BD),     CD  •  C'Z>'=  (CD) 

ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  ABC,  AB'C , 
FGH  in  einer  und  derselben  Geraden,  in  der  die  drei  Puncte  (AB), 
(AC),  (BC)  enthaltenden,  schneiden;  und  eben  so  die  drei  Ebenen 
BCD,  ffC'U,  LKF;  u.  s.  w.,  woraus  wir  ganz  leicht  in  Verbin- 
dung mit  dem  vorigen  Satze  folgendes,  dem  in  §.  198,4  analoge 
Besultat  ziehen. 
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Wird  in  ein  Tetraeder  AB  CD  ein  zweites  ASCV  einbe- 
schrieben  j  so  dass  die  Spitzen  des  letzteren  in  die  Seiten  des  ersieren 
fallen,  und  dass  die  vier  Geraden  AA\  BH.  CC\  DU  durch  die 
gegenüberstehenden  Spitzen  beider  Tetraeder  sich  in  einem  Puncte^  £, 
schneiden,  so  liegen  die  vier  Geraden,  in  denen  sich  die  gegenüber- 
stehenden Seiten,  BCD  und  ECU,  CDA  und  C'UA,  etc.  schneiden, 
in  einer  Ebene,  Auch  sind  diese  Geraden  dieselben,  in  denen  vorhin 
die  Seiten  des  Tetraeders  AB  CD  ton  den  gegenüberstehenden  Seiten 
des  Octaeders  FGHIKL  geschnitten  wurden,  wenn  der  dortige  Punct 
E  mit  dem  hiesigen  E  ein  und  derselbe  ist. 

§.  209.  Alles  dieses,  was  sich  durch  rein  geometrische  Be- 
trachtungen ergab,  lässt  sich  auch  leicht  durch  den  barycentrischen 
Calcul  finden. 

A,  B,  C,  D  zu  Fundamentalpuncten  genommen,  sei 

E  =  aA  +  bB  +  cC+  dD, 

oder,  wenn  man 

e/4-6  +  c  +  rf  =  — e 
setzt: 

I)  aA  +  bB  +  cC  +  dD  +  eE=0. 

Hieraus  fliesst  sogleich: 

aA  +  dD  =  bB  +  cC+eE 

^  dem  Durchschnitte  F*)  der  Geraden  AD  mit  der  Ebene  B  CE,  also 

H)  fF=aA  +  dD,    iI=bB  +  cC, 


und  eben  so 


wo 

u.  s.  w. 


gG  =  bB  +  dD,  kK=aA  +  cC, 
hH=cC  +  dD,  lL  =  aA  +  bB, 
a'Ä=  uA  +  eE,  cC'=  cC  ^eE, 
b'B'=bB  +  eE,    dD'=dD  +  eE, 

f=a-\'b,     g=b  +  d, 


"*}    £8   bedarf   nur   geringer   Aufinerksamkeit,    um   wahrzunehmen,    dass    di<> 

Puncte 

F,         O,        Hy        J,         JT,         L 
mit 

[AD],  [BD],  [CD],  [BC],  [AC],  [AB,, 
§.  206),  und 

A\         B\         C\         D' 
mit  den  ebendaselbst  durch 

[AE\,  [BE],  [CE],    [DE] 

bezeichneten  Puncten  einerlei  sind. 
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Wir  folgern  hieraus  weiter: 

fF—gG  =  kK—%I=a'A'—b'B'=  aA  —  bB, 
fF—hH=  IL  —  %I=  a'A'—c'C'==  aA  —  cC, 

u.  8.  w.,  d.  h.  vier  Geraden  jPG,  KI,  A'Jff,  AB  schneiden  sich  in 
einem  Puncte;  und  eben  so  die  vier  Geraden  FH,  LI,  A'C,  AC\ 
etc.  Wir  bezeichneten  diese  Puncte  im  Vorigen  durch  lAB),  (AC), 
etc.;  daher 

m)     {AB)  =  aA  —  bB,     [AC)  =  aA  —  cC,     (BC)  =  bC—cC, 

U.    8.    W. 

Man   vergleiche    noch   §.  50,  a  und  b,    wo    die    dortigen    {AB), 

(AC),  ...,   als  Bezeichnungen  der  Puncte,  in  denen  eine  Ebene  von 

den  sechs  Fundamentallinien  geschnitten  wurde,    und  die  dortigen 

1111 
Coefficienten  — ,    — ,    — ,    -^   mit    den   hiesigen    {AB),   {AC),   ... 

und  a,  b,  c,  d  einerlei  sind. 

Man  addire  die  in  11)   angegebenen  Werthe  füi  /F,  gG,  hll, 
so  kommt: 

fF-{-gG-{-hH=aA'{'bB+cC'\'^dD  =  2dD  —  eE, 

(vermöge  I),  ^  dem  Durchschnitte  der  Seite  FGH  des  einbeschrie- 
benen Octaeders  mit  der  Geraden  DE,  welcher  J  heisse. 

Eben  so  giebt  die  Addition  der  Werthe  für  a'A',  VB\  c'C*\ 

a'A'+  VB+eC'=  aA  +  bB  +  cC+  ZeE  =  2eE—dD 

"=:  dem  Durchschnitte  der  Seite  ABC  des  einbeschriebenen  Tetra- 
eders mit  der  Geraden  DE,  welcher  J*  genannt  werde. 
Wir  haben  daher 

D'=dD^eE,     J  =  2dD  —  eE,     J'=dD  —  2eE, 
folglich 

DD^_e_      DJ^_ e_     DJ'  2e 

D'E~  d'     JE~       1d'    J'E~        d 
und 

{D,  E,  D',  J)=—2,     {D,  E,  D\  z/')  =  — i ... 

Um  hieraus  E  zu  eliminiren,  so  ist  nach  §.  184: 

{D,iy,E,J)  =  %,     {D,D',J',E)  =  i, 

folgUch  (§.  185): 

(D,  ly,  J',  J)  =  2,     (D,  J',  D',J)  =  —  i; 

und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Elimination  von  D: 

{E,J,D',J')  =  —  \. 

Die  gegenseitige  Lage  der  fünf  Puncte  E,  D,  D',  J ,  J'  lässt 
sich   hiemach   sehr   leicht   durch   folgende   Construction    darstellen. 

Uibini  Wtrkel.  17 
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Man  nehme  in  einer  Geraden  die  drei  Puncte  E,  D\  J  (Fig.  47*) 
nach  Belieben,  und  mit  D'  in  einer  anderen  Geraden  willkürlich 
zwei  Puncte  M  und  JNT.     Hiermit  suche  man  die  Puncte 

P=MJ   NE,    Q  =  ME'NJ,    R  =  NJ'  UP,    S=MJ    UQ, 

so  ist 

J'=  D'E  '  PQ  und  D  =  D'E  •  BS, 

Denn  vermöge  §.  198,  3  ist  alsdann  im  Dreiecke  J  MN: 

(£,  J,  B\  ^')  =  -  1  : 

und  im  Dreiecke  URS: 

wie  erforderlich. 

Dass  dieselben  DoppelschnittsYcrhältnisse  in  der  Linie  AE 
(Fig.  47)  ZAvischcn  den  Puncten  A,  E,  A'  und  den  Durchschnitten 
dieser  Linie  mit  den  Ebenen  FKL  und  BC'U  stattfinden,  und 
eben  so  in  den  Linien  BE  und  CE^  leuchtet  von  selbst  ein. 

§.  210.  Ohne  uns  bei  diesen  speciellen  Untersuchungen  länger 
aufzuhalten,  wollen  wir  nun  das  bisherige  System  von  Ebenen,  auf 
dieselbe  Art,  wie  dies  im  Vorigen  bei  einem  Systeme  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  geschah,  erweitem,  indem  wir  durch  je  drei  der 
schon  gefundenen  Durchschnittspuncte ,  wenn  sie  noch  nicht  durch 
Ebenen  verbunden  sind,  neue  Ebenen  legen,  und  so  fort  ohne  Ende. 

Ein  solches  aus  fünf  Puncten  im  Räume  entstehendes  System 
von  Ebenen  heisse  ein  Netz  im  Räume.  Die  Ebenen  selbst,  die 
Geraden,  in  denen  sich  die  Ebenen  zu  zweien,  und  die  Puncte,  in 
denen  sie  sich  zu  dreien  schneiden,  wollen  wir  Ebenen,  Linien 
und  Puncte  des  Netzes  nennen,  die  fünf  Puncte  aber,  welche 
der  Construction  zum  Grunde  gelegt  werden,  die  fünf  Ilaupt- 
puncte  des  Netzes. 

Von  diesem  Netz  im  Räume  sollen  nun,  eben  so  wie  vorhin 
von  dem  ebenen  Netze,  die  allgemeinen  Eigenschaften  entwickelt 
Herden. 

§.  211.     Lehrsatz.     Sind  A.  B,   C\  1)  und 

E  =  aA-\-hB-\-cC-\'dD 

die   fünf  Hauptpuncte   eines  Netzes   im  Räume,    so   lässt   sich  jeder 
andere  Punct  des  Netzes  unter  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

ipaA-^-  x^B  -\-\l)cC  +  bidD 
darstellen,   wo  (/),  /,  \p ^  lo  rationale  Zahlen  sind,   die  nicht  von  der 
gegenseitigen   Lage    der    fünf   Hauptpuncte,    sondern   bloss  von   der 
fortgesetzten  Verbindungsart  derselben  durch  Ebenen  abhängen. 
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Beweis.  Jeder  neue  Punct  P  des  Netzes  ergiebt  sich  als  der 
Durchschnitt  dreier  Ebenen  a,  ß^  y,  von  denen  jede  durch  drei  schon 
Torher  gefundene  Puncte  geht,  so  dass  folgUch  zur  Bestimmung  von 
P  im  Allgemeinen  neun  Puncte  erforderlich  sind.  Man  kann  sich 
aber  die  Fortsetzung  des  Netzes  noch  einfacher  auf  solche  Weise 
vorstellen,  dass  jeder  neue  Punct  als  der  Durchschnitt  einer  Geraden 
durch  zwei,  und  einer  Ebene  durch  drei  bereits  gefundene  Puncte 
erhalten  wird,  und  daher  in  Allem  nur  fünf  Puncte  zu  seiner  Be- 
stimmung erfordert  werden. 

Denn  seien  JF,  G,  H  die  drei  schon  bekannten  Puncte,  wodurch 
die  Ebene  a  bestimmt  wird.  Hieraus  werden  erhalten  /,  als  der 
Durchschnittspunct  der  Geraden  FG  mit  der  Ebene  ß,  und  K  als 
der  Durchschnitt  von  FH  mit  ß\  so  sind  /  und  K  zwei  Puncte  in 
der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  et  und  ß^  und  mithin  der  Durch- 
Bchnittspunct  P  aller  drei  Ebenen  a^  ßj  y  einerlei  mit  dem  Durch- 
Bchnitte  der  Geraden  IK  und  der  Ebene  y. 

Werde  nun  diese  letztere  durch  die  drei  schon  früher  erhaltenen 
Puncte  Lj  M,  N  bestimmt.    Man  setze  die  fünf  Puncte  /,  Kj  L,  M,  N: 

il  =  daA  +  t"4  J5  +  rcC-3t  i'"dB, 

kK=  %'aA  +  x"*JS  +  %"cC+  %"'dD, 

IL  =  X'aA-{- ...,     mM  =^  ii'aA-{' ...,     nN=  v^aA^  .,, 

Somit  hat  man  fünf  Gleichungen,  aus  denen  man,  nach  Elimi- 
nation von  aAj  bB,  cC  und  dDj  eine  Gleichung  von  der  Form 
bekommt: 

u'/+  'KkK+  UL  +  fimM+  vnN=  0, 

deren  Coefficienten  t,  x,  A,  ju,  r  aus  den  Coefficienten  t',  x',  A',  ^u', 
r',  c'y  x",  ...  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden. 

Hieraus  folgt  P,  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  IK  mit  der 
Ebene  LMN: 

P  =  cil+  KkK=  UL  4-  fimM+  vnN, 

und  wenn  man  darin  für  il  und  kK  ihre  durch  a-4,  JJ?,  cC7,  dD 
ausgedrückten  Werthe  substituirt,  und  der  Kürze  willen 

ii;+  xx'=  9),     ^t"+  xx"=  X;     ^^'"+  xx'"=  t/;,     ir-\'  xx""=  u 
setzt  * 

Sind  demnach  die  Coefficienten  i\  x',  A',  ju',  i/,  C\  x",  ...  rational, 
so  haben  auch  die  Coefficienten  t,  x,  A,  /i,  v^  folglich  auch  qp,  Xi  V>  ^ 
rationale  Werthe.  Sind  folglich  die  Ausdrücke  der  fünf  Puncte  /,  if, 
i,  3/,  N  von  der  im  Lehrsatze  angezeigten  Form,  so  ist  es  auch  der 
Ausdruck  des  neuen  durch  sie  bestimmten  Punctes  P.     Nun  kommt 

17* 
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aber  diese  Form  den  Ausdrücken  der  fünf  Hauptpunete 

A,  ß,  C,D,E=aA  +  .,.  +  dD 

selbst  zu  (vergl.  §.  201);  mithin  auch  den  Ausdrücken  aller  daraus 
abgeleiteten  Puncte,  d.  h.  aller  übrigen  Puncte  des  Netzes. 

§.212.  Zusätze,  a)  Jeder  Punct  der  Geraden  IKj  welcher 
zugleich  ein  Punct  des  Netzes  ist,  hat  einen  Ausdruck  von  der  Form 
lil+KkK,  wo  t  und  x  von  einem  Puncte  zum  anderen  veränder- 
lich und  rational  sind.     Wir  folgern  hieraus,  wie  in  §.  202,  a: 

Jedes  in  dem  Netz  im  Räume  sich  bildende  DoppeUchniiUter- 
haltniss  ist  rational. 

b)  Jeder  in  der  Ebene  LMN  begriffene  Punct  des  Netzes  hat 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

UL  +  umM+vnN, 

wo  A,  //,  V  von  einem  Puncte  des  Netzes  zum  anderen  veränderlich 
und  rational  sind.  Durch  geradlinige  Verbindung  irgend  vier  solcher 
Puncte  müssen  daher  alle  übrigen  in  die  Ebene  LMN  fallenden 
Puncte  des  Netzes  abgeleitet  werden  können  (§.  204);  oder: 

Das  System  von  Geraden,  in  welchem  eine  Ebene  eines  Netzes  im 
Räume  von  den  übrigen  Ebenen  des  Netzes  geschnitten  tvirdj  bildet  ein 
Netz  in  einer  Ebene, 

c)  Sei  noch 

oO  =  o'aA  +  o"bB  +  o"'c  C  +  o"*dD 

ein  Punct  des  Netzes  im  Räume ,  und  daher  o',  . . . ,  o""  rational. 
Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  den  obigen  Gleichungen 
für  /,  7f,  Z,  M  die  Fundamentalpuncte  A,  Bj  C\  JJ,  so  erhält  man 
für  O  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

O  =  i,iI+'/.,kK+  )JL  +  //,w3/, 

wo  /,,  ...,  //,  rational  sind;  also  einen  Ausdruck,  welcher  den  Puncten 
des  Netzes  zukommt,  das  aus  den  fünf  Puncten  7,  K^  X,  M  und 

N'=:  iil  +  '/,kK+  )JL  +  fifnMj 

als  Ilauptpuncten ,  abgeleitet  werden  kann.  (Vergl.  §.  202,  h.)  Da 
nun,  wie  der  folgende  §.  zeigen  wird,  nicht  nur  jeder  Punct  dieses 
Netzes  seinem  Ausdrucke  nach  von  einer  solchen  Form  ist,  sondern 
auch  umgekehrt  jeder  Punct  von  dieser  Form  zu  dem  Netze  selbst 
gehört,  so  schliessen  wir  analog  mit  §.  204: 

Je  fünf  Puncte   eines  Netzes  im  Räume  ^    von  denen  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen^    kennen  als  die  fünf  Hauptpunete  betrachtet ^    und 
daraus  alle  üWigen  Puncte  durch  fortgesetztes  Legen   von  Ebenen  ge- 
funden werden. 
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§.  213.     Lehrsatz.     Sind  -4,  B,  (7,  D  und 

E  =  aA  +  bB  +  cC'\'dD 

fünf  gegebene  Puncte,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen, 
so  kann  man  zu  jedem  sechsten  Puncte 

P=(paA  +  xbB+ipcC+iodD, 

wenn  f)f>,  /,  (//^  (o  in  rationalen  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteren  gelangen. 

Beweis.  Man  lege  die  Ebene  ABC  und  ziehe  die  Gerade  DEj 
welche  jene  im  Puncte 

D'=aA  +  hB  +  cC 

schneidet,  so  kann  man  nach  §.  203  durch  fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Puncte  -4,  J?,  C,  1/  den  Punct 

linden.     Eben  so  erhält  man  in  der  Ebene  ABD  den  Punct 

C'=  üA  +  bB  +  dD, 

als  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  CEy  und  hieraus 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  Puncte  A,  B,  Z>,  C"  den  Punct 

(paA  +  xiB  +  ^äl>  =  -B- 
Zieht  man  nun  die  Geraden  DQ  und  CMj  so  werden  sich  diese  in 
dem  gesuchten  Puncte 

F=(paA  +  xiJS  +  xifcC+(odD 
schneiden. 

§.  214.  Lehrsatz.  Sind  -4,  B,  C,  D,  E  fünf  gegebene  Puncte, 
Ton  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen^  und  ist  P  ein  gegebener 
sechster^  so  kann  man  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteren 
mit  Ebenen  einen  Punct  finden^  der  mit  dem  sechsten  entweder  zu- 
sammenfällt^  oder  von  ihm  um  einen  Abstand  entfernt  Uegtj  der  kleiner 
ist  als  jeder  gegebene. 

Beweis.    Seien,  Aj  Bj  C,  D  zu  Fundamentalpuncten  genommen, 

E  =  aA  +  bB  +  cC+dD,     P  =  pA  + qB +  rC'h9D. 

Man  setze 

p       q       r        s 

a       b       c        d         A'    A     r       ? 

so  wird 

P=cpaA  +  xf>^+^cC+(odD, 

Sind  nun  die  gegenseitigen  Verhältnisse  der  Coefficienten  <jr>,  %,  i/',  cj 
rational,  so  lässt  sich  (§.  213)  durch  fortgesetzte  Verbindung  der 
Puncte  Aj  J5,  C,  Z>,  E  ein  mit  P  zusammenfallender  Punct  finden. 
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Sind  aber  diese  Verhältnisse  alle  oder  doch  etliche  derselben 
irrational,  so  beschreibe  man  um  P  mit  dem  gegebenen  Abstände» 
als  Halbmesser,  eine  Kugel ,  und  um  dieselbe  eine  sie  einhüllende 
Kegelfläche,  welche  D  zur  Spitze  hat.  Diese  Kegelfläche  wird  die 
Ebene  ABC  m  einer  Ellipse  schneiden,  —  den  Fall  ausgenommen, 
wo  die  Kugel  von  der  durch  D  mit  ABC  parallel  gelegten  Ebene 
geschnitten  oder  berührt  wird.  Um  aber  auch  in  diesem  Falle  eine 
Ellipse  zu  erhalten,  nehme  man  an  der  Stelle  jener  Kugel  eine 
andere  in  ihr  enthaltene  Kugel,  welche  von  der  gedachten  Ebene 
nicht  geschnitten  oder  berührt  wird.  —  Man  ziehe  nun  die  Gerade 
DEj  welche  die  Ebene  ABC  vm  Puncte 

aA  +  bB  +  cC 

trifft,  und  es  lässt  sich,  ganz  so  wie  in  §.  205,  darthun,  dass  es  in 
der  Ebene  ABC  innerhalb  jener  Ellipse  Puncte  giebt,  in  deren 
Ausdrücken , 

zZ  =  (p'aA  +  /&  J5  +  ip'c  C 

V'y  X'y  V^'  rational  sind.  Man  verbinde  einen  solchen  Punct  Z  mit 
D  durch  eine  Gerade,  so  wird  diese  die  Kugelfläche  in  zwei  Puncten 
M  und  N  schneiden,  welche  man 

M=mdD  +  zZ  und  N=ndD  +  zZ 

setze.  Sei  nun  (o'  eine  zwischen  m  und  n  fallende  rationale  Zahl^ 
so  ist  (o'dD  -^  zZ  ein  zwischen  M  und  iV,  folglich  innerhalb  der 
Kugel  liegender  Punct,  folglich  ein  Punct,  der  von  P  um  einen 
Abstand  entfernt  ist,  welcher  kleiner  ist,  als  der  gegebene.  Zugleich 
aber  ist  der  Ausdruck  dieses  Punctes 

w'dD  +  zZ=  (p'aA  +  xbB-\-  ii>'cC+  o/dl), 

wo  r/)',  x\  xp\  iü  rationale  Zahlen  sind.  Mithin  kann  dieser  Punct 
zugleich  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Puncte  A,  B,  6',  Z>,  E 
gefunden  werden. 


Von  VieleckschnittsYerhältnissen. 

§.  215.  Bezeichnen  A^  B,  ...,  aA-^-bB-]-,..  die  vier  oder 
fünf  Ilauptpuncte  eines  Netzes  in  einer  Ebene  oder  im  Räume,  und 
sind 

il=  i'aA  +  c'bB-h...,     kK=  /aA  +  '/'bB  +  .,., 

wo  l\  i\  ...,  *//,  ...  rationale  Zahlen  vorstellen,  irgend  zwei  andere 
Puncte  des  Netzes  (Fig.  4S),  so  kann  jeder  in  der  Geraden  IK  ent- 
haltene Punct  des  Netzes, 
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P=iiI+7ckK, 
oder  einfacher 

gesetzt  werden^  wo  c  eine  rationale  Zahl  ist  (§.  202,  a  und  §.  212,  a). 
Wir  zogen  hieraus   (ebendaselbst)   den   Schluss,    dass  jedes   aus  den 
Puncten  eines  Netzes  entstehende  Doppel- 
schnittsverhältniss  einen  rationalen  Werth 
haben  müsse.      Dieser  Schluss    lässt  sich 
aber  noch  sehr  verallgemeinem.  x^^r. 

Denn  sei 


ein  beliebiger  dritter  Punct  des  Netzes, 
also  l',  k"y  ...  rational,  so  wird  man  auf 
gleiche  Weise  einen  in  die  Gerade  KL  fallenden  Netzpunct, 

und  einen  in  der  Geraden  LI  begriffenen, 

R  =  XIL  +  il 

setzen  können,  wo  x  und  X  rational  sind. 

Werden  nun  diese  Ausdrücke  für  P,  Q,  R  in  Proportionen  auf- 
gelöst, so  kommt: 

Jj^  —  A     ^  —  L      k^  —  ± 
PK  ~  Li'    QL~  Ak'    RI~Xr 

und  wenn  man  diese  Proportionen  zusammensetzt: 

IP      KQ     LR  _     1 
J  PK  '  QL  '  RI  ~  i%V 

d.  h.  das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  /iT,  KL^  LI  des  Dreiecks  IKL  in  P,  Q,  -ß  geschnitten 
werden,  und  welches  wir  kurz  ein  Dreieckschnittsverhältniss 
nennen  wollen,  ist  rational.  Die  einfachsten  Beispiele  hierzu  sind 
die  Sätze  1)  und  2)  in  §.  198. 

Sei  M  noch  irgend  ein  anderer  Netzpunct,  der,  wenn  das  Netz 
im  Räume  enthalten  ist,  auch  ausserhalb  der  Dreiecksebene  IKL 
liegen  kann.  Seien  femer  S  und  T  zwei  Netzpuncte,  welche  resp. 
in  den  Geraden  LM  und  IM  liegen,  so  wird,  aus  demselben  Grunde 
wie  vorhin,  das  Dreieckschnittsverhältniss 

IR      LS     MT 

RL  '  SM  '   TI 

rational  sein.  Multiplicirt  man  dasselbe  in  das  vorige,  also  Ratio- 
nales mit  Rationalem,  so  kommt 
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IP      KQ     LS      MT 

^  PK      QL     SM  '    TI  ' 

d.  i.  das  y erhältniss ,  zusammengesetzt  aus  den  Verhältnissen,  nach 
welchen  die  Seiten  des  Vierecks  IKLM  in  P,  Q,  S,  T  getheilt 
werden.  Dieses  Verhältniss,  welches  kurz  ein  Viereckschnitts- 
verhältniss  heissen  kann,  wird  daher  ebenfalls  einen  rationalen 
Werth  haben. 

Construirt  man  über  der  einen  Seite  dieses  Vierecks,  z.  B.  über 
311,  ein  neues  Dreieck  MNI,  dessen  Spitze  JV  wiederum  ein  Punct 
des  Netzes  ist,  und  nimmt  in  den  Seiten  desselben  MN  und  NI 
zwei  Netzpuncte  U  und  V,  so  erhellet  nach  derselben  Schlussart 
die  Bationalität  des  Fünfeckschnittsverhältnisses: 

IP      KQ      I^      MTU     NV 
^J  PK      QL      SM  '  UN      VI' 

und  so  fort  bei  Vielecken  von  noch  mehreren  Seiten.  Wir  stellen 
daher  die  allgemeine  Erklärung  auf: 

Ein  Vieleckschnittsverhältniss  (ratio  sectionalis  polygonica)  ist  ein 
VerhältnisBj  zusammengesetzt  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  bei 
einem  ebenen  oder  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  Vielecke  Jede  Seite, 
—  den  Anfangs-  und  Endpunct  derselben  zum  End^  und  Anfangspunct 
der  anliegenden  Seiten  genommen,  —  von  einem  beliebigen  dritten  in 
der  Seite  selbst  oder  in  ihrer  Verlängerung  liegenden  Puncte  ge- 
schnitten wird. 

Und  nun  das  Theorem: 

Jedes  Vieleckschnittsverhältniss,  bei  tcelchem  sowohl  die  Spitzen 
des  Vielecks,  als  die  Schneidepuncte  der  Seiten  Puncte  eines  Netzes  in 
einer  Ebene  oder  im  Räume  sifid,  hat  ei?ien  rationalen  Werth, 

§.  216.  Zusätze,  a)  Als  das  einfachste  Vieleckschnittsver- 
hältniss ist  das  Doppelschnittsvcrhältniss  zu  betrachten.  Schreibt 
man  nämlich  das  Doppelschnittsvcrhältniss 

AC      AI) 
CB  •    DB 

unter  der  Form 

AC      BT) 

^ !  CB     'DA' 

so  ist  es  das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  zwei 
Seiten  AB  und  BA  eines  Zweiecks,  erstere  in  C,  letztere  in  7/, 
(r<»8(hnitten  werden.  Ein  Doppelsclmittsverhältniss  könnte  man  daher 
auch  ein  Zweieckschnittsverhältniss  nennen. 
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b)  Die  Rationalität  eines  in  einem  Netze  sich  bildenden  Viel- 
eckschnittsverhältnisses lässt  sich  sehr  leicht  auch  dadurch  beweisen, 
dass  man  es  nach  und  nach  auf  ein  in  demselben  Netze  enthaltenes 
und  folgUch  rationales  Doppelschnitts-  oder  Zweieckschnittsver- 
hältniss  reducirt.  Denn  seien,  wie  vorhin,  P,  Q^  R  die  Schneide- 
puncte  der  Seiten  des  Dreiecks  IKL.    Man  setze 

IL'  PQ=  X, 

80  ist  auch  X  ein  Punct  des  Netzes,  und  nach  §.  198,2: 

IP      KQ  _       IX 
PK   '  QL~       XL' 

Hierdurch  aber  reduciren  sich  die  Vieleckschnittsverhältnisse 
3],  4],  5],  ...  auf: 

IX      LR  IX      LS      MT 


XL  '  RI'         XLSM'TI' 

_  /X      LS^     MU     NV 
XL'  SM  '  UN  '  VI' 

also  auf  die  Formen  2],  3],  4],  ...,  von  denen  man  nun  auf  gleiche 
Weise  das  zweite  und  die  folgenden  auf  die  Formen  2],  3],  . . . ,  und 
mithin  jedes,  nach  genugsam  wiederholter  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens, auf  die  Form  2],  d.  i.  auf  ein  aus  Netzpuncten  gebildetes 
Doppelschnittsverhältniss  bringen  kann. 

c)  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Spitzen  des  Vielecks  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen, 
kann  ein  Vieleckschnittsverhältniss  unmittelbar  als  ein  Product  aus 
Doppelschnittsverhältnissen  ausgedrückt  werden.    Denn  alsdann  wird 

^.     _       tlP^     KQ\  iIQ_     LR\ 
^^     —  —  \PK  •   Ql)  \QL  '  RlJ 

=^-(I,K,P,Q)iI,L,Q,R), 

^-1     ""  \PK  '  ql)  \QL  '  Slj  \SM  '    Tif 

=  (/,  K,  P,  Q)  (/,  A  Q,  S)  (/,  3f,  S,  T); 
u.  s.  w. 
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Siebentes  Capitel. 

Von  der  Verwandtschaft  der  CoUineation. 


§.  217.  Die  in  den  ersten  Capiteln  des  gegenwärtigen  Ab- 
schnitts erklärten  vier  Verwandtschaften  hatten  sämmtlich  dieses  mit 
einander  gemein,  dass  bei  zwei  in  einer  dieser  Verwandtschaften 
stehenden  Figuren,  —  wenn  anders  nicht  jede  Figur  bloss  ein  Sy- 
stem von  Puncten  in  einer  Geraden  war,  —  jeder  Geraden  der  einen 
Figur  eine  gerade,  nicht  krumme,  Linie  der  anderen  entsprach,  und 
dass  folglich  bei  Figuren  im  Räume  jede  Ebene  der  einen  Figur,  in 
der  anderen  Figur  gleichfalls  eine  Ebene  zur  entsprechenden  Fläche 
hatte.  Zu  dieser  gemeinsamen  Eigenthümlichkeit  musste,  wenn  die 
Figuren  einander  affin  heissen  sollten,  die  Gleichheit  der  Verhält- 
nisse zwischen  sich  entsprechenden  Thcilen  der  Ebene  oder  des 
Raums  hinzukommen.  Die  Affinität  war  die  allgemeinste  Verwandt- 
schaft, und  es  traten  daher  noch  andere  Bedingungen  hinzu,  wenn 
die  Figuren  einander  gleich,  oder  ähnlich,  oder  beides  zugleich  sein 
sollten. 

Gegenwärtig  soll  nun  das  sich  Entsprechen  gerader  Linien  (und 
Ebenen)  als  alleiniges  Merkmal  verwandter  Figuren  beibehalten,  und 
somit  eine  Verwandtschaft  aufgestellt  werden,  welche  allgemeiner 
noch  als  die  Affinität,  ja  die  allgemeinste  ist,  nach  welcher  in  dem 
Theile  der  Geometrie,  welcher  sich  bloss  mit  Geraden  und  Ebenen 
beschäftigt,  Fij^ren  einander  verwandt  heissen  können.  (Bei  einer 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft,  —  und  deren  lassen  sich  unend- 
lich viele  denken,  —  wird  einer  Geraden  eine  Curve,  und  einer 
Ebene  eine  krumme  Fläche  entsprechen.) 

Das  Wesen  dieser  neuen  Verwandtschaft  bestellt  also  darin,  dass 
bei  zwei  ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  jedem  Puncte  des  einen 
Raums  ein  Punct  in  dem  anderen  Räume  dergestalt  entspricht,  dass, 
wenn  man  in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von 
allen  Puncten ,  welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden  (colli- 
/it'antur),  die  entsprechenden  Puncte  in  dem  anderen  Räume  gleich- 
falls durch  eine  Gerade  verbunden  werden  können. 

Eh  ist  deshalb  diese  Verwandtschaft  die  Verwandtschaft  der 
CoUineation  genannt  worden.     Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 


§,  218.  Cap.  7.    Verwandtschaft  der  Collineation.  267 

findet,  heissen  collinear  verwandte,  oder  schlechthin  coUineare 
Figuren. 

§.  218.  Die  Art  und  Weise,  nach  der  man  die  Puncte  zweier 
Räume,  bloss  dem  so  eben  erklärten  Gesetze  der  Collineation  ge- 
mäss, gegenseitig  auf  einander  beziehen  kann,  erhellet  ganz  leicht 
aus  den  im  vorigen  Capitel  entwickelten  Eigenschaften  der  geome- 
trischen Netze. 

Denn,  um  mit  ebenen  Figuren  den  Anfang  zu  machen,  so  ent- 
spreche dem  Puncte  A  (Fig.  49)  in  der  einen  Ebene,   der  Punct  A' 


B  E 


in  der  anderen,  dem  B  in  der  einen,  der  B'  in  der  anderen,  und 
folglich  jedem  Puncte  in  der  Geraden  AB^  ein  gewisser  Punct  in 
der  Geraden  A'B\  Sei  ferner  C  ein  ausserhalb  AB  befindlicher 
dritter  Punct  in  der  ersten  Ebene,  welchem  man  in  der  zweiten 
einen  willkürlich  ausserhalb  AB'  genommenen  Punct  C  entspre- 
chend setze,  so  wird  wiederum  jedem  Puncte  der  Geraden  AC  und 
BC  ein  Punct  in  den  resp.  Geraden  A'C  und  B'C  entsprechen. 
Welcher  Punct  aber  in  den  Linien  ÄB\  ÄC  oder  BC  irgend 
einem  gegebenen  in  den  Linien  AB,  AC  oder  BC  als  entsprechend 
zugehöre,  bleibt  bis  auf  die  Puncte  A,  B,  C,  A',  ...  selbst  noch 
unbestimmt.  Man  nehme  daher  willkürlich  noch  ein  viertes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte,  D  und  iX,  ausserhalb  jener  Geraden, 
und  es  werden  die  Puncte  der  Geraden  A'D',  SD\  C*D*  ihre  ent- 
sprechenden in  den  Geraden  AD,  BD,  CD  haben.  Zugleich  aber 
werden  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  vorigen  zu  neuen 
Paaren   sich   entsprechender  Puncte  hinführen.     Setzt  man  nämlich: 

AD-  BC=E,     BD-  AC=F,     CD'  AB=  G, 
A'D'-  B'C=  E\     EU-  AC=  F\     CD'-  ÄB'=  G', 

so  muss  E'j  als  gemeinschaftlicher  Punct  der  Geraden  A'D'  und 
B'C,  dem  E,  als  dem  gemeinschaftlichen  Puncte   der  Geraden  AD 
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und  B  C,  und  aus  gleichem  Grunde  F'  dem  F,  und  G'  dem  G  ent- 
sprechen. 

Man  ziehe  femer  die  Geraden  EF,  EG,  FG  und  E'F,  E'0\ 
F'G',  und  setze: 

EF'  CD  =  n,    EF'  AB  =  I, 
etc 

E'F  •  C'iy=  H\    E'F'  A'B'=  /', 

etc.,  so  sind  H  und  H',  I  und  /',  etc.  sich  entsprechende   Puncte. 

Ganz  so,  wie  im  vorigen  Capitel,  lässt  sich  nun  dieses  Verbinden 
der  immer  neu  entstehenden  Durchschnittspuncte  in  beiden  Ebenen 
ohne  Ende  fortsetzen,  und  somit  eine  unendliche  Menge  sich  ent- 
sprechender Puncte  finden. 

Da  man  nun,  vermöge  §.  205,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
von  vier  Puncten  in  einer  Ebene  durch  gerade  Linien  zu  jedem 
gegebenen  fünften  Puncte  in  derselben  Ebene  entweder  unmittelbar, 
oder  doch  in  sofern  gelangen  kann,  dass  man  einen  anderen  findet, 
welcher  von  dem  fünften  um  weniger,  als  um  jeden  gegebenen  Ab- 
stand entfernt  ist;  so  muss  sich,  nachdem  die  vier  ersten  Paare  ent- 
sprechender Puncte  A  und  A\  ...  nach  Belieben  bestimmt  worden 
sind,  für  jeden  Punct  P  der  einen  Ebene  ein  entsprechender  P'  in 
der  anderen  angeben  lassen;  dergestalt  nämlich,  dass  man  dieselbe 
Operation  des  Ziehens  gerader  Linien,  durch  welche  man,  von  A,  By 
C,  D  ausgehend,  zu  P  zu  gelangen  im  Stande  ist,  in  der  anderen 
Ebene,  von  Ä ,  S ,  C\  U  ausgehend,  wiederholt. 

§.  219.  Jeder  Punct  P,  den  man  durch  fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Puncte 

A,  B,  C  und  D  =  aA  +  hB  +  cC 

findet,  hat  nach  §.  201   einen  Ausdruck  von  der  Form: 

^aA  +  x^^+  «/^^^'' 

wo  (fj  X,  ip  bloss  von  der  Art  und  Weise  der  fortgesetzten  Verbin- 
dung und  nicht  zugleich  von  a^  b,  c  abhängige  Coefficienten  sind. 
Dem  so  eben  Gesagten  zufolge  wird  daher, 

D'=aA'-]^b'B'+cC' 
gesetzt , 

P'=  (faA'+x^'B'+  ^'^'O' 

sein,  wo  y,  x»  ^  dieselben  Werthe,  als  in  dem  Ausdrucke  für  P, 
haben.     Da  nun  auch  umgekehrt  jeder  Punct  der  Ebene  ABCy 

=  (faA-irx^B+  «/'<  C 
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gesetzt  und  nach  Angabe  der  Werthe  von  q>j  Xi  ^  durch  blosses. 
Ziehen  gerader  Linien  gefunden  werden  kann,  nur  mit  der  Be- 
merkung, dass,  wenn  die  Verhältnisse  dieser  Coefficienten  irrational 
sind,  die  Anzahl  der  zu  ziehenden  Linien  unendlich  wird,  so  lassen 
sich  bei  der  Collineationsverwandtschaft  ebener  Figuren,  entsprechende 
Puncte  auch  folgendergestalt  barycentrisch  definiren: 

Werden  vier  beliebigen  Puncten  -4,  J5,  C,  D  der  einen  Ebene, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  vier  beliebige  Puncte 
A\  J?',  C,  D'  unter  der  nämlichen  Bedingung  in  der  anderen  Ebene 
entsprechend  angenommen,  so  entspricht  jedem  anderen  Puncte  P 
in  der  ersten  Ebene  der  Punct  P'  in  der  zweiten,  wenn, 

D  =  aA  +  bB  +  cC,     P  =pA  +  qB  +  rC, 
D'=  a'A'+  b'B'+  c'C\     P=pA'+  q'E+  r'C 

gesetzt,  sich  verhalten: 

Man  kann  daher  auch  sagen:  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
eines  Punctes, 

(paA'\-  xhB  -{-xpcCj 

sind  für  eine  und  dieselbe  Ebene  A,  B,  C,  a,  J,  c  constant,  und  von 
einem  Puncte  der  Ebene  zum  anderen  qn,  x,  \p  veränderlich ;  dagegen 
von  einer  Ebene  zur  anderen  Aj  By  Cj  a,  J,  c  veränderlich,  und  für 
sich   entsprechende  Puncte  verschiedener  Ebenen  (fj  Xi  ^  constant. 

§.220.  Zusätze.  a)  Hat  man  die  vier  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  A  und  A\  B  und  -B',  C  und  C,  D  und  D'^ 
festgesetzt,  so  wird  jedem  anderen  Puncte  P  der  Ebene  ABC  ein 
Punct  P\  und  nur  einer,  in  der  Ebene  A'B'C  entsprechen.  Denn 
mit  den  Puncten  Aj  B,  C\  Z>,  P  sind  die  Verhältnisse  a  .  b  \  c  und 
(p  :  X  •  V^i  und  mit  den  Puncten  A',  B\  C",  D*  die  Verhältnisse 
d \  V \  c  gegeben;  folglich  sind  auch  in  dem  Ausdrucke  für  P'  die 
Verhältnisse  tpa:  xb':  ifjc\  und  mithin  P'  selbst,  unzweideutig  be- 
stimmt. 

b)   Ist  in  den  Ausdrücken  zweier  sich  entsprechender  Puncte, 

q^aA  +  x^S  +  V^cC  und  (paA'+xf>'S'+^<^'0\ 
die  Summe  der  Coefficienten  des  einen 

g)a  +  x*  +  V^^  =  0, 
so  folgt  daraus  nicht,  dass  auch 

(jpa'-f-  xÄ'+  xpc'=  0 
ist.    Einem  unendlich  entfernten  Puncte  der  einen  Ebene,  d.  h.  einem 
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solchen,  der  als  der  Durchschnitt  zweier  Parallelen  anzusehen  ist, 
wird  daher  im  Allgemeinen  nicht  ebenfalls  ein  unendlich  entfernter 
in  der  anderen  Ebene  entsprechen ;  und  umgekehrt  kann  es  der  Fall 
sein,  dass  von  den  Geraden,  welche  sich  in  der  einen  Ebene  in  P 
schneiden,  die  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  ein- 
ander parallel  laufen. 

c)    Bezeichnen  y,  /,  V   gegebene    Functionen    einer  Veränder- 
lichen, so  sind 

(paA  +  xhB  +  xpcC  und  (pa'A'+x^'^+^c'C' 

die  Ausdrücke  zweier  sich  entsprechenden  Linien.  Da  sich  die 
Coefficienten  dieser  Ausdrücke  nur  durch  die  Verschiedenheit  der 
in  rpj  Xi  V'  multiplicirten  Constanten  unterscheiden,  so  erhellet,  dass 
auch  bei  der  Collineationsverwandtschaft  die  Ordnung  der  Linien 
sich  nicht  ändert.  Wie  schon  die  in  §.217  gegebene  Erklärung  ver- 
langt, entspricht  daher  einer  Geraden  eine  Gerade.  Femer  wird  die 
einer  Linie  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  entsprechende 
Linie  ebenfalls  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  sein.  Einer 
gegebenen  Ellipse  kann  aber  nicht  nur  jede  andere  Ellipse,  wie  bei 
der  Affinität  (§.  173),  sondern  auch  jede  Hyperbel  und  jede  Parabel 
entsprechen,  oder  mit  anderen  Worten:  sämmtliche  drei  Arten  von 
Kegelschnitten  sind  coUinear  verwandt.  Dies  erhellet  sogleich  dar- 
aus,  dass  sich  jedes  Kegelschnittes  Ausdruck  auf  die  einfache  Form 

aA  +  bvB  +  cv^C 

bringen  lässt  (§.  61,  IV),  bei  der  Collineationsverwandtschaft  aber 
nicht  nur  die  Puncto  A,  B,  C\  sondern  auch  die  Coefficienten  ö,  h,  c 
von  einer  Figur  zur  anderen  veränderlich  sind. 

§.  221.     In  dem  allgemeinen  Ausdrucke 

(paA-^  xhB  -\-  ilfcC 

eines  Punctes,  welcher  dem  aus  den  vier  Hauptpuncten 

A,  B,  C  und  aA  +  bB  +  cC 

entsprinjjfondcn  ebenen  Netze  zugehörte,  standen  (p,  Xi  V^  ^^^  ratio- 
nalen Verhältnissen  zu  einander,  und  alle  anderen  bei  dem  Netze 
als  rational  erwiesenen  Verhältnisse  waren  es  deshalb,  weil  sie,  als 
rationale  Functionen  solcher  Verhältnisse,  wie  (p  -  x  -  V'^  dargestellt 
werden  konnten.  Bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung,  welche  sich 
nicht  bloss  auf  die  Netzpuncte,  sondern  auch  auf  alle  anderen  Puncte 
der  Ebene  erstreckt,  sind  nun  zwar  die  Verhältnisse  (p  '  X  '•  ^  nicht 
mehr  rational,  zeichnen  sich  aber  dadurch  aus,  dass  sie  von  einer 
Kb(?ne  zur  anderen  ihre  Werthe  behalten.    Wir  können  folglich  den 
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Schluss  machen,  dass  alle  bei  dem  Netz  als  rational  erwiesenen  Ver- 
hältnisse gegenwärtig  von  einer  Ebene  zur  anderen  constant  sind. 
Dies  berechtigt  uns  weiter  zu  nachstehenden  Folgerungen: 

1)  Nach  §.  204  können  je  vier  Puncto  /,  JT,  i,  M  eines  ebenen 
Netzes,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  als  Haupt- 
puncte  genommen  werden;  oder  mit  anderen  Worten:  ist 

M=iI'\-hK+lL, 

und  wird  irgend  ein  anderer  Punct  des  Netzes 

gesetzt,  so  sind  die  Verhältnisse  ^  :  x  :  X  rational.  Bezeichnen  daher 
I,  ,,.,  M^  P  überhaupt  fünf  Puncto  einer  Ebene,  und  sind  /', . . .,  Jf ',  P' 
die  ihnen  entsprechenden  in  einer  collinearen  Figur,  so  muss,  wenn 

gesetzt  wird, 

sein..  Sind  folglich  zwei  Figuren  nach  der  in  §.219  gegebenen  Er- 
klärung coUinear  verwandt,  so  sind  sie  dies  nicht  bloss  in  Bezug  auf 
ein  bestimmtes  System  von  vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncto 
{A  und  A'j  . . . ,  2>  und  D') ,  sondern  können  auch  auf  jedes  andere 
System  dieser  Art  (/  und  /',  ...,  M  und  Jf')  als  coUineare  Figuren 
bezogen  werden. 

Systeme,  deren  jedes  nur  aus  vier  Puncten  in  einer  Ebene  be- 
steht, lassen  sich  stets  als  collinear  verwandt  betrachten,  —  eben  so, 
wie  alle  Dreiecke  einander  affin,  und  alle  Systeme  von  bloss  zwei 
Puncten  einander  ähnlich  sind. 

2)  Wir  haben  in  §.  202,  a  gesehen,  dass  alle  Doppelschnittsver- 
hältnisse eines  ebenen  Netzes  rational  sind,  und  schliessen  daraus, 
dass  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten 
collinearer  Figuren  gleiche  Werthe  haben.  Sind  also  -4,  JB,  (7,  Z> 
vier  Puncto  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  und 
A\  ,,,j  ly  die  ihnen  entsprechenden  und  daher  gleichfalls  in  einer 
Geraden  begriffenen  Puncto  der  anderen  Figur,  so  ist 

{A,  B,  C  D)  =  (A',  E,  C,  D'); 

und  überhaupt,  sind  Ay  ...,  F  beliebige  sechs  Puncto  der  einen 
Figur,  und  A',  ...,  F'  die  ihnen  entsprechenden  der  anderen,  so 
ist  (§.  190): 

{A,  B,  CD,  EF)  =  (Ä,  B\  C'D\  EF% 

Man  setze 

ABCD  =  3f,     AB  '  EF=  JV, 
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so  verhält  sich: 

AM  :  BM=  ACD  :  BCD, 

AN  :  BN=  AEF  :  BEF\ 
(vergl.  den  Beweis  zu  §.  188),  folglich  ist 

(A,  B,  CD,  EF)  =  {A,  B,  M,  N)  =  -^  :  -^, 

und  wir  können   unsem  Satz  allgemein  verständlich  so  ausdrücken: 

Werden  die  Puncte  ztveier  Ebenen  dergestalt  auf  einander  Je- 
zogen,  dass  je  drei  Puncten  der  einen  Ebene,  toelche  in  einer  Geraden 
liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  gleichfalls  in  einer  Geraden  be- 
griffene Puncte  entsprechen:  so  ist,  toenn  A,  B,  C,  D,  £,  F  Je- 
liehige  sechs  PUncie  der  einen  Ebene  bezeichnen,  das  Verhältmss 
ztcischen  den  Dreiecken 

ACD     AEF 
CDB  '  EFB 

dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  sechs  Puncten  der  anderen  Ebene 
gebildeten  Verhältnisse  gleich. 

Von  den  zwei  Gliedern,  woraus  dieses  Verhältniss  zusammen- 
gesetzt ist,  und  welche  gleichfalls  Verhältnisse  sind,  ist  bei  affinen 
Figuren  schon  jedes  Glied  für  sich,  vne  ACD  :  CDB,  —  und  von 
den  zwei  Gliedern  dieses  letzteren  Verhältnisses,  bei  gleichen  Figuren, 
ebenfalls  jedes  für  sich,  wie  ACD,  —  von  der  einen  Figur  zur 
anderen  constant.  Dieselbe  Bemerkimg  wird  sich  bei  collinearen 
Figuren  im  Räume  und  in  geraden  Linien  wiederholen  lassen,  und 
man  kann  daher  die  Affinität  als  eine  eben  so  specielle  Art  der 
Collineationsver^vandtschaft  betrachten,  als  es  die  Gleichheit  von  der 
Affinität  war. 

3)  Vermöge  §.215  sind  auch  alle  Vieleckschnittsverhältnisse 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collincarer  Figuren  einander 
gleich. 

Vieleckschnittsverhältnisse  können,  eben  so  wie  vorhin  die 
Doppelschnittsverhältnisse,  auch  durch  Verhältnisse  zwischen  Drei- 
ecken  dargestellt  werden.      Man  habe  z.  T$.    das   Dreieckschiüttsver- 

hältniss : 

BN     C_0     AP  _ 

NC  '  OA  '  PB"     ' 

wo  also  N  mit  B  und  (7,  O  mit  C  und  A^  P  mit  A  und  B  in 
Geraden  liegen.  Man  ziehe  in  der  Ebene  des  Dreiecks  durch  JN",  O,  P 
willkürlich  drei  andere  Gerade  und  nehme  in  diesen  nach  Belieben 
die  Puncte  />,  E:  F^   G\  H,  I\  so  dass 

BC'  DE  =  N,     CA'  FG=  O,     AB    111=  P. 
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Da  nun  alsdann 

BN:NC=  —  BDE.  DEC, 
etc.,  so  wird 

BDE      CFG      AHI 

DEC  '  FOA  '  HIB' 

Dass  dieses  Verhältniss,  bei  welchem  A,  ...,  /  beliebige  neun 
Puncte  der  Ebene  sein  können,  dem  auf  gleiche  Art  aus  den  ent- 
sprechenden Puncten  einer  collinearen  Figur  zusammengesetzten 
Verhältnisse  gleich  sei,  lässt  sich  auch  dadurch  sehr  leicht  beweisen, 
dass  man  es,  eben  so  wie  in  §.  216,  c  die  Vieleckschnittsverhältnisse 
zwischen  Puncten  in  einer  Geraden,  in  ein  Product  aus  Doppel- 
schnittsverhältnissen  zerlegt.     Es  wird  nämlich 

_  BDE  CFG  BFG  AHI 
~  DEC  FGB  '  FGA  HIB 
=  —  (5,  C,  DE,  FG)  (B,  A,  FG,  HI), 

Eben  so  kann  man   auch  bei  Viereckschnittsverhältnissen,    u.  s.  w. 
verfahren. 

4)  Die  Collineationsverwandtschaft  ebener  Figuren  bestand  nach 
§.  219  in  der  Beständigkeit  der  Verhältnisse  q>  -  x  -  V^  ^^^  jedes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte.  Auch  diese  Verhältnisse  können  geo- 
metrisch nicht  anders,  als  durch  Doppelschnittsverhältnisse  dargestellt 
werden.     Denn  aus 

D  =  aA  +  bB  +  cC  und  P=  g)aA  + x^B -{-tpcC 
folgt 

a:  b  =  —  BCD:  CDA 
und 

q)a:x^  =  —  BCP\  CPA, 
mithin 

q>:X  =  (BiA  CP,  CD)  =  (A,  5,  CD,  CP), 

und  eben  so 

X:ip  =  {B,C,  AD,  AP), 

Man  kann  folglich  die  Verwandtschaft  der  CoUineation  auch 
geradezu  durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  de- 
finiren,  so  dass  nämlich  zwei  ebene  Figuren  einander  coUinear  sind, 
wenn  jedes  Verhältniss  von  der  Form 

ACD      AEF 
CDB  '   EFB 

bei  der  einen  Figur  dem  eben  so  aus  -den  entsprechenden  Puncten 
der  anderen  Figur  gebildeten  Verhältnisse  gleich  ist. 

§.  222.  Die  Verwandtschaft  der  Collineation  zwischen  Figuren 
im  Räume  besteht,  eben  so  wie  bei  ebenen  Figuren,  in  dem  gegen- 

M6bias  Werke  I.  18 
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seitigen  Entsprechen  gerader  Linien  (§.  217).  Dass  auch  jeder  Ebene 
des  einen  Raums  eine  ebene  Fläche  in  dem  anderen  entspricht,  ist 
eine  nothwendige  Folge  hiervon.  Denn,  sind  A,  B,  0,  D  vier  in 
einer  Ebene  begriffene  Puncte  des  einen  Raums,  und  E  der  unter 
dieser  Voraussetzung  stattfindende  Durchschnitt  von  AB  und  CD, 
sind  femer  A',  ...,  E'  die  diesen  fünf  Puncten  im  anderen  Räume 
entsprechenden  Puncte,  so  werden  auch  A',  jB',  E'  und  C,  I/,  E' 
in  Geraden,  und  folglich  A',  S ^  C\  If  in  einer  Ebene  li^en. 

Zur  deutlichen  Darstellung  dieses  collinearen,  von  jeder  anderen 
Bedingung  freien  Entsprechens  aller  in  zwei  Räumen*)  enthaltenen 
Puncte,  und  zur  Entwickelung  der  übrigen  hierbei  vorkommenden 
Relationen  wird  uns  wiederum  das  geometrische  Netz  dienen. 

Denn  seien  A,  Bj  (7,  D  vier  beliebige  Puncte,  welche  nicht  in 
einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  zu  dreien  durch  Ebenen,  so 
schneiden  sich  diese  zu  dreien  nur  in  den  vier  Puncten  selbst,  und 
es  wird  mithin  durch  sie  allein  kein  anderer  Punct  bestimmt. 
Kommt  aber  noch  ein  fünfter  Punct  E  hinzu,  der  mit  keinen  dreien 
der  vier  ersteren  in  einer  Ebene  liegt,  so  kann  man  nach  §.214 
durch  fortgesetzte  Verbindung  des  nunmehrigen  Systems  von  fünf 
Puncten  nicht  nur  eine  unendliche  Menge  neuer  Puncte  erhalten, 
sondern  auch  zu  jedem  gegebenen  sechsten  Puncte  P  entweder  voll- 
kommen gelangen,  oder  doch  einen  anderen  finden,  welcher  dem 
P  unendlich  nahe  liegt  und  sich  daher  als  mit  P  identisch  be- 
trachten lässt. 

Seien  nun  A\  B\  Cf  ^  U,  E'  fünf  andere  Puncte,  von  denen 
ebenfalls  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  setze  sie  den  fünf 
vorigen  der  Reihe  nach  entsprechend,  A'  dem  Ay  B'  dem  B^  u.  s.  w., 
und  denke  sich  dieselben  eben  so  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden 
und  diese  Verbindung  auf  dieselbe  Weise  fortgesetzt,  auf  welche 
man,  von  A^  J5,  C,  />,  E  anfangend,  zu  P  gelangen  konnte,  so  wird 
der  eben  so  aus  Ä^  B\  C,  2>',  E'  erhaltene  Punct,  welcher  P' 
heisse,  der  dem  P  entsprechende  sein.  Und  somit  ist  klar,  dass, 
nach  Festsetzung  der  fünf  Puncte  A^  ...,  E  in  dem  einen,  und  der 
fünf  ihnen  entsprechenden  A'j  ...,  E'  in  dem  anderen  Räume,  für 
jeden    sechsten   Punct   dos   einen  Raums    ein,    der  Oollineationsver- 


*)  Da  jeder  dieser  Räume  unbegrenzt  gedacht  werden  mu88,  und  es  gleich- 
wohl nur  einen  unendlichen  Raum  giebt,  so  hat  man  sich  die  beiden  R&ume 
einander  durchdringend  vorzustellen,  wie  zwei  in  einander  fallende  unendliche 
Ebenen  oder  gerade  Linien,  so  dass  jeder  Punct  die  Vereinigung  zweier  Puncte 
ist,  von  denen  der  eine  dem  einen  und  der  andere  dem  anderen  Räume  zu- 
gehört. 
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wandtschaft  gemäss,  entsprechender  sechster  in  dem  anderen  Räume 
sich  angeben  lassen  muss. 

§.  223.     Sei,  wie  in  §.211, 
E=aA  +  bB  +  cC+dDy     P=  g)aA  + x^^ +  V^cO+ijdD, 
so  sind  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  ^,  Xi  ^y  ^  bloss  von  der 
Art  und  Weise  abhängig,  auf  welche  man  von  A,  ..,,  E  durch  fort- 
gesetzte Verbindung  mit  Ebenen  zu  P  kommen  kann.      Setzt  man 
demnach  in  dem  anderen  Räume, 

E'=  a'A'+  b'B'+  c'C'+  d'D\ 

so  wird  der  dem  P  entsprechende  Punct 

P'=  q>a'A+  xVB'+  xpc'C+iad'U 

sein.  Ganz  so  wie  in  §.  219,  lassen  sich  daher  coUinear  verwandte 
Systeme  von  Puncten  im  Räume  auch  dadurch  erklären,  dass  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  eines  Punctes, 

q>aA  +xJ5-|-?//c(7+£orf2>, 

die  Puncte  -4,  Ä,  C^  D  und  Coefficienten  Verhältnisse  a  :  b  :  c  :  d  nur 
für  ein  und  dasselbe  Sjrstem  beständig  sind,  die  Verhältnisse  aber 
zwischen  den  Coefficienten  q),  Xj  ^y  ^  ^^^  für  sich  entsprechende 
Puncte  verschiedener  Systeme  ungeändert  bleiben. 

§.  224.  Zusätze,  a)  Aus  dieser  Erklärung  der  CoUineations- 
Verwandtschaft  durch  barycentrische  Formeln  fliesst  eben  so,  wie  in 
§.  220,  a  und  i,  dass,  nachdem  die  den  fünf  Puncten  A^  ...,  E  ent- 
sprechenden fünf  A'j  ...,  E'  gewählt  worden  sind,  jedem  sechsten 
Puncte  des  einen  Systems  nicht  mehr  als  ein  Punct  im  anderen 
entsprechen  kann,  dass  aber  wohl  von  zwei  sich  entsprechenden 
Puncten  der  eine  ein  unendlich  entfernter  sein  kann,  ohne  dass  es 
deshalb  auch  der  andere  ist. 

b)  Sind  9>,  %,  V',  CO  Functionen  einer  oder  zweier  Veränder- 
lichen, so  stellen 

(paA  +  xl>S+^^0+(üdI)  und  q)a'A'+  xf^'^+^c'C'+  wd'D' 

zwei  collinear  verwandte  Linien  im  Räume  oder  Flächen  vor,  die 
daher,  nach  derselben  Schlussart,  wie  in  §.  220,  c  immer  von  einerlei 
Ordnung  sind.  Uebereinstimmend  mit  dem  Vorigen,  entspricht  da- 
her einer  Geraden  eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene,  folglich 
einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  ein  System  von 
Geraden,  welche  ebenfalls  in  einer  Ebene  begriffen  sind.  Schneiden 
sich  mehrere  Gerade  der  einen  Figur  in  einem  und  demselben 
Puncte,  so  thun  dasselbe  die  entsprechenden  Geraden  der  anderen 

18* 
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Figur,  können  sich  aber  auch  parallel  sein,  und  umgekehrt  entspricht 
einem  Systeme  paralleler  Geraden  ein  System  von  Geraden,  die  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  Puncte  schneiden.  Einem  Systeme  von 
Ebenen,  welche  sich  in  Parallelen  schneiden,  wird  im  Allgemeinen 
ein  System  von  Ebenen  entsprechen,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Punct  gehen,  und  einem  Systeme  paralleler  Ebenen  ein 
System  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  gemeinschaftlichen  Geraden 
schneiden. 

c)  Was  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  betrifft,  so  sind  diese 
nicht  eben  so,  wie  die  Linien  der  zweiten  Ordnung,  sämmtlich  ein- 
ander collinear,  sondern  zerfallen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Arten, 
von  denen  die  eine  das  EUipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid  und 
das  elliptische  Paraboloid,  die  andere  das  hyperbolische  Hyperboloid 
und  das  hyperbolische  Paraboloid  in  sich  begreift. 

Um  dieses  zu  zeigen,  bringe  man  zuvor  den  allgemeinen  Aus- 
druck dieser  Flächen 

A  +  iB  +  uC  +  {it^  +  ktu  +  lu^)D 

(§.  HO)    auf  eine  etwas    einfachere  Form,    indem  man   den  Coeffi- 
cienten  von  D 

=  1-.  {2it  +  ku)*  +  ^{4.7  -  k*)u* 

als  das  Aggregat  zweier  Quadrate  darstellt.    Man  setze  zu  dem  Ende 

2%i-{'  ku  =  2ix, 
eliminire  damit  /,  nehme  hierauf 

C,  =  2iC—kB 

statt  C  zum  Fundamentalpuncte  und  setze  noch 

{2i  —  k)u  =  2iy 
und 

1)  (4tl  —  k*)i=(2i  —  k)^m; 

so  erhält  man  den  Ausdruck: 

1)  A  +  xB  -I-  y C,+  (ta:*  +  my^)lJ. 

Der  Ausdruck  einer  damit  collinear  verwandten  Fläche  ist: 

aA'+  bxB'+  cyC'+  d{ix^  +  my^)  //, 

oder  einfacher,  wenn  man 

1}X  =  av  j     cy  =  aw 
und 

2)  adi  =  Ä*t',     adm  =  c^m' 

setzt , 

II)  A'+  V  B'+  tc  C'+  (i'v^'  +  w'w;*)  J). 
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Aus  den  Gleichungen  2)  folgt  nun  unmittelbar,  dass,  wegen  der 
willkürlich  zu  bestimmenden  a,  b^  c^  dy  zwischen  den  Constanten  i 
und  m  im  Ausdrucke  I)  und  den  Constanten  T  und  m'  in  II)  nur 
insofern  eine  Beziehung  stattfindet,  als  die  Verhältnisse  »  :  m  und 
»':  m'  einerlei  Zeichen  haben  müssen;  dass  hingegen  i'  und  m'  ab- 
solut genommen  von  »  und  m  ganz  unabhängig  sind.  Nach  1)  ist 
aber  das  Zeichen  von  i  :  m  einerlei  mit  dem  Zeichen  von  4e7  —  A;*, 
und  letzteres  für  die  vorhin  genannten  Flächen  der  ersten  Art  positiv, 
für  die  der  zweiten  Art  negativ  (§.  110).  Es  sind  mithin  alle  Flächen 
der  ersten  Art  unter  sich,  und  eben  so  alle  Flächen  der  zweiten  Art 
unter  sich  coUinear  verwandt.    {Vergl.  die  Anmerkung   zu  §.  179.) 

§.  225.  Die  in  §.  221  gemachte  Schlussfolge,  wonach  alle  die- 
jenigen Verhältnisse,  welche  beim  Netze  rationale  Werthe  hatten, 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  coUinearer  Figuren  einander 
gleich  waren,  findet  auch  hier  vollkommene  Anwendung,  und  wir 
erhalten  damit  folgende,  den  dortigen  ganz  analoge  Resultate. 

1)  Die  in  §.  223  gegebene  Erklärung  coUinear  verwandter 
Figuren  im  Räume  beschränkt  sich  nicht  auf  ein  bestimmtes  System 
von  fünf  Paaren  sich  entsprechender  Puncte.  —  Findet  zwischen  P 
und  P'  auf  A  und  A'j  ...,  E  und  E'  bezogen,  die  dort  bemerkte 
Relation  statt,  so  wird  eine  Relation  derselben  Art  auch  bestehen, 
wenn  man  P  und  P'  auf  irgend  fünf  andere  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  bezieht  (§.  212,  r). 

Zwischen  Systemen,  deren  jedes  nur  fünf  Puncte  im  Räume 
ausmachen,  ist  noch  keine  dergleichen  Relation,  und  folglich  immer 
Collineationsverwandtschaft  vorhanden. 

2)  Alle  Doppelschnittsverhältnisse  (§.  212,  a)  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse (§.  215)  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collinearer 
Figuren  im  Räume  haben  gleiche  Werthe.  Sind  also  A,  ...,  H  irgend 
8  Puncte  der  einen  Figur,  und  A\  . . .,  H'  die  ihnen  entsprechenden 
in  der  anderen,  so  ist  (§.  196,  b) 

{A,  B,  ODE,  FGH)  =  (Ä,  Ä',  C'iyE\  FG'H'). 

Man  setze 

E=aA  +  bB  +  cC+dD  und  AB'  CDE  =  M, 

so  ist 

M=aA  +  bB, 

folglich  AM :  MBy  oder  das  Verhältniss,   nach  welchem  die  Gerade 
AB  von  der  Ebene  ODE  geschnitten  wird» 

=  b:a=  CDEA  :  BCDE\ 
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und  auf  eben  die  Art  findet  mfih,  wenn  man 

AB^FOH=N 

eetit, 

AN:NB  =  FOHA :  BFQH. 
Uientarcn  wini 

und  man  bekommt  fi>lgenden  Sati: 

Werdern  alle  Pmide  moeier  Bämne  deryeetalt  aatf  emmtder 
zagem,   daee  tan  je  drei  Pimeten  dee  ebnen  Bamme^  wdeke  m 
Geraden  emd^  die  entapreeienden  Puneie  des  anderen  Baamee  gleich 
faUi  in  einer  Geraden  Uegen^  $o  iei  dae  VerkäUniee  der  ISframUbn 

ACDB     AFGH 
CDEB  '  FGHB 

am  irgend  aeM  Pimeten  A^  . . . ,  H  dee  eignen  Baam$^  dem  eben  ee 
am  dm  eniepreehenden  aehi  Paneien  dee  anderen  Baume  gMUeten 
Verkälimese  gleich. 

8)   In  Betreff  der  Vieledkichnitteverhaltniflse  ist  noch  lu  be- 
merken,  daas  dieae  sich  gleichfidls,  wie  die  Doppelschnittinrerhilt^ 
nisse,   durch  Verhiltnisse  iwischen  Pyramiden  aoedriicken  laaien 
Seilt  man  a.  B.  bei  dem  in  §.  221,  3  mit  z/  beieichnetrai  Dreieck- 
schnittsY erhältniflse : 

N=BC'  DBF,     0=CA'  GHI,    P=AB'KLM, 

so  wird 

BN:  NC=  BDEF:  DEFC, 
etc.)  und  daher 

BDEF      CGHI     AKLM 


J  = 


DEFC      GHIA     KLMB 


Auch  kann  ein  solches  VerhältnisS;  eben  so  wie   dort,  in  Doppel- 
schnittsverhältnisse  zerlegt  werden;  man  hat  nämlich: 

.  ^       BDEF      CGHI     AKLM 
DEFC      GHIB     KLMB 

=  —  (Ä,  C;  DEF,  GHI)  {B,  A,  GHI,  KLM). 

4)  Die  Verwandtschaft  der  CoUineation  kann  endlich,  wie  bei 
ebenen  Figuren,  so  auch  bei  Figuren  im  Räume  durch  die  Gleich- 
heit aller  Doppelschnittsverhältmsse  zwischen  sich  entsprechenden 
Puncten  erklärt  werden,  indem  auch  hier  die  in  der  Erklärung  §.  223 
als  von  einer  Figur   zur   anderen    constant   bemerkten  Verhältnisse 
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q>  :  X  '  tp  :  oj  geometrisch  durch  DoppelschnittSYerhältnisse  sich  dar- 
stellen lassen.     So  findet  man 

q>:X  =  {AB,CDE,  CDP), 
etc. 

§.  226.  Die  Vollständigkeit  erfordert  es,  noch  über  die  Col- 
lineationsverwandtschaft  solcher  Systeme  von  Puncten  Einiges  hin- 
zuzufügen, deren  jedes  bloss  in  einer  Geraden  enthalten  ist.  Weil 
aus  Puncten,  die  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  ein  Netz 
zu  construiren  unmöglich  ist,  so  kann  eine  Erklärung,  degenigen 
analog,  nach  welcher  sich  bei  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume 
gerade  Linien  gegenseitig  entsprachen,  in  diesem  Falle  zwar  nicht 
gegeben  werden.  So  wie  aber  bei  zwei  sich  entsprechenden  geraden 
Linien  in  zwei  ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  jedes  Doppel- 
schnittsverhältniss  der  einen  Linie  dem  Doppelschnittsverhältniss 
zwischen  den  entsprechenden  Puncten  der  anderen  Linie  gleich  war, 
so  wird  man  auch  bei  zwei  isolirten  Geraden  die  CoUineationsver- 
wandtschaft  ihrer  Puncte  in  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsver- 
hältnisse zu  setzen  haben. 

Sind  demnach  A,  By  C,  2>,  ...  mehrere  Puncte  der  einen 
Geraden,  und  A'j  Jfff  ...  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen, 
so  ist  bei  der  Collineationsyerwandtschaft  dieser  zwei  Systeme 

{A,  B,  C,  D)  =  (Ä,  R,  C,  D'), 

etc.,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  setzt  man,  auf  Ay  B  9\r  Funda- 
mentalpuncte  des  einen  und  A\  H  als  Fundamentalpuncte  des  an- 
deren Systems  bezogen, 

C=aA  +  bB,     C"=  a'A'+  Vff, 

so  muss,  wenn  einer  der  übrigen  Puncte  des  ersten  Systems 

P=(paA  +  x^B 
ist,  der  entsprechende  des  zweiten  Systems 

P'=q>a'Ä+xVB' 
sein.     Denn  es  folgt  hieraus 

q>:X  =  {A  B,  C7,  P)  =  [Ä,  B,  C\  P% 
Dass  aber,  wenn  Q  und  Q',  JB  und  Ä',  S  und  S*  auf  gleiche  Weise, 
wie  P  und  P',  einander  entsprechend  genommen  sind,  auch 

(P,  Q,  Ä,  S)  =  (P',  Q',  B:,  5') 

ist,  erhellet  schon  aus  §.  186. 

Ich  erinnere  nur  noch,  dass  alle  Systeme,  deren  jedes  bloss  aus 
drei  Puncten  in  einer  Geraden  besteht,  als  einander  collinear  ver- 
wandt anzusehen  sind. 
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Constraetion  collinear  yerwandter  Figuren. 

§.  227.  Aufgabe.  Ein  STStem  von  Puncten  in  einer  Crenden 
iHt  gegeben.     Ein  demselben  collinear  verwandtes  zu  construiren. 

Auflösung.  Heissen  bei  dieser  und  den  zwei  folgenden  Auf- 
gaben A,  B P.  ...  die   Puncte,    welche    das   gegebene    System 

ausmachen.  A',  If,  ...,  P\  ...  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in 
dem  zu  construirenden. 

Man  nehme  in  einer  Geraden  a'  die  drei  Puncte  A\  f ,  C  nach 
Willkür  und  gebe  dieser  Linie  gegen  die  Linie  a,  in  welcher  die 
gegebenen  Puncte  A,  B,  ...  enthalten  sind,  eine  solche  Lage,  dass 
A'  mit  A  zusammenfallt,  und  mithin  beide  Linien  in  eine  und  die- 
selbe Ebene  zu  liegen  kommen.  Man  ziehe  nun  BB'  und  CC\ 
welche  sich  in  O  schneiden,  so  erhält  man  für  irgend  einen  anderen 
Punct  P  des  gegebenen  Systems  den  entsprechenden  Punct  P'  als 
Durchschnitt  von  OP  mit  a.  —  Der  Beweis  dieses  Verfahrens  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus  §.  1S9. 

§.  228.  Zusatz.  Nimmt  man  O  (Fig.  50)  willkürlich,  so 
kann   man   der  Geraden  a'  immer,    und   zwar   auf  doppelte  Weise, 

eine  solche  Lage  geben,  dass  A\  B',  C 
in  OA,  OB,  OC  fallen,  wo  dann  P\ 
eben  so  wie  vorhin,  der  Durchschnitt 
von  OP  mit  a  ist.  Denn,  da  die 
/  Seiten  AA\  A'B\   BB,   BA   des   Vier- 

ecks    AÄdB    von    der    Geraden     VC 
^.  resp.  in  O,  C\  O.  C  geschnitten  werden, 

.    ,'  r'       '''  so  hat  man  (§.  199,  c) 

fr     '"   . 

y        //      i-  r  ^0      ÄC      B'O      BC 

,,     ,,.  OA'      OB'       OB   '  CA~ 

Hiernach  ist  das  Vcrhältniss  ÄO  :  OB'  durch  die  Proportion 

AC     A'C  __A0     A'O 
OB  '  C'B'  ~  OB     OB' 

^f»j(fben,  und  man  kann  folglich  eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  der 
jr(»siicht<'ii  Lage  von  a  parallel  ist.  Schneide  diese  Parallele  die 
OA  und  OB  resp.  in  A"  und  B\  so  findet  sich  OÄ  als  die  vierte 
Proport ionallinic  zu  A"K\  AB'  und  OÄ' ,  wodurch  nun  die  Lage 
von   a    vüllkonnnen,   und  zwar  auf  doppelte  Weise,   bestimmt   wird, 
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indem  man  OÄ  in  OA  auf  die  eine  sowohl  als  die  andere  Seite 
von  O  tragen  kann. 

§.  229.  Aufgabe.  Ein,  einem  gegebenen  Systeme  von  Puneten 
in  einer  Ebene  collinear  verwandtes,  System  zu  construiren. 

Auflösung.  Man  nehme  in  dem  gegebenen  Systeme  die 
Geraden  CA  und  CB  als  Axen,  und  beziehe  darauf  jeden  anderen 
Punct  des  Systems,  indem  man  ihn  mit  B  und  A  durch  Gerade 
verbindet  und  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  Axen  CA 
und  CB  angiebt.     Sei  demnach  für  D\ 

CA    BD  =  3/,     CBAD  =  N, 
für  P: 

CA    BP=  X,      CB    AP=  Y. 

Auf  gleiche  Art  nehme  man  in  dem  anderen  Systeme,  das  man 
sich  schon  construirt  denke,  C'Ä  und  C'H  zu  Axen  und  projicire 
darauf  aus  B'  und  A'  den  Punct  1/  und  jeden  der  übrigen,  P\  in- 
dem man  für  2/: 

C'Ä   BB'=  M\     CR '  A'iy  =  N\ 
für  P* : 

C'Ä'  ffP'=  X\    CB   ÄP'=  Y' 

setzt.  Man  bestimme  nun  Ä  ^  B! ^  C\  If  nach  Willkür,  so  sind  da- 
mit auch  die  den  Puneten  M  und  N  entsprechenden  M'  und  iV' 
bestimmt.  Da  femer  von  den  in  der  Axe  C Ä  liegenden  vier 
Puneten  C\  A\  M\  X'  die  drei  ersten  den  Puneten  C,  A,  M  in 
CA  entsprechen,  so  kann  man  nach  §.  227  den  dem  X  entsprechen- 
den vierten  Punct  X',  und  eben  so  in  der  Axe  C'ff,  aus  C,  B^,  N' 
in  Bezug  auf  C,  B,  Ny  den  dem  Y  entsprechenden  Punct  Y'  finden. 
Hiermit  bekommt  man  endlich 

P'=A'T   RX', 

§.  230.  Zusatz.  Das  einfache  Mittel,  dessen  wir  uns  be- 
dienten, um  zu  einem  gegebenen  Systeme  von  Puneten  in  einer 
Geraden  ein  collinear  verwandtes  System  zu  construiren,  und  wo- 
nach jeder  nicht  willkürliche  Punct  des  letzteren  sich  durch  Ziehung 
einer  einzigen  Geraden  ergab,  veranlasst  zu  der  Frage,  ob  nicht 
ein  eben  so  einfaches  Verfahren  auch  zur  Construction  collinearer 
Figuren  in  Ebenen  angewendet  werden  könne.  So  viel  begreift  man 
leicht,  dass,  wenn  bei  zwei  Ebenen,  die  eine  beliebige  Lage  gegen 
einander  haben,  von  den  Puneten  der  einen  Ebene  gerade  Linien 
nach  irgend  einem  ausserhalb  beider  Ebenen  befindlichen  Punct#f  O 
gezogen  werden,   die  Poncte,   in  denen  diese  Geraden  die   andere 
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Ebene  treffen,  ein  den  ersteren  Puncten  collineares  System  bilden 
werden;  weil  nach  dieser  Constructionsart  jeder  Geraden  a  der  einen 
Ebene  auch  eine  Gerade  a'  in  der  anderen  entspricht,  diejenige 
nämlich,  worin  die  andere  Ebene  von  der  Ebene  durch  O  und  a 
geschnitten  wird*).  Kann  aber  auch  umgekehrt,  wenn  beliebigen 
vier  Puncten  A,  B,  C,  D  der  einen  Ebene  irgend  vier  Puncte 
^',  ..,  Z>'  in  der  anderen  entsprechend  gesetzt  sind,  der  einen  Ebene 
immer  eine  solche  Lage  gegen  die  andere  gegeben  werden,  dass  die 
vier  Geraden  AA',  ..,  DD',  und  folglich  auch  jede  fünfte,  welche 
irgend  zwei  in  Bezug  auf  Aj  ..,  D  und  A\  ..,  Z>'  sich  collinear 
entsprechende  Puncte  verbindet,  durch  einen  und  denselben  Punct 
O  gehen? 

Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  wollen  wir  anfanglich  nur  die 
drei  ersten  Paare  der  sich  entsprechenden  Puncte  berücksichtigen. 
Heissen  die  Seiten  der  von  ihnen  gebildeten  Dreiecke  ABC  und 
A'B'C  (Fig.  51): 

BC=f,     CA  =  g,    AB  =  h;    B'C'=f\     CÄ=g\    A'Br=h\ 

Seien  femer  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  drei  Geraden 
AA\  BB'j  CC  in  einem  Puncte  O  schneiden: 

OA  =  z,     OB  =  y,     OC=z\ 
0A'=  x\     aS  =  y',     OC'^z  ; 

so  ist  nun  durch  Gleichungen  auszu- 
drücken, dass  von  den  zwei  Pyramiden, 
deren  Kanten  f,  g,  //,  z,  y,  z  und  f\  ...,  z' 
sind,  die  durch  die  Kanten  x^  y^  z  und 
x\  y\  z  gebildeten  körperlichen  Winkel, 
(oder  die  Kanten  des  einen  mit  den  rück- 
wärts verlängerten  Kanten  des  anderen), 
Fig.  51.  zur  Coincidenz  gebracht  werden   können, 

dass  folglich  die  ebenen  Winkel  yz,  zx^  xy 
den  Winkeln  y'z  etc.  resp.  gleich  sind.  Man  setze  daher  in  den 
Dreiecken  fyz  und  f'y'z  die  Cosinus  der  Winkel  yz  und  yz\  durch 


*)  Bringt  man  in  O  das'  Auge,  so  erscheint  das  eine  System  als  eine 
pcrspcctivische  Abbildung  des  anderen.  Das  auf  eine  Ebene  perspectivisch 
entworfene  Bild  einer  ebenen  Figur  steht  daher  mit  letzterer  stets  in  Collinea- 
tionsvcrwandtschaft. 

Wird  das  Auge  unendlich  entfernt  angenommen,  so  sind  die  Figur  und  ihr 
Bild  einander  affin.  Haben  die  beiden  Ebenen  eine  parallele  Lage,  so  findet 
Aehnlichkeit  statt;  und  wenn  in  diesem  Falle  das  Auge  entweder  unendlich 
entfernt,  oder  zwischen  beiden  Ebenen  in  der  Mitte  ist,  —  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit. 
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die  Seiten  der  Dreiecke  ausgedrückt,  einander  gleich,  so  kommt: 

oder  nach  einer  leichten  Seduction: 

1)  iyz'-  y'z){yy'-  zz')  =Py'z'-f^yz, 

und  eben  so 

(zx' —  z'z)  (zz' —  xz')  =  g^z'x' —  gf^zx^ 
{xtf'—  x'y)  {xx'—  yy')  =  K^x'y'—  h'^xy, 

wenn  man  auch  von  den  Winkeln  zx  und  z'x\  xy  und  x'y'  die 
Cosinus  einander  gleich  setzt.  Dies  sind  also  die  verlangten  Glei- 
chungen, denen  die  Werthe  von  x^  y^  z,  x',  y',  z'  Genüge  leisten 
müssen.  Weil  man  drei  Gleichungen  weniger,  als  unbekannte 
Grössen,  hat,  so  können  irgend  drei  der  letzteren  nach  Willkür  be- 
stimmt werden,  nur  mit  der  Vorsicht,  dass  die  drei  übrigen  keine 
unmöglichen  Werthe  erhalten. 

«  Diese  Willkür  wird  aber  sehr  beschränkt,  wenn  man  verlangt, 
dass  noch  ein  viertes  Paar  in  den  Ebenen  ABC  und  A'ffC  be- 
liebig genommener  Puncte,  D  und  Z>',  die  man 

dD  =  aA  +  bB  +  cC,    d'iy=  a'A'+  b'B'+  cC 

setze,  mit  O  in  einer  Geraden  liegen  soll.  Die  hierzu  nöthigen  Be- 
dingungsgleichungen lassen  sich  folgendergestalt  finden.     Weil 

OA=x,     OA'=x', 

und  daher 

AO  :  OA'=—x  :x'y 
etc.,  so  ist 

2)  0  =  x'A  —  xA',     0  =  y'B  —  yF,     0  =  z'C—zC'. 

Man  multiplicire  diese  drei  Ausdrücke  von  O  resp.  mit  — ,  — ,  — , 
und  addire  sie  hierauf,  so  kommt: 

0  =  a'  —  A  +  h'^B+c'  —  C—d'iy. 
X  y  z 

Da  nun  die  Gerade  ZXO  die  Ebene  ABC  im  Puncte  D  schneiden 
soll,  so  hat  man 

a'  —  A  +  b'^B  +  c'—C  =  D. 
X  y  z 

Hiermit  den  vorhin  für  D  angenommenen  Ausdruck  verglichen, 
ergiebt  sich: 

x'      y'  z'         a       b        c 

X   '   ti   '  z         ci  '  V  '  c'  ^ 
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und  die  in  diesen  Verhältnissen  begriffenen  zwei  Gleichungen  werden 
die  gesuchten  Bedingungen  sein.  Um  sie  mit  den  obigen  Glei- 
chungen 1)  in  Verbindung  zu  bringen,  setze  man: 

^     —      —  —        R 
ci  '   V       c'  ~^  ^    '^' 

und 

so  wird 

y'=ßuy,     z  =  yuz. 

Hierbei  sind  er,  /^,  y  drei  in  gegebenen  Verhältnissen  stehende 
Zahlen ,  von  denen  die  eine  nach  Belieben ,  z.  B.  =  1 ,  genommen 
werden  kann;  m  ist  eine  noch  unbekannte,  jedoch  von  dieser  An- 
nahme mit  abhängige  Zahl.  Substituirt  man  diese  Werthe  für 
x\  y\  z'  in  den  Gleichungen  1),  so  erhält  man: 

\(ß  -  Y)  ißy'  -  Y^')u'  =r  -  ßvr^\ 

4)        {(y  —  «)  (y^*  —  ««*)«*  =  ^^  —  yoLg^u^, 

\a—  ß)  [ax"  —  fty^)u*  =  Ä'«  —  aßh^u"] 

und  man  muss  nun  die  vier  Unbekannten  w,  a:,  y,  z  auf  eine,  diese 
drei  Gleichungen  befriedigende,  Weise  zu  bestimmen  suchen.  Die 
erste  dieser  Unbekannten,  m,  lässt  sich  unabhängig  von  den  drei 
übrigen  darstellen.  Denn  addirt  man  die  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  vorher  resp.  mit  ß  —  y,  y  —  a,  a  —  (i  dividirt  hat,  so  kommt: 

p  —  y  y  —  a  a  —  ß 

Auch  zeigt  sich  bald,  dass  der  hieraus  folgende  Werth  von  ii- 
immer  positiv,  u  selbst  also  immer  möglich  sein  muss.  Es  wird 
nämlich,  wenn  man  in  den  gegebenen  Dreiecken  fgh  und  f'g'h' 
statt  der  Seiten  Ä,  K  die  ihnen  gegenüberstehenden  Winkel  einführt, 
und  diese  =  ^t,  ^t',  und  folglich 

Ä*  =P  ^-g"-  Vg  C08  ^ ,    A'»  =/'«  -f  y'*  -  2/y  cos  m' 

setzt: 

(«  -  y)T  +  (/i?  -  y)V'  -  2  («  -  y)  {ji  -  y)fff'  cos  ^i' 

(«  -  y)'  fi*r  +  iß-  y)* « V  -  2 (cc  -y)(ß-  y)ali/g  cos  fi  ' 

Von  diesem  Bruche  ist  aber  der  Zähler  gleich  dem  Quadrate 
der  Seite  eines  Dreiecks,  in  welchem  die  zwei  anderen  Seiten 

=  («-Y)/',    {ß-Y)g', 

und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  =  «';  folglich  ist  der 
Zähler  immer  positiv,   und  aus  gleichem  Grunde  auch  der  Nenner. 
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Nachdem  man  nun  u  gefunden  hat,  kann  man  von  den  drei 
Linien  z,  y,  z  die  eine,  z.  B.  Xj  immer  und  auf  unzählige  Arten  so 
annehmen,  dass  die  beiden  anderen  Linien  aus  den  Gleichungen  4) 
bestimmte  mögliche  Werthe  erhalten.  Mittelst  der  Gleichungen  3) 
lassen  sich  dann  auch  x\  y\  z'  finden,  und  die  Figur  kann  con- 
struirt  werden. 

Unsere  Aufgabe  ist  daher  im  Allgemeinen  immer  und  auf  un- 
endlich viele  Arten  zu  lösen  möglich.  Um  den  geometrischen  Zu- 
sammenhang dieser  Lösungen  aufzufinden,  bemerke  man,  dass  mit 
der  nicht  nach  Willkür  bestimmbaren  Zahl  u  zugleich  die  Linie 
gegeben  ist,  in  der  sich  die  Ebenen  ABC  und  ASC\  welche  der 
Kürze  willen  €  imd  €'  heissen,  schneiden  müssen.  —  Aus  den 
Formeln  2),  mit  3)  verbunden,  folgt: 

{X  —  ßu)0  =  S—ßuB,    (1— ytt)0=  C'—YuC, 

und  hieraus  nach  Elimination  von  O: 

^      B  —  T-^ — C=  .     ^  ^    Br—-r-^ C 


1  —  ßu         \  —  yu  1  —  ßu  1  —  y  w 

^  dem  Durchschnitte  der  Linien  BC  und  B^C'\  eben  so  findet  sich 
der  Durchschnitt  von  CA  mit  CA' 


1 — au  1  —  yu  1  —  au  1  —  yu 

Da  nim  diese  zwei  Puncto,  (so  wie  auch  die  vier  übrigen  Puncto 
AB  A'ff,  AD'A'iy,  BD' BD',  CD' CD),  oflFenbar  in  der 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  €  und  %'  liegen,  so  ist  der  Ausdruck 
dieser  Linie,  bezogen  auf  A,  B,  C: 

1 — Ott  1  —  ßu  1  —  y« 

auf  A',  ff,  C : 

1      ^'+_J£_^__L±i?.(?', 


1 — au  1  —  ßu  1  —  yu 

wo  V  und  w  die  Veränderlichen  sind. 

Haben  daher  die  beiden  Ebenen  die  verlangte  gegenseitige  Lage, 
so  werden  sie  sich  in  dieser  Linie  schneiden.  Der  Winkel,  unter 
dem  dies  geschieht,  kann  jeder  beliebige  sein.  Dies  folgt  schon 
daraus,  daas  x  immer  willkürlich  bestimmt  werden  kann,  lässt  sich 
aber  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  darthun. 
Wenn  nämlich  die  zwei  Linien  AA'  und  BB'  bei  einer  gewissen 
Lage  der  Ebenen  €  und  e'  sich  treffen,  so  werden  sie  sich  zu  treffen 
fortfahren,  auch  wenn  die  eine  oder  beide  Ebenen  um  ihre  Durch- 
schnittslinie €e'y  als  um  eine  Axe,  gedreht  werden;  aus  dem  Grunde, 
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weil,  wenn  AA'  und  BBf  sich  treffen,  AB  und  A'B^  in  ee'  sich 
begegnen  müssen,  und  umgekehrt.  Aus  demselben  Gründe  wird 
auch  jedes  andere  Paar  der  vier  Linien  AA\  ...,  DU  sich  lu 
treffen  fortfahren,  wenn  dieses  bei  der  anfänglichen  Lage  der  beiden 
Ebenen  geschieht.  Mit  Anwendung  der  in  §.  208  gebrauchten  Schluss- 
folge müssen  daher  die  vier  Linien  AA'^  ...,  DD'  immer  in  Einem, 
bei  der  Axendrehung  der  Ebenen  ebenfalls  fortrückenden*),  Puncte  O 
zusammentreffen. 

Weil  u  nicht  unmittelbar,  sondern  u*  gefunden  wurde,  folglich 
u  zwei  gleiche  aber  entgegengesetzte  Werthe  hat,  so  wird  es  noch 
eine  zweite  Linie  geben,  in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  auf 
eine  die  Aufgabe  befriedigende  Weise  schneiden  können.  Die  Aus- 
drücke dieser  zweiten  Linie  finden  sich,  wenn  man  in  den  Aus- 
drücken der  ersten  — u  statt  u  setzt.  Geometrisch  kann  man  die 
zweite  Linie  aus  der  ersten  ableiten,  wenn  man  in  den  vier  Linien 
OAj  ...,  OD  die  Abschnitte  0A\  ...,  OD*  von  O  auf  die  ent- 
gegengesetzte Seite  nach  A!\  ...,  D'  trägt,  so  dass 

A'A'=20A\ 

etc.  Denn  alsdann  wird  das  System  der  vier  Puncte  A'\  . . . ,  ZT 
gleichfalls  in  einer  Ebene  liegen,  und  dem  Systeme  der  vier  Puncte 
A'j  ...,  D'  gleich  und  ähnlich  sein.  Diese  Ebene  wird  folglich  die 
Ebene  b\  nur  in  einer  anderen  Lage,  vorstellen,  in  einer  Lage,  die 
mit  der  ersten  offenbar  parallel  ist;  und  der  Durchschnitt  der  Ebene 
b'  in  dieser  zweiten  Lage  mit  der  unverändert  gebliebenen  Ebene  e 
wird  die  gesuchte  zweite  Linie  sein,  die  daher  in  jeder  der  beiden 
Ebenen  mit  der  ersten  Linie  gleichfalls  parallel  sein  muss.  Dieser 
Parallelismus  der  beiden  Linien  giebt  sich  auch  zu  erkennen,  wenn 
man  den  unendlich  entfernten  Punct  derselben  sucht  (§.  41).  Aus 
den  obigen  Ausdrücken  der  Linien  folgt  der  Ausdruck  dieses  Punctes, 
bezogen  auf  A^  Bj  C: 

auf  A',  B',  C: 

iß  -  y)A'+  {y  -  a)  5'+  («  -  ß)  C, 

ist  mithin  von  u  ganz  unabhängig,  bleibt  also  derselbe,  mag  ti  positiv 
oder  negativ  genommen  werden. 


*)  Es  ist  leicht  zu  erweisen,  dass,  wenn  nur  die  eine  Ebene  beweglich  ge- 
nommen wird,  der  Punct  O  einen  auf  der  Axe  es'  perpendicularen  Kreis  be- 
schreibt. 
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Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  ist  demnach  folgendes: 

Hat  man  zwei  Ebenen  e  und  b\  und  in  jeder  derselben  vier  Puncte: 
Aj  Bj  Cj  D  in  e  und  Ä ^  ...,  D'  in  b\  so  k(mn  man  den  Ebenen  im 
Allgemeinen  immer  und  auf  unendlich  viele  Arten  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  geben ^  dass  sich  die  vier  Linien  AA\  BB',  CC,  DU 
in  Einem  Puncte  schneiden.  Es  lassen  sich  nämlich  in  jeder  der  beiden 
Ebenen  zwei  Parallellinien  ziehen,  die  Parallelen  p  und  q  in  e,  p'  und 
q'  in  b'j  von  der  Beschaffenheit y  dass,  —  wenn  man  die  vier  Puncte 
jeder  Ebene  für  sich  paarweise  durch  {sechs)  Gerade  verbindet  und  die 
Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  zwei  Parallelen  der  j'edesmaligen 
Ebene  bestimmt,  —  das  System  der  6  Durchschnitte  mit  p  dem  Systeme 
der  gleichnamigen  Durchschnitte  mit  p',  und  eben  so  das  System  der 
6  Puncte  in  q  dem  der  6  Puncte  in  q'  gleich  und  ähnlich  ist.  Bringt 
man  nun  die  beiden  Ebenen  in  eine  solche  Lage,  dass  die  6  Puncte  in 
p  mit  den  gleichnamigen  in  p\  oder  die  6  Puncte  in  q  mit  den  gleich- 
namigen in  q'  zusammenfallen,  so  tcerden  sich,  welches  auch  die  gegen- 
seitige Neigung  der  Ebenen  sein  mag,  {auch  können  sie  beide  in  einander 
fallen),  die  vier  Linien  AA',  ...,  DD^  in  einem  Puncte  vereinigen. 

Anmerkungen.  Diesem  Resultate  Bufolge  kann  also  von  je  zwei  ebenen 
Vierecken,  und  mithin  von  je  iwei  coüinear  verwandten  ebenen  Figuren  über- 
haupt, die  eine  von  der  anderen  im  Allgemeinen  immer  als  perspectivische 
Abbildung  betrachtet  werden. 

Ein  Fall,  welcher  hierbei  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdient,  ist 
der,  wenn  die  zwei  Figuren  A  , .  D  und  A* . ,  jy  einander  affin  sind.  Als- 
dann verhalten  sich  (§.  145) 

woraus  nach  den  obigen  liechnungen  weiter  folgt: 

Sind  daher  A  ,,  D  und  A'  . .  D'  affine  Figuren ,  so  müssen  sie  einander 
zugleich  ähnlich  sein,  und  ihre  Ebenen  einander  parallel  gelegt  werden, 
wenn  eine  Vereinigung  der  vier  Linien  A  A\  . . .  statt  haben  soll.  Sind 
aber  die  Figuren  einander  bloss  affin,  so  ist  ein  Zusammentreffen  der  vier 
Linien  entweder  durchaus  unmöglich,  oder  doch  nur  ein  Zusammentrefien  im 
Unendlichen,  d.  h.  gegenseitiger  Parallelismus  derselben,  zu  bewerkstelligen. 
Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  die  gleichnamigen  Spitzen  zweier  Dreiecke 
ABC  und  A'B'C  nur  dann  durch  Parallelen  verbunden  werden  können,  und 
dass  folglich  von  zwei  affinen  Figuren  A..  D . .  und  A', .  D'. .  die  eine ,  als 
Projection  der  anderen  durch  Parallelen,  nur  in  dem  Falle  gelten  kann,  wenn, 
/»  Qt  Ä,  /',  ...  in  der  vorigen  Bedeutung  genommen  und 

gesetzt, 

eine  positive  Grösse  ist. 
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§.  231.  Aufgabe.  Ein  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten 
im  Räume  coUinear  verwandtes  System  zu  construiren. 

Auflösung.  Seien  A,  ...,  E  fünf  Puncte  des  gegebenen  Systems, 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  nehme  die  Linien 
DA,  DB,  DC  ZM  Axen,  also  D  zum  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punct  und  A,  B,  C  zu  den  Endpuncten  derselben,  und  beziehe  auf 
sie  jeden  anderen  Punct  des  Systems,  indem  man  für  jede  Axe  den 
Punct  angiebt,  in  welchem  sie  von  einer  durch  die  Endpuncte  der 
beiden  anderen  Axen  und  durch  den  zu  bestimmenden  Punct  ge- 
legten Ebene  geschnitten  wird.     Hiemach  werde  bestimmt  E  durch : 

DA'  BCE=M,    DB'  CAE  =  N,    DC'  ABE=  0, 

P  durch: 

DA'  BCP=X,    DB'  CAP=Y,     DCABP^Z. 

Dasselbe  Verfahren  denke  man  sich  in  dem  anderen  Systeme  wieder- 
holt, und  bezeichne  die  den  Puncten  M,  iV,  0,  X,  ...  entsprechen- 
den Puncte  durch  M',  N\  (7,  X',  ...,  dass  also 

M'=  D'Ä '  B'0'E\ 
etc. 

Man  nehme  nun  Ä,  S ,  ,,,,  E'  willkürlich,  jedoch  so,  dass  keine 
vier  derselben  in  einer  Ebene  liegen.  Alsdann  sind  von  den  vier 
Puncten  D\  A',  M\  X',  welche  in  einer  Geraden  liegen  und  den 
gegebenen  Puncten  Z>,  A,  M,  X  entsprechen,  die  drei  ersteren  eben- 
falls bekannt,  und  man  kann  folglich  nach  §.  227  den  vierten  X' 
finden.  Auf  eben  die  Art  erhält  man  auch  Y'  und  Z"  in  den 
Geraden  D'B'N'Y  und  D'C'0'Z\  woraus  sich  zuletzt  P'  als  der 
gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  B'C*X\  C'A'Y\ 
AB'Z  ei^ebt. 

§.  232.  Zusatz.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction  und  des  in  §.  229  bei  ebenen  Figuren  gelehrten  Verfahrens 
beruhet  darauf,  dass  bei  zwei  collinear  verwandten  ebenen  Figuren 
je  vier  Puncte  der  einen,  für  sich  betrachtet,  von  den  ihnen  ent- 
sprechenden vier  Puncten  der  anderen  im  Allgemeinen  ganz  unab- 
hängig sind,  dass  eben  so  bei  zwei  collinearen  Figuren  im  Räume 
zwischen  je  fünf  Puncten  der  einen  und  den  entsprechenden  fünf 
Puncten  der  anderen  noch  keine  Beziehung  stattfindet,  und  dass 
endlich  die  zwei  oder  drei  Doppelsclinittsverhältnisse,  wodurch  jeder 
andere  Punct  der  gegebenen  Figur  in  Bezug  auf  die  ersten  vier 
oder  fünf  Puncte  vollkommen  bestimmt  wird,  in  der  zu  construiren- 
deii  Figur  von  gleiclior  Grösse  gemacht  wurden. 
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Nimmt  man  die  vier  oder  fünf  ersten  Punete  der  zu  construiren- 
den  Figur  nicht  willkürlich,  sondern  lässt  sie,  als  ein  System  für 
sich,  zu  den  vier  oder  fünf  ersten  Puncten  der  gegebenen  Figur  in 
einer  der  früher  erklärten  näheren  Verwandtschaften  stehen,  so  ist 
klar,  dass  auch  die  ganze  nach  den  vorhin  gegebenen  Regeln  con- 
struirte  Figur  der  gegebenen  Figur  auf  dieselbe  Art  näher  verwandt 
sein  wird.  Lässt  man  z.  B.  bei  der  Construction  einer  collinearen 
ebenen  Figur  das  Viereck  A'ffC'D'  dem  Viereck  A  . ,  D  ähnlich 
sein,  so  wird  auch  zwischen  den  ganzen  Figuren  Aehnlichkeit  ob- 
walten. 

Dasselbe  wird  endlich  auch  von  coUinear  verwandten  Systemen 
in  geraden  Linien  gelten,  wo,  wenn  zwischen  drei  Puncten  des  einen 
und  den  entsprechenden  drei  Puncten  des  anderen  Systems  eine 
nähere  Verwandtschaft  stattfindet,  dieselbe  sich  gleichfalls  auf  die 
ganzen  Systeme  erstrecken  wird. 


Achtes  CapiteL 

Von  den  aus  der  Verwandtschaft  der  CoUineation 

entspringenden  Aufgaben. 


§.  233.  Lehrsatz.  Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  in 
einer  Geraden^  oder  in  einer  Ebene ^  oder  im  Baume ^  und  sind  von 
den  daraus  zu  bildenden  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnissen  resp. 
irgend  n — 3,  2n  —  8,  3n  —  15  von  einander  unabhängige  gegeben, 
so  kann  man  hiermit  alle  übrigen  ßnden. 

Beweis.  Der  erste  Fall,  wo  die  Punete  in  einer  Geraden 
liegen,  und  wenn  die  gegebenen  Verhältnisse  Doppelschnittsverhält- 
nisse sind,  ist  schon  in  §.  187  bewiesen  worden.  Dass  der  Satz  auch 
für  Vieleckschnittsverhältnisse  gilt,  folgt  aus  §.  216,  c. 

Wenn  zweitens  die  Punete  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so 
setze  man,  wie  in  §.  219,  zwischen  vier  Puncten  des  Systems,  -4,  ...,  Z>, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  die  Relation  fest: 

aA  +  bB  +  cC=D, 
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und  bringe  den  Ausdruck  jedes  der  n  —  4  übrigen  Puncte  auf  die 
Form 

^aA  +  xbB  +  tpcC. 

so  dass  jeder  dieser  Puncte  in  Bezug  auf  die  vier  ersten  durch  xwei 
solcher  Verhältnisse,  wie  q>  :  %  und  x  -  V^f  ^^^  folglich  alle  n  —  4 
Puncte  durch  2{n  —  4)  solcher  Verhältnisse  bestimmt  sind.  Nach 
§.  221  sind  aber  alle  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse 
des  Systems  Functionen  dieser  2n  —  8  Verhältnisse;  es  muss  daher 
auch  aus  irgend  2n  —  8  von  einander  unabhängigen  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnittsverhältnissen  des  Systems  jedes  andere  Verhält- 
niss  dieser  Art  gefunden  werden  können. 

Eben  so  wird  endlich  der  Beweis  für  den  dritten  Fall  geführt,  wo, 

E=aA'{',..  +  dD 

gesetzt,  jeder  der  n — 5  übrigen  Puncte,  F,  Gj  ...,  durch  drei  solcher 
Verhältnisse,  wie  '/>  :  X»  X  •  ^>  V'  •  ^»  ^^^  folglich  aUe  n  —  5  Puncte 
durch  3(»  —  5)  solcher  Verhältnisse  in  Bezug  auf  die  fünf  ersten 
bestimmt  werden.  Von  diesen  Verhältnissen  aber  können  aUe  in 
dem  Systeme  vorkommenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse als  Functionen  dargestellt  werden  (§.  225). 

§.  234.  Zusätze,  a)  Bei  einem  Systeme  von  4,  5,  6,  7,  8,  9,  ... 
Puncten  in  einer  Ebene  müssen  also  0,  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Doppel- 
schnitts- (und  Vieleckschnitts-jverhältnisse  gegeben  sein,  um  daraus 
alle  übrigen  bestimmen  zu  können. 

Bei  einem  Systeme  von  bloss  vier  Puncten  in  einer  Ebene  wird 
dalu»r  noch  kein  Doppelschnittsverhältniss  als  gegeben  erfordert; 
d.  h.  alle  Doppelschnitts  Verhältnisse,  welche  sich  bilden,  indem  man 
die  vier  Puncte  durch  Gerade  verbindet  und  dieselbe  Verbindung 
mit  den  dadurch  entstehenden  Durchschnittspuncten ,  so  weit  als 
man  will,  fortsetzt,  sind  bloss  von  der  Art  und  Weise  der  Verbindung 
abhängig,  wie  dieses  bereits  aus  §.  202,  a  bekannt  ist.  Auch  haben 
alle  dergleichen  Doppelschnittsverhältnisse  rationale  Werthe. 

Coiistruirt  man  ähnlicherweise  ein  geometrisches  Netz  aus  fünf 
Puncten  in  einer  Ebene,  statt  aus  vieren,  so  reicht  zur  Bestiniinuiig 
aller  darin  vorkommenden  Doppelschnittsverhältnisse  nicht  mehr  die 
Kenntniss  der  Verbindungsart  hin,  durch  welche  man,  von  den  fünf 
l'uncten  ausgehend,  zu  den,  irgend  eines  dieser  Doppelschnittsver- 
hältnisse bildenden,  Puncten  gelangt;  sondern  es  müssen  noch  irgend 
zwei  von  einander  unabhängige  Doppelschnittsverhältnisse  selbst  ge- 
geben sein.  —  Bei  dem  geometrischen  Netze,  welchem  sechs  beliebig 
in  einer  Ebene  genommene  Puncte  zum  Grunde   liegen,    lassen  sich 
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aus   irgend   vier  von   einander   unabhängigen  Doppelschnittsverhält- 
niflsen  die  Werthe  aller  anderen  ableiten;  u.  s.  w. 

Man  wird  übrigens  schon  wahrgenommen  haben,  dass  der  eben 
erläuterte  Satz  eine  Verallgemeinerung  des  im  §.  192  erwiesenen  ist, 
indem  dort  nur  von  denjenigen  Doppelschnittsverhältnissen  die  Rede 
war,  welche  bei  einem  Systeme  n  gerader  Linien  in  einer  Ebene  in 
und  von  diesen  Linien  selbst  gebildet  wurden,  hier  aber  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene,  wodurch  ebenfalls  nur  n 
von  einander  unabhängige  Gerade  bestimmt  werden,  die  Rechnung 
nicht  bloss  auf  diese  beschränkt  ist,  sondern  auf  alle  Linien  des  aus 
n  Puncten  zu  construirenden  Netzes  ausgedehnt  werden  kann. 

b)  Aehnliche  Bemerkungen  lassen  sich  über  den  Lehrsatz  des 
vorigen  §.  machen,  insofern  er  Systeme  im  Räume  betrifft,  und  wo 
er  als  eine  Erweiterung  des  Satzes  in  §.  194  erscheint.  Bei  einem 
Systeme  von  5,  6,  7,  8,  9,  ...  Puncten  ist  hier  die  Anzahl  der  er- 
forderlichen Doppelschnittsvcrhältnisse  gleich  0,  3,  6,  9,  12,  ... 


Der  abgekürzte  barycentrisehe  Calcnl. 

§.  235.  Da  die  CoUineationsverwandtschaft  eine  Verallgemei- 
nerung der  Affinität  ist,  und  alles  dasjenige,  was  eine  Figur  mit 
einer  ihr  collinear  verwandten  gemein  hat,  zugleich  jeder  ihr  affinen 
Figur  gemeinschaftlich  zukommt;  da  femer  alle  aus  der  Affinität 
entspringenden  Aufgaben  mit  Hülfe  des  barycentrischen  Calculs  sich 
lösen  lassen:  so  müssen  auch  alle  durch  die  CoUineationsverwandt- 
schaft begründeten  Aufgaben  mittelst  barycentrischer  Formeln  in 
Rechnung  gesetzt  und  gelöst  werden  können.  Es  lässt  sich  aber  bei 
dieser  letzteren  Art  von  Aufgaben  die  barycentrisehe  Rechnung  be- 
deutend abkürzen,  dadurch  nämlich,  dass  man  die  Coefficienten  der 
Puncte  nur  aus  solchen  Zahlen  bestehen  lässt,  die  in  jeder  Figur, 
welche  mit  der  gegebenen  collinear  verwandt  ist,  dieselben  bleiben. 
Hierdurch  geschieht  es,  dass  in  demselben  Grade,  in  welchem  von 
der  einen  Seite  wegen  der  zusammengesetzteren  Verhältnisse  die 
Untersuchung  erschwert  scheint,  sie  von  der  anderen  Seite  durch 
Abkürzung  der  Formeln  erleichtert  wird. 

Der  Zweck  dieses  abgekürzten  Calculs  ist  demnach  die  Ent- 
wickelung  aller  derjenigen  Eigenschaften  einer  Figur,  welche  sie 
mit  jeder  ihr  collinear  verwandten  Figur,  als  solchen,  gemein  hat. 
Bei  den  durch  diesen  Calcul  zu  lösenden  Angaben  und  zu  erweisen- 
den Lehrsätzen  kann  daher  von  keinen  anderen  Grössen  Verhältnissen, 
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als  Doppekchnitts-  und  YieleckschnittsrerliältDisseii,  und,  wenn  nur 
geradlinige  und  ebenflächige  Figmen  untetsucht  werden,  von  kdnen 
anderen  Bedingungen,  als  solchen  die  Bdde  sein,  dass  drei  oder 
mehrere  Puncto  in  einer  (Geraden  liegen,  swei  oder  mehrere  QeauiB 
sich  in  einem  Puncto,  drei  oder  mehrere  Ebenen  in  einer  Oeraden 
treffen,  u.  dergL;  da  hingegen  die  einfachen  VerhMtnisge  iwischen 
Abschnitten  einer  Geraden,  oder  iwischen  Flftchentheilen  einer  Ebene, 
oder  iwischen  Theilen  des  Baums  mittelst  des  abgekünten  Calculs 
eben  so  wenig  berücksichtigt  werden  können,  als  er  die  FlEe,  wo 
der  Durchschnittspunct  yon  Geraden  oder  die  Durchschnittslinie  toh 
Ebenen  im  Unendlichen  liegt,  und  daher  jene  Geraden  und  diese 
Ebenen  einander  parallel  laufen,  besonders  aniuieigen  yermag  (§.  SSO,A 
und  §.  224,  a,  b). 

Wir  wollen  nunmehr  die  drei  Arten  räumlicher  Ausdehnung 
einieln  durchgehen,  und  mit  der  geraden  Linie  den  Anfimg  machen, 

§.  236.  Man  habe  ein  System  yon  Puncten,  A^  B,  C,  Z>,  JS, ..., 
welche  in  einer  Geraden  liq^n.  A  und  B  lu  Fundamentalpnneten 
genommen,  seien  die  übrigen  Puncte  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmt: 

aA  +  bB  +  eC  =  0,    öaA  +  ffbB  +  dD  ^0, 

€aA  +  B'bB  +  eE==0, 
etc.,  wo  also 

a  +  6  +  c  =  0,    da  +  i'b  +  d=Of 

etc.  Alsdann,  sind  es,  nach  §.  226,  nur  die  Verhältnisse  d  :  d',  e  :  €^ 
etc.,  welche  dieses  System  von  Puncten  mit  allen  anderen  ihm  col- 
linear  verwandten  gemein  hat,  während  das  Verhältmiss  a  :  b  von 
dem  einen  dieser  Systeme  zu  dem  anderen  veränderlich  ist.  Man 
lasse  demnach  gegenwärtig  die  Coef&cienten  a,  b  und  die  davon  ab- 
hängigen Cj  d,  ß,  ...,  als  solche,  die  nicht  weiter  in  Bechnung 
kommen,  hinweg  und  schreibe: 

A  +  B+C=0,     dA  +  d'B  +  D  =  0,     eA  +  e'B  +  E  =  0, 

etc.,  oder  einfacher,  da  man  gleich  anfangs  statt  d  :  d\  b  :  s'  etc. 
hätte  d  :  1,  €  :  1,  etc.  setzen  können: 

A  +  B  +  O=0,    dA  +  B  +  D  =  0,     sA  +  B  +  E^O, 
etc. 

Eigentlich  genommen,  werden  also  in  diesen  nunmehrigen  Glei- 
chungen durch  die  Buchstaben  A,  B,  C,  ...  nicht  wie  bisher  bloss 
die  Puncte  A,  B,  C,  ...  (oder  vielmehr  die  Abschnitte  AA%  BS, 
CC\  ...,  §.  13),  sondern  diese  Puncte,  jeder  noch  mit  einem  gewissen, 
durch   den  ganzen  Verlauf  der  Bechnung    constanten   Coefficienten 
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a,  b,  Cy  ...  behaftet,  ausgedrückt.  Man  kann  daher  mit  solchen 
Gleichungen  offenbar  die  nämlichen  algebraischen  Operationen,  wie 
mit  den  bisherigen  anstellen,  kann,  durch  successive  Elimination  der 
Puncte  A  und  jB,  eine  Gleichung  zwischen  je  drei  anderen  Puncten 
des  Systems  ableiten,  z.  B. 

{\—d)A  +  C  —  D  =  0,     {1—b)A+C—E=0, 
(d  —  e)C—  {1  —  e)D  +  (\  —  d)E  =  0, 

etc.,  darf  aber  aus  diesen  Gleichungen  nur  solche  Verhältnisse 
folgern,  welche  Functionen  der  beibehaltenen  Coefßcienten  d,  c,  ... 
allein  sind,  also  nur  Doppelschnitts-  und  Yieleckschnittsverhältnisse, 
als  bei  welchen  die  Coefßcienten  a,  (,  c,  . . .,  hätte  man  sie  anfäng- 
lich auch  stehen  lassen,  zuletzt  von  selbst  herausgefallen  sein  würden. 
Werde  z.  B.  der  Werth  des  Doppelschnittsverhältnisses  (C,  Z>, 
Aj  E)  verlangt.  Die  hierzu  nöthigen  Gleichungen  zwischen  C,  Z>,  A 
imd  C,  Z>,  E  sind: 

C—  D  +  (l—d)A  =  0,     {d  —  e)C—  (1  —  e)D  +  (1  —  S)E  =  0. 

Aus  der  ersteren  folgt: 

CA:AD  =  —\  :  1, 
[oder  vielmehr  =  —  d  :  c]\ 
aus  der  letzteren: 

CE  :  ED  =  —  (1  —  €)  :  {ö  —  e), 
[oder  vielmehr  =  —  rf(l  —  e)  :  c{d  —  e)]; 

und  durch  Verbindung  dieser  Proportionen: 

(C,2>,^,^)=^. 

Soll  femer  der  Werth  des  Dreieckschnittsverhältnisses 

AB     CD     EF 
BC  DE'  FA 

bestimmt  werden,  so  übersieht  man  leicht,  dass  erstlich  die  Coefß- 
cienten  h,  d^  f  der  Puncte  By  D,  F  gar  nicht  ins  Spiel  kommen, 
dass  zweitens  durch  Multiplication  von  AB  :  BC  mit  CD  :  DE  der 
Coefficient  c  weggeschafft  wird,  und  wenn  man  hierein  nach  EF :  FA 
multiplicirt,  nicht  nur  e,  sondern  auch  a  herausfällt. 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  jedes  Doppelschnitts-  und  Viel- 
eckschnittsverhältniss  zwischen  den  Puncten  des  Systems  als  Function 
der  Coefßcienten  d,  €,  . . .  darstellen,  so  wie  diese  letzteren  selbst  nichts 
anderes,  als  die  Werthe  der  Doppelschnittsverhältnisse  (-4,  jB,  C,  Z)), 
{A,  B,  C,  jB),  etc.  ausdrücken  (§.  226). 
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§.  237.  Um  bei  Beilimmiaig  dieser  «"—■ — ntrigniFMiin  Yer- 
hiltnieee  nieht  iMbig  sn  hiAen,  die  Werthe  der  ^mmtAwtmn  mm^mAmm 
TefliilliiMte  mtl  niedenaeehreiben,  kann  man  mA  fidgender  ane 
dem  Torigen  leiclit  Hieaeender  Begel  bedienen.  —  FBr  jedea  am* 
jkche  Terbiltniw,  wie  AB  :  BCy  suche  man  die  anf  Null  lednciite 
Gleichung  swischen  den  drei  Puncten  dfssclbcn,  A,  B^  C,  stelle  anch 
diese  Puncte  in  denelben  Folge,  in  welcher  sie  im  Viiihiltnime 
selbst  TOf kommen ,  also  hier  snent  A^  dann  B  und  mletst  C.  Als- 
dann ist  das  Product  ans  den  Coefficienten  der  letrten  Puncte  aller 
Gleichungen,  diridirt  durch  das  Product  ans  den  Coeffidenten  aller 
eisten  Puncte,  der  gesuchte  Werth  des  VJelerkschnittsreihiltniwes, 

Die  nimliche  ^BlegA  lisst  sich  auch  bei  der  Werthbeatimmnng 
eines  Doppelschnittsrerhiltnisses ,  (/,  JT,  L^  Jf),  anwenden,  indem 
man  dasselbe  als  ein  ZweteckschnittsrerhiltniM  {IL  :  LS)  {KM :  Jfi), 
betrachtet  Man  suche  daher  die  Gleichungen  swischen  /,  L^  K  und 
swischen  JT,  if,  /: 

i/+ii  +  xjr=0, 

oder,  was  dasselbe  ist:  man  drucke  jeden  der  beiden  Schneidepnncte 
L^  M  durch  die  beiden  Orenipuncte  /,  K  aus,  und  awar  L  durch 
/  und  JT,  M  durch  JT  und  /: 

^K+i'I=M, 

und  man  hat  sogleich 

(/,  K,L,M)  =  %i':  ix'. 

§.  238.  Sind  nun  bei  n  Puncten  -4,  jB,  (7,  JD,  . ..,  iV  in  einer 
geraden  Linie,  n  —  3  zwischen  denselben  gebildete  und  von  einander 
unabhängige  Doppelschnitts-  und  Yieleckschnittsverhältnisse  gegeben, 
und  soll  daraus  eines  der  übrigen  dieser  Verhältnisse  gefunden 
werden  (§.  233) ,  so  setze  man : 

A  +  B+C=0,    dA  +  B  +  D  =  0,    ...,    vA  +  B  +  N=0, 

und  bestimme  hieraus  die  Werthe  der  n  —  3  gegebenen  Verhältnisse 
und  des  gesuchten  als  Functionen  der  n  —  3  Coefficienten  d,  €,  ,,.,  r. 
Dies  giebt  ein  System  von  n  —  2  Gleichungen^  aus  denen  man,  nach 
Elimination  der  n  —  3  Hülfsgrössen  d,  e,  ...,  v  eine  Gleichung 
zwischen  den  n  —  3  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
bekommt,  und  somit  das  letztere  in  Werthen  der  ersteren  ausdrücken 
kann. 
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Beispiel.  Bei  einem  Systeme  von  sechs  Puncten  A,  ...,  F  in 
einer  Geraden  sind  die  6  —  3  =  3  DreieckschnittsTerhältnisse 

(BC  :  CA)  [AE  :  EF)  (FD  :  DB)  =p 
{DE  :  EC)  [CA  :  AB)  (BF  :  FD)  =  q 
(FA  :  AE)  (EC  :  CD)  {DB  :  BF)  =  r 

gegeben.     Das  Dreieckschnittsverhältniss 

(AD  :  DC)  (CF:  FE)  (EB  :  BA)  =  z 

zu  finden.  —  Man  setze: 

A  +  B+C=0,     dA  +  B  +  D  =  0, 
€A  +  B  +  E=0,     ^A  +  B  +  F  =  0. 

Um  nun  zuerst  die  Werthe  von  />,  y,  r,  x  durch  d,  €,  ^  auszu- 
drücken, bilde  man  nach  der  im  vorigen  §.  mitgetheilten  Regel  die 
Gruppen  von  Gleichungen  für  p 

B+     C+  A  =  0, 

{i;  —  €)A—    E+  F  =  0, 

dF—^D  +  {d  —  ^)B  =  0; 


für  q 


—  {\—e)D  +  {l—d)E+{d  —  €)C=0, 


C+             A+             J5  — 0, 

{d-^)B+           dF-          ei>  =  0; 

woraus  sich 

P       d{^-e)'    ?       (l_e)(d-ä 

ergiebt. 

Durch  ein 

gleiches  Verfahren  erhält  man: 

<J(l-6)                    e(C-l)      . 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  aus  diesen  vier  Gleichungen  d,  €,  ^  zu 
eliminiren.  Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  in  jedem  der  Brüche, 
wodurch  p,  q,  r  ausgedrückt  werden,  die  Summe  des  Zählers  und 
Nenners  immer  dieselbe  ist,  nämlich 

dass  folglich  mit  Anwendung  dieser  durch  v  bezeichneten  Summe 


pyr'  -g_,)(i_i) 

oder,  wenn  p',  ^,  ^  wiedeium  durch  p,  q,  r  ausgedruckt  werden: 
(l-}r)(l-rp)(l-pg) 
(1 +?)(!+ SJO+r) 
Setzt  man  z.B.  p  ^  —  2,  q  =  —  2,  r  =  —  J ,  so  wird  hiernach 
X  ^  27-     Es  finden  diese  Werthe  statt  für 

AB  =  BC=CD  =  DE  =  EF. 


.  239.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  Puncten  A,  B,  ..., 
welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind.  Auf  A,  B,  C  als  Fiuiife- 
mentalpuncte  bezogen,  seien  die  Gleichungen  für  die  übrigen  Puncte: 

a^4- i-B  +  c<?+ rf-D  =  0, 
eaA  +  t'bB  +  e"cC-\-eB  =  0, 
l,aA  +  t;hB+^'cO-\-fF=Q, 
u.  s.  w.,  also 

a+i  +  c  +  rf  =  0,  ea  +  6'*  +  e"c  +  «  =  0, 
etc.  Da  wir  nun  gegenwärtig  bloss  diejenigen  Eigenschaften  des 
Systems  berücksichtigen  wollen,  die  dasselbe  mit  einem  ihm  collinear 
verwandten,  als  solchen,  gemein  hat,  und  da  hierbei  nur  die  Ver- 
hältnisse e  :  e':  e",  %  :  £':  ^,  etc.  unverändert  bleiben  (§.  219),  so 
lassen  wir  abermals  die  CoefGcienten  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ...  weg,  setzen 
auch,  weil  es  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  von  e,  £',  e",  sondern 


*)  El  folgt  hieraus,  dau  fOi  ?■=>  0  sLoh  jede  der  drei  Orfisaen  p,  q,  r  und 
mithin  »ueh  ihr  Produot  auf  —  1  redunrt.    In  der  That  findet  »ich  dieseg  Frodnot 


.  [FA  :AB){BC:  CD)[DE^  EF)~ 


C— ")!*-!)        (C— »)(<1 
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bloss  auf  ihr  gegenseitiges  Verhaltniss  ankommt,  «''=1,  und  eben 
so  ^'=1,  etc.  und  schreiben  hiemach  jene  Gleichungen  unter 
folgender  einfachst  mögUcher  Form: 

A  +  B  +  C+D  =  0, 
eA  +  e'B  +  C+E  =  0, 

u.  s.  w. 

Zur  richtigen  Anwendung  dieser  Gleichungen  haben  wir  uns, 
ebenso  wie  in  §.  236,  nur  vorzustellen,  dass  Ay  B^  C,  D,  E,  ...  nicht 
mehr  bloss  Puncte,  sondern  Puncte,  jeder  mit  einem  gewissen 
während  der  ganzen  Rechnung  unveränderlichen  Coefficienten  ver- 
bunden, bedeuten.  Hieraus  folgt  wiederum,  dass  die  Rechnung  mit 
diesen  Gleichungen  ganz  dieselbe,  wie  mit  den  anfänglichen,  nicht 
abgekürzten,  ist,  und  dass  man  durch  successive  Elimination  der 
Fundamentalpuncte  A^  jS,  C  eine  Gleichung  zwischen  je  vier  anderen 
Puncten  des  Systems  entwickeln  kann. 

§.  240.  A,  Bj  C  ia  der  jetzt  angegebenen  Bedeutung  genommen, 
drückt  eA  +  e'B  einen  Punct  der  Geraden  AB  aus,  (dessen  Lage  gegen 
A  und  B  erst  durch  Zusammensetzung  des  Verhältnisses  e  :  e'  mit  dem 
der  weggelassenen  Coefficienten,  a  :  ft,  vollkommen  bestimmt  wird). 
Eben  so  ist  C-\-  E  ein  gewisser  in  CE  liegender  Punct,  (nicht  eben 
der  Mittelpunct  (§.  30),  sondern  der  Punct  cC-^-eE).    Da  nun 

so  folgt 

bA  +  b'B  —  —  (C+E) 

^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  AB  und  CE.  Heisse  dieser  P, 
so  kann  man  setzen: 

eA  +  B'B  =  —  C—E=P, 

ohne  dem  P  einen  anderen  Coefficienten ,  als  die  Einheit  zu  geben, 
indem  man  den  Coefficienten ,  welchen  P  hiemach  eigentlich  er- 
halten sollte, 

[fia  +  c'Ä  =  —  (c  +  ^)], 

eben  so  mit  dem  Buchstaben  P,  wie  a  mit  A^  b  mit  jS,  etc.  ver- 
einigt denkt. 

Allgemein  also:  besteht  zwischen  den  vier  Puncten  des  Systems 
/,  JT,  Lj  M  die  Gleichung 

lI+  ^K+  XL  +  fiM=  0, 

so  folgt  daraus  für  den  Durchschnitt  P  der  Linien  IK  und  LM: 

P=±  (il+  X JBT)  =  =F  (ii  +  t^M). 
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Ob  man  P^+  oder  —(iI+xK)  setit»  ist  gjeichgoMg-  Nor 
miu8  man  bei  dem  einmal  (Sesetsten  im  Fortgänge  der  Bedmvng 
bleiben,  und  darf,  wenn  man 

P=  +  (*/+xJr) 

genommen,  den  anderen  Werdi  nicht  +9  Mmdem  — {IL  +  /aH) 
nehmen,  und  umgekehrt  Eben  so  leuchtet  ein,  dass  die  positire 
Annahme  simmtüeher  Glieder  in  den  Gleichungen  des  Torigem  $., 
so  wie  in  den  analogen  Gleichungen  des  §.  236,  nicht  wesentlich 
nothwend%  ist    Man  kann  eben  so  gut 

A—B+C^D,    bA  +  ^B  —  O^E, 

etc.  setien,  muss  aber  nur  mit  den  einmal  gewihlten  Zeichen  die 
TtjM»linfi«g  gleichlSrmig  fortfuhren. 

So  wie  übrigens  swischen  je  drei  Puncten,  s.  B.  /,  JT,  P,  welche 
der  Construction  nach  in  einer  Geraden  liegen,  immer  eine  Oleichnng 
stattfindet,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass,  wenn  iwischen  drei  Puncten 
einer  Ebene  eine  Gleichung  sich  durch  den  Calcul  eigiebt,  diese 
drei  Puncto  in  einer  Gteraden  liegen. 

§•  241.  Die  Berechnung  der  Doppekchnitts-  und  Vieleck- 
schnittsrerhiltnisse  geschieht  auf  dieselbe  Art,  wie  in  dem  Vorigen 
bei  einem  Systeme  ron  Puncten  in  einer  Geraden.  Zuerst  sucht 
man  nach  Anleitung  des  vorigen  §.  for  jedes  einfEushe  VerliiltnisB 
besonders,  die  Gleichung  swischen  den  drei  in  einer  Gteraden  ent- 
haltenen Puncten  desselben ,  und  verffüirt  dann  nach  der  in  §.  237 
angegebenen  Regel. 

SoU  z.  B.  der  Wcrth  eines  DoppeLschnittsverhältnisses  von  der 
Form  (/,  Kj  LM,  NO)  gefunden  werden,  so  suche  man  zuerst  die 
Gleichungen  zwischen  /,  E,  i,  M  und  /,  K,  iV,  0.     Seien  diese  : 

1)  iI+xK+lL  +  fiM=0, 

2)  i'I  +  k'K+  vN+  o  0  =  0. 


Sei  femer 
so  ist 


folglich 


IK    LM=P,    IK'NO=Q, 

iI+%K=P, 
x'K+i'I=  Q, 


(/,  JT,  LM,  NO)  =  (/,  K,  P,  Q)  =  t'x  :  tx'. 

Zugleich  sieht  man  hieraus,  dass  man,  auch  ohne  erst  die  Be- 
zeichnungen P  und  Q  zu  gebrauchen,  zu  dem  Werthe  des  Doppel- 
schnittsverhältnisses  (/,  K,  LM,  NO)  aus  den  Gleichungen  1)  und  2) 
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unmittelbar  gelangen  kann,  wenn  man  darin  kL  +  (^M  und  vN+  oO 
sogleich  als  die  Puncte  nimmt,  welche  in  dem  Ausdrucke  des  Doppel- 
schnittsTerhältnisses  durch  LM  und  NO  angezeigt  werden.  —  Eben 
so  lässt  sich  auch  die  Berechnung  eines  Vieleckschnittsverhaltnisses 
abkürzen y  wenn  die  Schneidepuncte  der  Seiten  nicht  geradezu,  son- 
dern statt  jedes  derselben  zwei  Puncte  gegeben  sind,  die  mit  dem 
Schneidepuncte  in  einer  Geraden  liegen,  wie  in  §.  221 , 3. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  die  Werthe  aller  bei  der  Auf- 
gabe in  Betracht  kommenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse  durch  die  2(n  —  4)  Hülfsgrössen  e  und  €',  ^  und  ^',  etc. 
ausgedrückt,  so  kann  man  durch  Elimination  dieser  letzteren  die  zu 
bestimmende  Relation  zwischen  den  2n — 8  gegebenen  Verhältnissen 
und  einem  (2n  —  7)ten  gesuchten,  so  wie  die  anderen  hierherge- 
hörigen Eigenschaften  der  Figur,  entwickeln. 

§.  242.  Zusätze,  a)  Wie  schon  aus  §.  221,4  folgt,  und  auch 
aus  dem  yorigen  §.  sich  ganz  leicht  finden  lässt,  sind  die  Hülfs- 
grössen e  und  e'j  ^  und  f',  etc.  Werthe  von  Doppelschnittsverhält- 
nissen  in  den  Linien  AC  und  BCj  nämlich: 

e  =  (A,  C,  BD,  BE),     e'=  (5,  (7,  AD,  AE), 

u.  s.  w.,  so  dass  hiemach,  schon  durch  die  anfänglichen  Gleichungen 
selbst,  jeder  der  n  —  4  Puncte  E,  F,  . .  in  Bezug  auf  die  vier  ersten 
A,  .  .j  D  durch  zwei  Doppelschnittsverhältnisse  bestimmt  ist. 

b)  Wenn  einer  von  den  n  Puncten  der  Figur,  6,  mit  zwei  anderen 

derselben,  E  und  Fy  in  einer  Geraden  liegt,  so  ist  damit  von  den  zwei 

zur  Bestimmung  von  G  nöthigen  Doppelschnittsverhältnissen  das  eine 

schon  als  gegeben  anzusehen.     Denn  sind  H,  I  irgend  zwei  andere 

ausserhalb  der  Geraden  EFG  liegende  Puncte  der  Figur,  so  sind 

die  Puncte   EF'  GH  und   EF'  Gl  mit   G  identisch,    und  mithin 

(§.  182): 

(E,F,GH,GI)  =  \, 

so  wie  umgekehrt  aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  £,  JP,  &  in  einer 
Geraden  liegen.  Das  andere,  oder  vielmehr  das  einzige  in  diesem 
Falle  zur  vollkommenen  Bestimmung  von  G  erforderliche  Doppel- 
schnittsverhältniss,  so  wie  die  Bedingung  selbst,  dass  E,  F,  G  in 
einer  Geraden  sind,  wird  am  einfachsten  dargestellt,  wenn  man  G 
auf  E  und  F  unmittelbar  bezieht  und  daher 

riE+F+G  =  {S 

setzt.     Denn  aus  den  Gleichungen  für  E  und  F  folgt: 

(6-ö^+(«-n5+^--p=o, 


mtd  lüeimiu  bi  Verlänidiu^  mit 

das  Doppelschnittoreäiältiuss : 

iE,F,AB,  G)  =  —  Ti. 
So  rielmal  also  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  oiner  Ebene 
der  Fall  eintritt,  dus  drei  Puncte  deaselben  in  einer  Geraden  liegen, 
um  eben  ao  viel  Einheiten  wird  die  Anzahl  dei  Bülf^rössen  t,  c',  ... 
kleiner  als  2  n  —  8  sein  können ,  um  eben  so  viel  aber  die  Afitalit 
der  gegebenen  Doppelschnittsverhältnisse  kleiner  ala  2n  —  S  sein 
müssen,  wenn  zwischen  letzteren  gegenseitige  Unabhängigkeit  noch 
stattfinden  solL 

§.  243.  Folgend«'  Bdiqnde  weiden  das  Bidieiige  noch  deut- 
licher machen. 

1)  Die  einfachste  ebene  Figur,  worauf  der  al^ekürzte  barycea- 
triflche  Oalcul  angewendet  werden  kann,  ist  das  aus  vier  Puncten 
entstehende  ebene  Neta,  indem  man  hier  noch  keiner  Hül&grossen 
bedarf.  Alle  bei  dem  Netze  vorkommenden  Doppelschnitts-  und 
Vielecks chnittsverhältnifise,  so  wie  die  merkwürdigen  Fälle,  wo  drei 
oder  mehrere  Punkte  in  einer  Geraden  li^en,  etf.  können  mittelst 
dieses  Calculs,  leichter  als  auf  jede  andere  Weise,  gefunden  werden. 
Um  dieses  nur  an  den  in  §.  198  entnickelten  Eigenschaften  zu  leigmi, 
so  setiw  man  (Fig.  43):  ''SK^ 

A  +  B+C+D  =  0. 
Hieraus  folgt: 

—  B~C—A  +  D  =  A' 
(§.  240) 

—  0—A  =  S+D  =  B' 
~A  —  B=  C  +  D  =  0', 

und  hieraus  weiter: 

B—C=ff—C=F 

C~'A  =  C'~A'=G 

A  —  B  =  A'—B'=B, 
mithin : 

F+0  +  H=Q, 

d.  b.  F,  O,  H   liegen    in  einer  Geraden.      Aus    den  Weithen   für 
ji',  S,  C  ergiebt  sich  femer: 

ff+  C'=  B+G+%D  =  D  —  A  =  A\ 
und  eben  so 

C'+A'=,D  —  B=B\    A  +  B'=D  —  C=C''; 
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folglich 

B—C=  B'—  C"=  C"—  5"=  JF, 

etc.,    d.  h.   die  Gerade  ff'C"  geht    durch    den   Durchschnitt  F  der 
Geraden  BC  und  B'C,  u.  s.  w. 
Sodann  fliesst  aus 

A'^A  +  n  und  A'=D  —  A 

das  Doppelschnittsverhältniss 

{A,  D,  A',  A") : 1 ; 

und  aus  den  durch  Aj  Ä,  C  ausgedrückten  Werthen  von  A\  B'y  C 
das  DreieckschnittSYerhältniss : 

(BA':  A'C)  (CB':  B'A)  (AC:  C'B)  =  1. 

2)  Die  Dreiecke  ABC  und  A'ffC  in  Fig.  43  haben  eine  solche 
Lage  gegen  einander,  dass  erstlich  die  Spitzen  von  ABfC  in  den 
Seiten  von  ABC  liegen,  und  dass  zweitens  die  Geraden,  welche  die 
gegenüberliegenden  Spitzen  beider  Dreiecke  verbinden,  sich  in  einem 
Puncte  D  schneiden.  Wir  wollen  nunmehr  von  diesen  zwei  Be- 
dingungen das  einemal  nur  die  eine  und  das  anderemal  nur  die 
andere  gelten  lassen,  und  somit  die  vorigen  Sätze  auf  zweifache 
Weise  zu  verallgemeinem  suchen. 

Seien  demnach  ABC  und  ABC*  (Fig.  52)  zwei  Dreiecke  in 
einer  Ebene,  von  welchen  die  Spitzen  A^  B,  C  des  einen  den  Spitzen 
A'j  B'y  C  des  anderen  bloss  dergestalt  ent- 
sprechen, dass  die  Geraden,  welche  die  sich 
entsprechenden  Spitzen  verbinden,  in  einem 
und  demselben  Puncte  D  zusammentreffen. 
Die  dieser  Figur  zum  Grunde  zu  legenden 
Gleichungen  werden  daher  sein: 

A'{'B+C+D  =  ^, 

und  nach  §.  242,  b 

A'=aA  +  D,    E=ßB  +  D,  pig.  52. 

C'=yC+D, 

Heissen  nun  wiederum  die  Durchschnitte  je  zweier  sich  ent- 
sprechenden Seiten: 

BCBC'=F,     CA'  C'A=G,    AB'  AB'=H, 

so  ist: 

B'—C'=ßB  —  yC  =  F, 

C'—A'=yC  —  aA=  G, 

A—  B'=aA  —  ßB  =  H, 
mithin 

F+G  +  H=0, 
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so  dass  folglich  auch  hier  die  Durchschnitte  F^  G,  H  der  drei  Paare 
sich  entsprechender  Seiten  in  einer  Geraden  liegen*). 

Seien  die  Durchschnittspuncte  je  zweier  sich  nicht  entsprechen- 
den Seiten: 

BC'  C'A=  M,    CA    AB'=  N,     AB  '  BC'=  O, 
B  C  •  AB'  =  P,     CA'  Bfa=  Q,     AB    C'A'=  R. 

Um  die  Ausdrücke  dieser  Puncte  zu  erhalten,  hat  man: 

A=aA  +  n  =  (a  —  \)A  —  B—C 
B'=ßB  +  D  =  —A  +  iß  —  \)B—C 

(?'=  y  o  +  i>  =  — ^  —  5  +  (y  —  i)C', 

folglich 

(a  —  1 )  C'+  A  =  —  aB  +  [(y  —  \){a  —  \)  —  \]C  =  M, 
und  eben  so 

(ß  —  ^)A+  B'=  N,     (y  —  1)5'+  C'=  O, 
A+(a  —  l)B'=P,    5'+(/J  — 1)C'=Q,     C"+(y— 1)^'=Ä. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Dreieckschnittsverhältnisse : 

CM     AN     BfO 1 

MA  '  NB'  '  OC  ""  (a  — 1)(/?— l)(y  — 1)' 


folglich 


A'P      B'Q      CR        .         ...^       ..,        ,. 

TW  '  Qc'  •  ^2^  =  («-i)(^-^)(y-^)» 

B'O.ffQ       CM.  CR      AN,  AP 

=  1; 


OC'.QC'      MA.RA       NB'.PB' 

und  auf  gleiche  Weise: 

BM  .  BP       CN .  CQ        AG  .  AR  _ 

MC.  PC      "NA.  QA        OB  ,  RB   ~     ' 
also : 

IVenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  eine  solche  Lage  gegen  ein- 
ander liahen^  dass  die  drei  Gerculen^  welche  die  gleichnamigen  Spitzen 
verbindefiy  sich  in  einem  Ptmcte  schneiden^  so  ist  das  Prodttct  aus  den 
Verhältfiisse?ij  7iach  welche fi  Jede  Seit-e  des  einen  Th'eieck^  von  den  zwei 
ungleichnamigen  Seiten  des  amier en  geschnitteyi  wird.,  der  Eirdieit  gleich, 

Lässt  man  den  Punct  A  in  AD  fortrücken,  bis  er  in  die  Seite 
BC  fallt,    und  eben  so   B'  in  BD  bis  CA,    C  in  CD  bis  AB.   so 


";  Man  wird  bald  finden,  dass  dieser  Satz,  ähnlieherweise  wie  der  spccicllerc 
(§.  207) ,  sich  auch  ohne  llechnung  mit  Hülfe  einer  Construction  im  körperlichen 
Ilaiimc  darthun  lässt,  und  dass  er  selbst  dann  frilt,  wenn  die  beiden  Dreiecke 
niclit  mehr  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 
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fallen  M^  P  mit  A*\  N^  Q  mit  ff\  0,  R  mit  C  zusammen,  und  die 
linke  Seite  der  letzteren  Gleichung  geht  über  in  das  Quadrat  des 
für  den  speciellen  Fall  1)  der  Einheit  gleich  gefundenen  Dreieck- 
schnittsTerhältnisses. 

3)  Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  dass 
die  Spitzen  des  Dreiecks  A'ffC'  (Fig.  53) 
in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegen, 
dass  aber  die  Geraden  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  sich  nicht  in  Einem, 
sondern  in  den  drei  Puncten 

BB'   CC=  I>,     CC  AA=  E, 
AA'-  BB'=  F 

schneiden.     Sei  femer: 

AA''  Ba=  /,     BS'  C'A'=  JT,     CO'-  ÄS=  L, 

Es  erhellet  nun  sogleich,  dass  zur  Construction  dieser  Figur  nur 
die  fünf  Puncte  A^  B,  Cj  D  und  der  in  BC  liegende  A'  gegeben 
zu  sein  brauchen,  indem  sich  daraus  alle  übrigen  bloss  durch  Ziehen 
gerader  Linien  finden  lassen.     Man  setze  daher: 

1)  A  +  B  +  C+n  =  Oy 

2)  B  +  cC=A', 

so  werden  sich  alle  bei  dieser  Figur  vorkommenden  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnittsverhältnisse  als  Functionen  von  c  ergeben,  und 
es  wird  daher  schon  zwischen  je  zwei  solchen  Verhältnissen  immer 
eine  Relation  stattfinden.  Es  folgen  nämlich  aus  1)  und  2)  die  Aus- 
drücke der  übrigen  Puncte: 

3)  A  +  C  =  —B  —  D  =  B\ 

4)  A  +  B  =  —  C—D=  C\ 

aus  2)  und  4): 

5) 
aus  2)  und  3): 

6) 
aus  2),  3)  und  4): 

7)  (1  +  c)A  -h  Ä=  cÄ'-f-  C"=  /, 

etc.,  und  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  folgender  Doppel- 
schnittsverhältnisse durch  c  ausgedrückt:  aus  5)  und  6): 

(^:  Ä,  E,  F)  =  c, 

aus  5)  und  7); 

(A,A',E,I)  =  \+c, 


A  +  A'=cC+0'=E, 


cA-\-A'=B  +  cB'=  F, 
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aus  6)  und  7): 

Wir  haben  demnach  folgende  Relationen  zwischen  Doppelschnitts- 
verhältnissen : 

{A\  /,  A,  E)  =  (A\  /,  JF,  A)  =  -(A,  A\  E,  F) 
=  (£',  K,B,F)  =  {ß,  Jr,  D,  B)  =  etc.  =  —  c. 

Die  Gleichheit  der  beiden  ersten  Doppelschnittsverhältnisse  lässt 
sich  auch  so  ausdrücken,  dass  das  Verhältniss  A'A  :  AI  die  mittlere 
Proportionalgrösse  ist  zwischen  den  Verhältnissen  A'E  :  EI  und 
A'F:  Flf  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass 

A'A*  :  lA*  =  A'E.AF:  IE .  IF, 

Noch  bieten  sich  in  der  Figur  mehrere  Dreieckschnittsverhält- 
nisse zur  Untersuchung  dar.  —  Aus  den  Gleichungen  2),  3),  4)  flieset: 

(c)  (B  A'  :ÄC)(Cff\  B'A)  (A  C :  C'B)  =  c. 
Sei  femer 

BC'B'C'=M,     CA'C'A'=N,    ABAB'=0, 
so  hat  man  aus  3)  und  4): 

B—C=—E+C'=M, 

aus  5): 

c  C—  A  =  —  C"+  A'=  N, 
aus  6): 

cA  —  B  =  —A'+cB'=  0. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Dreieckschnittsverhältnisse: 

(d)  (BM:MC)(CN:NA)(AO:  0B)  =  —\, 

(e)  [B'M :  MC)  {C'N :  NA')  (A'O  :  OB')  =  —c] 

und  wir  erhalten  damit  folgendes  Theorem: 

Wird  in  ein  Dreieck  (ABC)  ein  afideres  (A'B'C)  beschrieben,  so 
ist  erstlich  das  DreieckschnittsverhäUniss  [d),  nach  toelchem  die  Seif^^i 
des  umschriebene7%  Dreiecks  von  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  ein- 
beschriebenen  geschnitten  werden ,  gleich  dem  negativen  Quadrate  des 
Umgekehrten  des  Dreieckschnittsverhältnisses  (e),  nach  toelchem  die 
Seiten  des  einbeschriebenen  Dreiecks  von  den  Seitefi  des  umschriebenen 
geschnitten  werden;  und  zweiteris  das  letztere  DreieckschnittsverhäliJiiss  (e) 
gleich  dem  negativen  Werthe  des  Dreieckschnittsverhältnisses  (r),  fiach 
welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Dreiecks  vo7i  den  Spitzen  des 
einbeschriebenen  getheilt  werden. 

Von  den  drei  Dreiecken  ABC,  AB'C\  DEF  haben  die  zwei 
ersten  ihre  Spitzen  in  den  Seiten  des  dritten  liegen  und  sind  daher 
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als  in  das  dritte  einbeschrieben  zu  betrachten.  Nehmen  wir  nun 
zuerst  DEF  als  umschriebenes  und  ABC  als  einbeschriebenes 
Dreieck,  so  ist  nach  dem  ersten  Theile  des  yorigen  Satzes,  und  weil 

EF'  BC=A\    FD    CA  =  S,     DE'  AB=  C: 

{EA' :  A'F)  (FE :  BD)  (D  C" :  C'E) 
=  —  1  :  [{BA' :  A'C)  (CB :  BA)  (A  C :  C'jB)]«. 

Nehmen  wir  zweitens  ABO'  als  das  in  DEF  einbeschriebene 
Dreieck,  so  ist  nach  dem  zweiten  Theile  des  Satzes,  und  weil 
EF'  BC'=I,  etc.: 

(BI :  IC)  (C'JT:  KA)  [AL  :  LB) 
=  —  (EA:  AF)  (FB:  BD)  (DC:  C'E). 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  erhalten  wir  aber 
zu  dem  obigen  Satze  noch  folgenden  dritten  Theil: 

Das  Dreieckschntttsverhältniss  ^  nach  welchem  die  Seiten  des  ein-- 
beschriebenefi  Dreiecks  (AB'C)  von  den  Geraden^  welche  die  Spitzen 
desselben  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  des  umschriebenen  (ABC) 
verbinden^  geschnitten  werden,  ist  gleich  dem  Qtuidrate  des  Umge- 
kehrten des  Dreieckschnittsverhältnisses  j  nach  welchem  die  Seiten  des 
umschriebefien  Dreiecks  von  den  Spitzen  des  einbeschriebenen  geschnitten 
werden, 

4)    Als  letztes  Beispiel  diene  ein  Viereck  AB  CD  (Fig.  54),    in 
welches  ein  anderes  Viereck  EFGH  ein- 
beschrieben ist,  so  dass  E  ia  AB,   F  in 
BC,  etc.  liegt.     Man   setze   diesen  ein- 
fachen Bedingungen  zufolge: 


I) 


A  +  B  +  C  +i>  =  0, 
eA  +  B  +E  =  0y 
fB+C  +  F  =  0, 
gC+D+G  =  0, 
hD  +  A  +  H=0. 


Fig.  54. 


Alle  bei  dieser  Figur  statthabenden  Doppelschnitts-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnisse  werden  sich  daher  durch  e,  f,  g,  h  ausdrücken 
lassen,  und  man  wird  folglich  aus  je  vier  solchen  Verhältnissen  den 
Werth  jedes  fünften  bestimmen  können.  Sei  demnach  die  Au%abe 
vorgelegt: 

Aus  den  vier  Doppelschnittsverhältnissen 

(E,  G,  BD,  AC)  =  a,     (JP,  Ä,  AC,  BD)  =  J, 
(A,  e,  EG,  FH)  =  c,     (B,  D,  FH,  EG)  =  d, 

Höbins  Werke  I.  20 


meh  tr^chen  die  Diagonalen  des  cinbeechriebenen  Vierecks  von  den 
Diagonalen  des  omschriebenen,  und  umgekehrt  die  letzteren  von  den 
ersteren  geschnitten  werden,  das  Viereckächnitt8verhältiii&.s 
{AE  :  £B]  {BF :  FC)  {CG  :  GD)[DH    HA)  =  x 
sa  finden,  nach  welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Tierecks  i 
den  Spitsen  des  einbeschriebenen  getheilt  werden. 
Aus  den  Gleichungen  Y)  folgern  wir: 

g E -\- eG  -\-  e[\  —  g)D  +  g(\  ~  e)B  =  Q, 

G  +  £— (1— c)^  — (l~j)C=0, 

hF-\-fH+  h(\  —f)C-\-f(\  —  k)A  =  0, 

H+F—[\—f)B~'{\-~h)D  =  9, 

imd   hieraus  die   g^ebenen  Doppelschnittsverl^tiiiflse   in   W«ith«n 


von  den        i 
ecks  von       I 

W«nh«n      II 


(F,  B,AC,  BD)  =  i  »  -^ 


(A  C,  EG,  FH)  =  c  = 


(B,  D,  FH,  EG)  =  d  ~ 


-  =  1^ 


1 


*('-«)  (1-/5' 

Der  Werth  von  x  ei^ebt  sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  I): 

Mittelst  der  vier  Gleichungen  für  a,  ..,  d  sind  nun  umgekehrt 
die  Werlhe  von  e,  ..,  A,  durch  a,  ..,  d  ausgedrückt,  zu  suchen  und 
hierauf  in  der  Gleichung  für  ;t;  zu  substituiren ,  welches  nachstehende 
Rechnung  giebt.     Zuerst  hat  man: 

abd  _  i\  —  e\*_    ,  /l  —  gV* 

c  \\—g]~      \a  —  e)' 

acd  _  i\—h\*_   1  lh—f\* 

b     ~\\-f)~  b*\\~f)'' 

mithin,  wenn  man  zur  Abkürzung  a,  b,  c,  d  resp.  ^  er*,  ß*,  y*,  S*  seUt: 


K'  . 


Hieraus  fliesst  nun  sogleich: 


aßyd  = 


•-    ßS-ar  • 

"         tr'         a{ßS  —  ajy 


aßyi  —  i  ' 
_/  _         a,i  —  ß     . 

'  ß"      ß{«ßri-iy 
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und  man  bekommt,  wenn  man  noch  die  Quadratwurzel  von  x  mit  $ 
bezeichnet,  folgendes  Resultat: 

^        {aßd-y){ayd-ß)  ' 

Die  jetzt  betrachtete  Figur  besteht  eben  so  aus  zwei  in  einander 
beschriebenen  Vierecken,  wie  die  vorherige  (Fig.  53)  aus  zwei  Drei- 
ecken zusammengesetzt  war.  Es  lässt  sich  daher  erwarten,  dass  mit 
den  sehr  einfachen  und  merkwürdigen  Relationen,  welche  wir  bei 
den  zwei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  entdeckten,  einige 
analoge  Relationen  auch  bei  der  Figur  der  zwei  Vierecke  vorkommen 
werden.  Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  folgere  man  aus  den 
Gleichungen  I): 

e/A—C  +/-B  —F  =  Oy    fffB  —  D  +  ffF  —  G  =  0, 
gAC  —  A  +  hG  —  H=dy     heD  —  B  +  eH—E^O. 

Hiemach  ist,  wenn 

EFAC  =  I,  FGBD  =  K,   GH'  AC=L,   HE'BD  =  M 

gesetzt  wird: 

[a]         (A,  C,  7,  L)  =  (5,  i>,  K,M)=1  :  efgh 

[6]     [EI :  IF)  [FK :  KG)  (GL  :  LH)  [HM :  ME)  =  1  :  efgh. 

Setzt  man  femer 

EF'BD  =  P,    FG'CA=Q,     GHDB  =  R,    HE'AC=S, 

so  ist  wegen  [\  —  e  +  ef)B  —  eD  + E^  eF=  0: 

P=E  +  eF 

und  eben  so 

Q  =  F+fG,     R=G  +  gH,    S=H+hE, 
folglich 

[c]     [EP  :  PF)  [FQ  :  QG)  [GR  :  RH)  (HS  :  SE)  =  efgh. 
Endlich  ist 

(e  —  l)gA  +  (]—g)D  +  gE+G  =  0, 

(g—\)eC  +  [l—e)B+eG+E=0, 
und  daher 

[d]  (E,  G.ADyBC)  =  \:eg, 

und  eben  so 

[d]  (JP,  H,  AB,  CD)=^1  :  fh. 

Alles  dieses  zusammengenommen  bildet  nun  folgenden  Satz: 

Wird  in  ein  ebenes  Viereck  AB  CD  ein  anderes  einbeschrieben, 
dessen  Spitzen  E,  JP,  G,  H  resp,  in  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA 
des  ersteren  fallen^  so  haben  gleiche  Werthe  mit  einander: 

20* 
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1)  d<ts  ViereckschfdtUterhältniss  \x\,  nach  tcelchem  die  Seiten  dee 
ersten  oder  umschriebenen  Vierecks  ton  den  Spitzen  des  zweiten  oder 
einbeschriebenen  getheilt  werden; 

2)  das  Viereckschnittsverhältniss  [b],  nach  welchem  die  Seiten  EF,  ... 
des  zweiten  Vierecks  ton  den  Diagonalen  AC^  BD  des  ersten  abwech- 
selnd geschnitten  werden; 

3)  das  Umgekehrte  des  Viereckschnittererhältnisses  [r],  nach  welchem 
die  Seiten  EF,  . . .  des  zweiten  Vierecks  ton  den  Diagonalen  BD,  AC 
des  ersten  abwechselnd  geschnitten  werden; 

4)  jedes  der  zwei  Doppelschnitteverhältnisse  [ä],  nach  welchen  die 
Diagonalen  AC,  BD  des  ersten  Vierecks,  AC  ton  den  Seiten  EF  und 
GH,  BD  von  den  Seiten  FG  und  HE  des  zweiten  Vierecks  getheilt 
werden; 

5)  das  Product  aus  den  zwei  Doppelschnittsverhältnissen  [d],  nach 
welchen  die  Diagonalen  EG,  FH  des  zweiten  Vierecks,  EG  von  den 
Seiten  DA  und  BC,  FH  von  den  Seiten  AB  und  CD  des  ersten 
getheilt  werden. 


§.244.  Es  ist  noch  übrig,  die  Anwendung  des  abgekürzten 
Calculs  auf  Systeme  von  Puneten  im  Räume  zu  zeigen.  Folgendes 
sind  die  hierzu  dienenden  Sätze,  welche  nach  dem,  was  in  den  vor- 
hergehenden §§.  über  Systeme  in  Geraden  und  Ebenen  gesagt  worden, 
von  selbst  verständlich  sein  werden. 

(t)  Heissen  die  Puncte  des  Systems  im  Räume:  A^  B,  C,  D,  E, 
F,  Cr,  ...,  SO  setze  man,  A,  B,  C,  D  zu  Fundamentalpuncten  ge- 
nommen : 

A-\-B+O-\-D  +  E  =  0, 

;A  +  ^'B  +  70 +D  +  F  =  0, 

r.  A-\-r;B  +  //'6'+  D+G  =  0, 
u.  s.  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  successive  Elimination 
von  A^  By  C/,  I)  eine  Gleichung  zwischen  je  fünf  anderen  Puneten 
des  Systems  ableiten. 

/j)  Soll  der  Punct  M  gefunden  werden,  in  welchem  eine  Gerade 
durch  die  zwei  Puncte  /,  K  von  einer  Ebene  durch  die  drei  Puncte 
/>,  Mj  X  des  Systems  geschnitten  wird,  so  entwickle  man  die  Glei- 
chung zwischen  den  fünf  Puneten  /,  if,  L,  3/,  X: 

und  man  hat 
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c)  Jede  Gleichung  zwischen  drei  Puncten  allein^  wie 

JR=  iI+xKy 

giebt  zu  erkennen,   dass  die  drei  Puncte  JR,  /,  K  in  einer  Geraden 
liegen;  und  jede  Gleichung  bloss  zwischen  vier  Puncten,  wie 

dass  die  vier  Puncte  iZ,  L,  My  N  ia  einer  Ebene  enthalten  sind. 

d)  Die  Berechnung  der  Doppelschnitts-  und  recurrirenden  Ver- 
hältnisse richtet  sich  hier  nach  denselben  Regeln,  wie  bei  Systemen 
in  Geraden  und  Ebenen,  nachdem  man  für  jedes  einfache  Verhältniss 
die  Gleichung  zwischen  den  drei  Puncten  desselben  hingestellt  hat. 
um  den  Werth  eines  Doppelschnittsyerhältnisses  von  der  Form: 
(/,  Ky  LMNj  POQ)  zu  berechnen,  entwickelt  man  die  Gleichungen 
zwischen  /,  Jf,  L,  M,  N  und  /,  JT,   O,  P,  Q: 

iI+xK+lL  +  fiM+  vN=Oy 

und  schliesst  hieraus  unmittelbar 

(/,  Ky  LMNy  OPQ)  =  i'tc  :  xt'. 

e)  Die  Anzahl  der  Coefficienten  C,  t',  ...  bei  den  Gleichungen 
in  ö)  beträgt  3(/i  —  5),  nämlich  drei  für  jeden  der  n  —  5  Puncte 
Fy  Gy  H,  ...  Sind  daher  bei  einem  Systeme  von  w  Puncten  im 
Räume  3/i  —  15  von  einander  unabhängige  Doppelschnitts-  oder 
Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben,  und  drückt  man  dieselben,  so 
wie  ein  (3;* — 14)tes  gesuchtes,  durch  die  3« — 15  Coefficienten  aus, 
80  wird  die  Elimination  dieser  letzteren  aus  den  damit  entstehenden 
3w — 14  Gleichungen  das  verlangte  Resultat  herbeiführen. 

f)  Aus  den  Gleichungen 

A  +  B+C+D  +  E=  Oy 

KA  +  CB  +  ^'C  +  n  +  F=Oy 
etc.  folgt: 

?     =     (Ay      Dy      BCEy      BCF)y  r=     [By     Dy     ACEy     A  C  F)  y 

r=     [Cy     Dy     ABEy     ABF)y 

etc.     Jeder  der  Coefficienten   ^,  f',  f",  iy,  ...  ist  daher  zugleich  der 
Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisses.     Vergl.  §.  225,  4. 

Liegt  F  in  der  Ebene  ABDy  so  ist  r=  0;  liegt  F  in  der 
Geraden  ADy  %o  sind  f'  und  r'=  0.  Mit  der  Bedingung,  dass  vier 
Puncte  des  Systems  in  einer  Ebene,  oder  drei  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  daher  ein  oder  zwei  Doppelschnittsverhältnisse  als  gegeben 
anzusehen. 


SU 

■ 

■ 

»i«.  1 

i-  245.      Bei.p 

(Tig.  Si)  wndeli  die 
Omita  BFa  im 

gegenäbczatebnidni  Seiten  AC,  BD   roa  der        1 
Sehen  BC,  AV  ron  der  Gendeo       J 

GH  in  den   Poncten   G    imd  H 
geschnittoi. 

Um  dieses  System  ron  Punctea 
in  Gleidiaiigeii  zu  setzen,  denke 
WMa  sich  durch  A,  G.  H  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Gerade 
EF  im  Pnncte  M  »dineide.  Als- 
dann liegen  in  einer  Ebene  die 
Puncte  B,  D,  F.  E.  JI;  in  einer 
zweiten  Ebene  die  Puncte  A,  C, 
E,  F,  M\  in  einet  dritten  die 
H,  G,  M;  und  det  Durchschnitt  der  ersteo  dieser 
BDM,    mit  AC  ist  B;   der  zweiten  ACM  mit  Bß 


Fl«.». 


Puacte  A,  1 

drei  Ebenen 

igt  F;  der  dritten  A  DM  vait  BG  ii^  G.    Sei  daher  töi  A, 

ab  Fnndamentalponcte: 


'J 


3J  B+D=—{A  +  C  +  M)  =  F, 

3)  Ä+C  =  — M  +  i>  +  JO=G'. 

Sei   endlich    flit    H,    als    einem    in    ^Z>    liq^nden    und   von    den 
übrigen  unabhängigen  Punct: 

4)  aA-\-D  =  H. 

Alle  aus  diesem  Systeme  von  acht  Puncten  entspringenden 
Doppebchnitts-  und  Vieleckschnittaverhältnisse  werden  daher  Func- 
tionen der  einzigen  Grosse  a  sein,  und  es  wird  folglich  schon  zwischen 
je  zweien  dieser  Verhältnisse  eine  Relation  bestehen.  —  Dasselbe 
ergiebt  sich  auch  folgenderweise.  Bei  einem  Systeme  von  8  Puncten 
müssen  3.8  —  15  :=  9  DoppelschnittsTerhältnisse  g^eben  sein.  Hit 
der  Bedingung  aber,  dass  die  4  Puncte  E,  F,  Q,  H  resp.  in  den 
Geraden  A  C,  etc.  li^en  sollen,  sind  eben  so  viel  Paare  von  Doppel- 
Bchnittsverhältnissen  schon  als  gegeben  zu  betrachten,  also  nur 
9 — 2.4  =  1  noch  zu  wissen  übrig,  um  jedes  andere  bestimmen  zu 
können. 

Werde  nun  verlangt,  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  vier 
Geraden  AB,  CD,  EF,   GH  inegeaammt  schneidet. 
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Man  bewege  eine  Gerade  dergestalt,  dass  sie  fortwährend  die 
drei  ersten  gegebenen  Geraden,  AB,  CDj  EF,  schneidet,  und  somit 
ein  hyperbolisches  Hyperboloid  erzeugt  (§.  111).  Wird  nun  von  dieser 
Fläche  die  vierte  Gerade  OH  geschnitten,  welches  dann  in  zwei 
Puncten  geschieht,  so  wird  die  bewegte  Gerade  in  jeder  der  beiden 
Lagen,  wo  sie  durch  den  einen  oder  anderen  dieser  Durchschnitts- 
puncte  geht,  die  vier  gegebenen  Geraden  zugleich  treffen,  und  mit- 
hin die  verlangte  sein.  —  Man  erkennt  hierdurch  schon  im  Voraus, 
dass  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  zu  einer  quadratischen 
Gleichung  führen  muss. 

In  der  That,  treffe  die  gesuchte  Gerade  die  EF  und  GH  in  den 
Puncten: 

R  =  rE  +  F  =  rA  +  B-\-rC+D, 
S=8G  +  H=aA  +  8B  +  8C+D, 

Sie  treffe  femer  die  Geraden  AB  und  CD  in  den  Puncten: 

P=pR  +  S=(pr  +  a)A  +  {p  +  8)B  +  (pr  +  8)C+[p-{-\)D, 
Q=qR  +  S=  [qr  +  a)A+{q  +  8)B  +  {qr  +  8)C+{q+l)D. 

Da  nun  P  in  ^j8  und  Q  in  CD  liegen  soll,  so  hat  man  die 
Gleichungen : 

pr-\'8  =  Oy    p-\-\=Oy     qr  +  a  =  Oy     y  +  «  =  0, 

welche  aufgelöst: 

/^  =  —  1,    — ^  =  r  =  «  =  Va, 
geben. 

Hierdurch  wird 

5)     R  =  yäE  +  F, 

6)    iy  =  >^G  +  fi, 

7)  P  =  —  R  +  S  =  —[\  —  Ya)  (VäA-\-B), 

8)  Q  =  —  -\faR  +  S=+[\  —  'V~S)  [VaC+DY 

Aus  diesen  Gleichungen  1),  ...,  8)  lassen  sich  alle  in  der  Figur 
vorkommenden  Vieleckschnittsverhältnisse  in  Werthen  von  a  be- 
rechnen. Wir  heben  darunter  folgende,  als  der  Einheit  selbst 
gleiche,  aus: 

(AP  :  PB)  {BF  :  FD)  (DQ  :  QC)  (CE  :  EA]  = 
{AP :  PB)  {BG  :  GC)  {CQ  :  QD)  {DH :  HA)  = 
{ER  :  RF)  {FD  :  DB)  {BP  :  PA)  {AC  :  CE)  = 
{ER  :  RF)  {FB  :  BD)  {DQ.QC)  {CA  :  AE)  = 
{GS  :  SH)  {HD  :  DA)  {AP  :  PB)  {BC  :  CG-)  = 
{GS  :  SH)  {HA  :  AD)  {DQ  :  QC)  {CB  :  BG)  = 


h 


=  )'{CG  :  GB}  [BF  :  FD}  [CE  :  EA)  (AH  -.  HD), 
iinil  iiienmt  die  zwei  in  der  gesuchten  Geraden  begenden  Poncte  P 
und  Q.     Zugleich  ^iehc   man   aus  diesen  Formeln,   dass  die  Lösung 
nur  dann,  und  dann  immer,  mißlich  ist,  wenn  die  iwei  Producte 

IBF:  FD]  {CE  :  EA)  und  {BG  OC)  (DH  HA) 
einerlei  Zeichen  haben,  dass  femer.  je  nachdem  äat,  gemeinschaft- 
liche Zeichen  derselben  das  positive  oder  negative  ist,  die  Verhalt- 
oiHNe  AP  :  PB  und  CQ  :  QD  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen 
2u  behaften  sind  •),  und  dass  es  endlich,  wie  schon  die  WuraelgrÖsse 
Vä  andeutet,  hei  möglicher  Lösung  immer  zwei  Linien  giebt,  welche 
der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Die  Puncte  B  und  S,  welche  nach  Ziehung  der  Geraden  PQ 
sich  als  Durchschnitte  derselben  mit  EF  und  GH  ergehen,  kennen 
auch  ohne  diese«  durch  die  Verhältnisse  ERiRF  und  GS:  SB 
bcMtiinrat  werden,  deren  Werthe  sich  aus  den  voranstehenden  Formeln 
ebenfalls  leicht  finden  lassen. 

Was  noch  die  gegenseitige  Beziehung  der  zwei,  die  Aufgabe 
lösenden,  Linien  anlangt,  so  erhellet,  dass.  wenn  P',  Q',  if,  S'  die 
Puncte  hcissen,  in  denen  Üe  zweite  Linie  die  Geraden  AB,  CD, 
EF,  6'// schneidet,  wegen  des  Wurzelzeichens  die  Werthe  derV»- 
hältniese  AP  :  PB  und  AP'.  P'B,  CQ  :  QD  und  CQ' :  Q'D  etc. 
paarweise  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt  sind,  oder,  was  das- 
selbe ausdrückt,  dass 

(A,  B,  P,  P')  =  (C,  D,  Q,  Q-)  =  (E,  F,  R,  S')  =  {G,  H,  S,  S')  =  —l ; 
d,  i.  jede  der  vier  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  EF,  GH  wird 
von, den  zwei  gesuchten  harmonisch  getheilt. 

So  wie  endlich 

P  =  —  R  +  S,      Q  =  —  V^R  +  S, 


eben  so  ist 


und  folglich: 


P'= 


-R:+S',     Q'=+VaÄ'4 


(P,  Q,  R,  S]  =  —  (P',  Q',  Bf,  S')  =  Va. 


*)  Die  hieraus  flies«endeu  Bedingungen  für  die  Lage  der  Fuaete  E,  F,  O,  S 
in  den  Linien  AC,  BD,  ...,  so  wie  die  hieraus  folgende  Lage  von  P  und  Q  in 
AS  und  CD,  wird  man  «ich  leicht  selbst  entwiekeb. 
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§.  246.  Von  den  vier  Geraden  AB,  CD,  EF,  GH,  welche 
im  vorigen  §.  mit  einer  einzigen  Geraden  geschnitten  werden  sollten, 
waren  die  beiden  ersten  ein  Paar  gegenüberstehender  Seiten  einer 
dreiseitigen  Pyramide,  während  die  dritte  und  vierte  die  beiden  an- 
deren Paare  gegenüberstehender  Seiten  der  Pyramide  durchschnitten. 
Es  kann  nun  hierbei  noch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  nicht 
jedwede  vier  Gerade,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
auf  die  eben  besagte  Weise  sich  auf  einander  beziehen  lassen,  ob 
also  nicht  durch  die  Rechnung  des  vorigen  §.  die  Au%abe,  eine 
Gerade  zu  finden,  welche  vier  andere  gegebene  schneidet,  ganz  all- 
gemein gelöst  sei. 

Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  mögen  AB,  CD,  EF,  GH 
(Fig.  55)  irgend  vier  gerade  Linien  in  dem  Räume  vorstellen.  Man 
lege  durch  AB  und  einen  beliebig  gewählten  Punct  C  der  Geraden 
CD  eine  Ebene,  welche  EF  m  E  und  GH  in  G  schneide,  und 
ziehe  CE  und  CG,  welche  AB  resp.  in  A  und  B  treffen.  Man 
lege  femer  durch  B  und  CD  eine  Ebene,  welche  der  EF  in  F  be- 
gegne, ziehe  BF,  welche  CD  in  D  schneide,  und  ziehe  AD.  —  Im 
Allgemeinen  wird  es  nun  zwar  nicht  der  Fall  sein,  dass  AD,  wie 
erfordert  wird,  auch  durch  GH  geht.  Weil  aber  der  Punct  C  will- 
kürlich in  CD  genommen  worden  ist,  und  man  durch  eine  andere 
Annahme  von  C  auch  A  und  D  in  den  Linien  AB  und  CD  an 
anderen  Orten  erhält,  so  scheint  es  allerdings,  als  ob  C  so  gewählt 
werden  könne,  dass  AD  zugleich  die  GH  schneide.  Indessen  ge- 
schieht dieses  im  Allgemeinen  keineswegs;  vielmehr  soll  sogleich 
gezeigt  werden,  dass,  wenn  für  eine  gewisse  Annahme  von  C,  AD 
und  GH  sich  schneiden,  dasselbe  auch  für  jedes  anders  gewählte  C 
erfolgt,  dass  mithin,  wenn  für  ein  gewisses  C  der  Durchschnitt  von 
AD  und  GH  nicht  erfolgt,  derselbe  auch  für  kein  anderes  C  statt- 
findet; dass  folglich  die  Lage  der  vier  Linien  AB ,  CD,  ...  im 
vorigen  §.  nur  eine  specielle  ist. 

Dieses  kann  man  auch  schon  aus  der  oben  gefundenen  Gleichung: 

(P,  Q,  Ä,  5)  =  -  (P',  Qf,  R\  Sn 

folgern.  —  Man  nehme  zwei  Gerade  p  und  p',  welche  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und  in  jeder  derselben  vier  Puncte  nach  Belieben :  P,  Q,  H,  S  in  p\ 
P',  ...,  S'mp\  Man  aiehe  hierauf  die  vier  Geraden:  PP',  QQ\  RR',  SS\ 
Wird  nun  umgekehrt  eine  Gerade  verlangt,  welche  diese  vier  Geraden  zugleich 
schneidet,  so  wird  dieser  Forderung  jede  der  beiden  Geraden  p  und  p',  und 
keine  andere,  Genüge  leisten.  (Denn  die  hierzu  oben  gegebene  geometrische 
Auflösung  vermittelst  des  Hyperboloids  beschränkt  sich  nicht  auf  eine  spe- 
cielle Lage  der  vier  Linien,  und  die  Antwort  muss  folglich  jederzeit  von 
quadratischer  Beschaffenheit  sein.)    Die  vier  gegebenen  Geraden  PP',  QQj  ... 
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AO,  BD  «w»  dtr  Omwdm  BF  m  B,  F,  md  die  ^effemiaentdiemdm    \ 
StUm  BC,  AD  vm  dtr  Otnim  OB  m   G.  H  getroffm.     Wird    \ 
mm  MW  KWmU  I)/rmmUt  ^ffCTSf  etmirmrt,    dergtfitaii.    dag»  dia 
SeUt  AS  mU  A3  mi  dw  BmtB  CV  mU  CD  m  deneiten  Gtrvdm    i 
litft,  widdattAC  tmdSUvmBF,  mtd  BC  t<m  GHpetcimtIm 
wwdm,  4»  wM  QH  «vei  dtr  A'I/  btfefiten. 

Bew«M.  m»  Coiutniction  der  nniten  Pviuiude  A'BC'I/  »t 
fidgend«.  Ibn  ndme  io  CD  bdiahip  die  C^itz«  C:  alsdann  schoeidel 
eiMe  Ebene  dnzdt  C  nnd  BF  die  AB  in  J'.  eine  zvreite  Ebene 
dndi  C  und  OH  die  ^£  in  Bf,  täat  dritte  Ebene  durch  0  und 
S^  die  C7i7  tu  Z3f\  nnd  n  ist  jotad  noch  zu  enteisen,  dass  eine 
Tiaite  Ebme  dordi  ^'  und  GH  die  Ci>  ebenfalls  in  //  tiifii 
Sei  wie  tokIiiii 

B'=A  +  0,    Fm,B  +  D,    0  =  B+C,    ff=< 


in  /y  tnat   —     j 
=  aA  +  D,  l 


C=cC+D. 
I  Cidgt: 

eS  +  F—  a=eA'\-B  =  A', 
cO  +  H—C=aA  +  cB  =  B', 
und  dataus  weit«r: 

aE+cF—  B'=aC+eD  =  Zf, 
06  +  0^—0^1'=  aC+cß. 
Mithin  wird  CD  von  den  Ebenen  EFff  and  GHA'  in  einem  und 
demselben  Puncte 

i>'=a(7  +  c/> 
geschnitten,  wie  «u  erweisen  war. 

Noch  sind  bei  dieser  Figur  folgende  Relationen  zwischen  Doppel- 
schnittsverhältnissen  su  bemerken.  Man  setze,  den  bisherigen  Be- 
zeichnungen analog: 

A'C'-EF=E',    SD   EF=F, 
B'C   GH=  G',    A'Ef    GH=  H', 
nnd  man  hat  vermöge  der  vorigen  Gleichungen: 
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E'=  cE  +  F,     G'=  cG  +  H, 
F=aE+cF,     H'=aG  +  cH, 

und  aus  diesen  allen: 

(A,  B,  A',  R)  =  (C,  D,  C\  DT)  =  [E,  F,  E\  F')  =  (G,  H,  G',  H')  =  -",  • 


Schlnssbemerknngeii. 

§.  247.  So  wie  jede  der  bisher  erklärten  fünf  Verwandtschaften 
zu  einer  besonderen  Art  geometrischer  Aufgaben  führt,  eben  so  kann 
auch  umgekehrt  jede  Aufgabe  der  niederen  Geometrie,  wo  aus  ge- 
wissen, in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Stücken  eines  Systems 
von  Puncten,  Geraden,  oder  Ebenen,  andere  Stücke  des  Systems 
gefunden  werden  sollen,  aus  einer  der  fünf  Verwandtschaften  ent- 
sprungen, angesehen  werden.  Sind  nämlich  die  gegebenen  Stücke 
von  der  Anzahl  und  Beschaffenheit,  dass  damit  ein  dem  System,  zu 
welchem  sie  gehören,  gleiches  und  ähnliches,  oder  bloss  ähnliches, 
u.  s.  w.  construirt  werden  kann,  so  wird  man  die  Aufgabe  zu  der 
Verwandtschaft  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  der  Aehnlichkeit 
allein,  u.  s.  w.  zu  rechnen  haben.  Alle  Au%aben  der  genannten 
Art  lassen  sich  daher  in  fünf  Classen  theilen. 

Folgende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  hiervon,  und  damit  zu- 
gleich von  den  Hauptsätzen,  welche  in  diesem  Abschnitte  gefunden 
worden  sind.  Zur  linken  Hand  stehen  die  fünf  Arten  von  Ver- 
wandtschaften, aus  denen  die  Aufgaben  ihren  Ursprung  nehmen. 
Die  drei  darauf  folgenden  mit  I),  H),  HI)  bezeichneten  Columnen 
enthalten  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Stücke,  welche 
bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Geraden,  oder  in  einer 
Ebene,  oder  im  Räume  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen 
finden  zu  können.  Zur  rechten  Seite  dieser  Columnen  ist  die  Be- 
schaffenheit der  gegebenen  und  gesuchten  Stücke  bemerkt.  Bei  den 
aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  entspringenden  Aufgaben  ist 
diese  Angabe  weggelassen,  weil  aus  der  Anzahl  der  Stücke  und  der 
Bedingung  ihrer  gegenseitigen  Unabhängigkeit  die  Beschaffenheit, 
wenigstens  die  negative,  schon  erkannt  wird.  (Bei  n  Puncten  in 
einer  Ebene  z.  B.  kann  zwischen  2w  —  3  Stücken,  welche  bloss 
Verhältnisse  sind,  keine  Unabhängigkeit  stattfinden.)  Eben  so  ist  es 
bei  den  Aufgaben,  welchen  die  Aehnlichkeit  zum  Grunde  liegt,  hin- 
reichend, zu  wissen,  dass  die  gegebenen  Stücke  nicht  räumliche 
Grössen  selbst,  sondern  nur  Verhältnisse  zwischen  denselben  sein 
dürfen.       Dass    man    aber    zu    diesen    Verhältnissen    nicht    bloss 
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Va  barjneeotrüdie  C«lcoL    AbadmiU  IL 


§.  2  IS. 


Terliillii&ae  zwischen  den  TheDen  de»  jcdp*nuJ%en  Kaum^  (Raiun- 
tlieOeD},  in  weldiem  die  F^ur  enthalten  ist  (§.  154  m  Ende).  i>der 
nicht  bloss  VieleckschnittaTerhältaisse  nehmen  darf,  fliesst  schon 
an«  der  Anzahl  und  der  geforderUD  Unabhängigkeit  der  gegebenen 
Stücke,  und  war  daher  ebenfalls  nicht  nöthig  su  bemerken.  (So 
können  2«  —  4  Doppclschnittsverhaitnisse  bei  n  Puncten  in  einer 
Ebene  nicht  von  einander  unabhängig  sein.) 


Aelmliehk«it 

Oleiohhelt 

AfGaiUU 

CoIIineatioiuTeTiraDdt'  |{ 
tehaft 


Vertiiltnisge  iviocheii 
lUiuntlieUeD. 


V  i  eleckgckni  tts  rethilt- 


§.  24$.  Eine  Aufgabe  ist  als  goläst  za  betrachten,  wenn 
zwischen  den  gegebenen  Stücken  und  dem  gesuchten  eine  Relation 
oder  Gleichung  gefunden  worden  ist.  Man  kann  hierduiih  veran- 
lasst werden,  auch  diese  Relationen  und  die  Eigenschaften  der 
Figuren  überhaupt  in  fünf  Classen  zu  theilen,  so  dass  nämlich  eine 
EigenschaA  in  die  Claese,  welche  z.  B.  aus  der  Affinität  entspringt, 
zn  setzen  wäre,  wenn  die  Figur  diese  Eigenschaft  mit  allen  ihr 
affinen  Figuren,  als  solchen,  gemein  hätte.  Da  aber  die  Relationen 
zwischen  den  Theilen  einer  Figur  nicht  von  der  absoluten  GrÖMe, 
sondern  bloss  von  dem  gegenseitigen  Yerhältniss  der  Theile  ab- 
hängen, so  kommt  jede  bei  einer  gewissen  Figur  stattfindende 
Relation  immer  auch  jeder  anderen  Figur  zu,  welche  der  etsteren 
ähnlich  ist.  Hiemach  würden  die  beiden  ersten  Classen  von  Rela- 
tionen, welche  aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  allein  ihren 
Ursprung  nehmen,  in  eine  zusammengehen,  so  wie  auch  die  beiden 
folgenden  Classen,  denen  die  Gleichheit  und  die  Affinität  zum  Grunde 
liegt  (§.  163,  £);  oder  vielmehr,  man  kann  nur  drei  Classen  von  Eigen- 
schaften der  Figuren  aufstellen :  die  erste  geht  hervor  aus  der  Aehn- 
lichkeit, die  zweite  aus  der  AfSnität,  und  die  dritte  aus  der  Ver- 
wandtschaft der  Collineation.     Da  femer  ähnliche  Figuren  zugl^ch 
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affin,  und  affine  Figuren  zugleich  collinear  verwandt  sind,  so  werden 
wir,  um  nicht  die  eine  Classe  in  der  anderen  eingeschlossen  zu  er- 
halten,   auf  folgende  Weise  diese  Classen  zu  unterscheiden  haben. 

Eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  findet  zwischen  solchen 
Verhältnissen  und  Bedingungen  statt,  welche  die  Figur  mit  einer 
anderen  gemein  haben  muss,  wenn  sie  dieser  anderen  collinear  ver- 
wandt heissen  soll.  (Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse 
und  alle  dadurch  ausdrückbaren  Bedingungen.) 

Eine  Eigenschaft  ist  zur  zweiten  Classe  zu  rechnen,  wenn  sie 
zwischen  Verhältnissen  einer  Figur  besteht,  die  in  allen  affinen, 
nicht  aber  zugleich  in  bloss  collinear  verwandten,  Figuren  dieselben 
Werthe  haben.  (Verhältnisse  zwischen  Abschnitten  einer  Geraden, 
zwischen  Theilen  einer  Ebene,  zwischen  Theilen  des  Raums,  die  sich 
nicht  zu  Vieleckschnittsverhältnissen  zusammensetzen  lassen^). 

Alle  übrigen  Eigenschaften,  bei  welchen  daher  Verhältnisse  vor- 
kommen, die  nur  ähnliche,  nicht  aber  zugleich  affine  Figuren  mit 
einander  gemein  haben,  bilden  die  erste  Classe.  (Verhältnisse  zwischen 
Abschnitten  verschiedener  Geraden,  zwischen  Theilen  verschiedener 
Ebenen,  Winkel,  als  Functionen  solcher  Verhältnisse.) 

Ganz  übereinstimmend  mit  dieser  Classificirung  ist  folgende, 
wobei  die  zur  Entwickelung  der  Eigenschaften  dienenden  Hülfsmittel 
zum  Eintheilungsgrunde  genommen  sind.  —  Jede  Eigenschaft,  welche 
sich  mittelst  des  abgekürzten  barycentrischen  Calculs  finden  lässt, 
gehört  zur  dritten  Classe.  Die  Eigenschaften,  welche  mit  Hülfe  des 
barycentrischen  Calculs  selbst  und  nicht  zugleich  mittelst  des  abge- 
kürzten gefunden  werden  können,  begründen  die  zweite  Classe.  Die 
Eigenschaften  endlich,  welche  nicht  durch  den  barycentrischen  Calcul 
selbst  und  folglich  auch  nicht  durch  den  abgekürzten  erweislich  sind, 
sondern  wozu  die  Lehre  von  den  Winkeln  (der  pythagorische  Lehr- 
satz, trigonometrische  Formeln,  u.  s.  w.)  unumgänglich  erfordert  wird, 
machen  die  erste  Classe  aus**). 

Diese  Eintheilung  der  Eigenschaften  in  Classen  ist  aber  nicht 
bloss  auf  Systeme  von  Geraden  und  Ebenen  beschränkt,  sondern 
kann  auch  auf  krumme  Linien  und  Flächen  ausgedehnt  werden.  Im 
Allgemeinen  ist  hiervon  zu  merken,  dass  in  das  Wesen  des  Krummen 


Z.  B.  die  Relation  in  §.  160  (Fig.  32) : 

A'D  .    B'D        DC 


A'A^B'B         C'C 

**)  Auszunehmen  sind  hiervon  die  Proportionen  in  §.  18,  6  und  §.  20, 6,  c, 
welche  die  Grundlage  des  barycentrischen  Calculs  bilden,  und  zu  deren  Beweis 
die  Lehre  von  den  Winkeln  gleichwohl  nicht  entbehrt  werden  kann. 


Der  baiycentriMlie  CaleuL    Abaehnitl  IL 
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«elhst  cljp  Eigenschaften  der  ureiten  Classe  wpoi^ei  einüben,  ab 
die  der  erelen,  und  die  der  dritten  Classe  noch  weniger.  aLi  die  der 
zweiten.  Denn  der  nicht  abgekürzte  baryeen  Irische  Catcul  kann  mit 
HiU/e  der  Analysis  des  Unendlichen  btoes  Probleme  der  Quadratur*) 
nnd  Kubatur  behandeln.  Rectificiren  und  Applaniren  aber  ist  ohne 
Betrachtung  Ton  Winkeln  unmöglich.  Füi  den  abgekaraten  Calcnl 
bleiben  in  dieser  Hinsicht  nur  die  Berühroi^en  and  die  verschiedenen 
Ordnungen  derselben  zu  untersuchen  übrig,  aojgenommen  die  Be- 
rührungen in  nnendlicfaer  Entfernung  oder  die  Lehre  von  den  Asrm- 
ptoien.  irelclie  noch  Gegenstand  des  nicht  abgekürzten  Calcuis  sein 
kann.  Die  Verschiedenheit  der  Krümmung  aber,  und  folglich  die 
Grösse  des  Krümmungsfaalbmesseis ,  kann  nur  mit  Zuziehung  Ton 
Winkeln  untersucht  werden  und  gehört  daher  zu  den  Ge^nstäaden 
der  ersten  Classc. 

Was  insbesondere  die  Eigenschaften  der  Linien  der  zweiten 
Ordnung  anlangt,  mit  denen  wir  uns.  den  barjcentrischen  Calcul  zu 
Hülfe  nehmend,  sogleich  näher  beschäftigen  werden,  so  geboren  der 
craten  Clause  eigenthümlich  an,  und  können  folglich  hier  nicht  in 
Betracht  kommen:  der  Unterschied  zwischen  Kreis  und  Ellipse, 
zwischen  gleichseitiger  und  ungleichseitiger  Hyperbel,  die  Lehre 
von  den  Hauptaxen  und  den  Brennpuncten.  Von  der  dritten  Classe 
bleiben  ausgeschlosaen ,  können  aber  noch  in  der  zweiten  behandelt 
werden:  der  Unterechied  zwischen  den  drei  Arten  der  Kegelschnitte, 
die  Lehren  vom  Mittelpuncte .  von  den  conjugirten  Diametem  und 
den  Asymptoten.  Die  Eigenschaften  der  dritten  Ciasse  finden  für 
alle  drei  Arten  von  Kegelschnitten  zugleich  statt  imd  betreffen  haupt- 
sächlich merkwürdige  Doppelschnittsverhältnisse  bei  sehr  einfachen, 
weder  durch  Winkel  noch  Parallelismus  bedingten,  VerbindungeD 
gerader  Linien  mit  Kegelschnitten,  merkwürdige  Lagen  der  durch 
solche  Verbindungen  bestimmte  Puncte,  u,  dergL  m. 


*)  TMtpA  +  qB  +  rC  der  Ausdruck  einer  ebenen  Curve,  so  findet  sich,  dm 
Inhalt  de«  Fundamentaldreiecks  ASC^  1  geaetat,  das  Fltchenelement ,  welehn 
von  einem  Elemente  der  Curve  und  von  den  twei,  von  A  sn  die  Endpunete  dieses 
Elements  geiogenen.  Geraden  begienit  wird, 

°   [p  +  q  +  r]^' 


Dritter  Abschnitt. 


Anwendung  d«8  barycentrischen  Calculs 
auf  die  Entwickelung  mehrerer  Eigenschaften 

der  Kegelschnitte. 


Erstes  Capitel. 

Bestmmiimg  eines  Kegelschnitts  dnrch 

gegebene  Pnncte. 


§.  249.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  durch  die  drei  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,  C  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.  64, 1): 

a(f)  —  ß)(v  —  y)A  +  b(v  —  y)[v  —  a)B  +  c[v  —  a)(v  —  ß)a 

Es  kann  aber  dieser  Ausdruck  bedeutend  vereinfacht  werden. 
Weil  nämlich  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Puncte  bestimmt  ist,  und 
gegenwärtiger  schon  durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht,  folg- 
lich zu  seiner  völligen  Bestimmung  nur  noch  zwei  gegebener  Puncte 
bedarf,  so  müssen  sich  die  sechs  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden 
Constanten  bis  auf  zwei  vermindern  lassen.  Dieses  kann  folgender- 
gestalt  geschehen.  —  Man  dividire  den  Ausdruck  durch  [v — y)  (t? — a), 
so  wird  er: 

a^zi^^  +  i^  +  c^zi^a 

V  —  a  V  —  y 

Nun  hat  man  die  identische  Gleichung: 

(ß  —  y)(^^a)  +  (y  —  a)(v  —  ß)  +  {a  —  ß){v  —  Y)  =  Q. 

Setzt  man  daher: 

a  —  ß     V  —  y 
y  —  a     V  —  ß 
so  wird 

y  —  a     V — ß 

Hiermit  in  dem  Ausdrucke  statt  v  die  Grösse  x  als  Veränder- 
liche eingeführt,  erhält  man: 

(y  — a)(l— a:)  {y  —  a)x 

HSbias  Werke  I.  21 
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und  wenn  man  die  Constanten 

a(ß  —  y)=f,     b{y  —  a)=ff,     c[a  —  ß)=h 


setzt: 


I)  j^^_,5+Ac>, 


oder 

fxA  —  gx[\  —x)B  +  h(\—  x)  C, 

wo  von  den  drei  noch  übrigen  Constanten  f,g,h  die  eine  nach 
Belieben,  z.  B.  gleich  1,  genommen  werden  kann,  welches  wir  aber, 
um  die  Symmetrie  nicht  zu  stören,  unterlassen  wollen. 

§.  250.  Die  Verhältnisse  f\g\h  werden  im  Allgemeinen  (bei 
der  Ellipse  und  Hyperbel)  bestimmt,  wenn  nächst  den  drei  Funda- 
mentalpuncten  noch  zwei  andere  Puncte  gegeben  sind,  durch  welche 
die  Curve  gehen  soll.     Sei  der  eine  dieser  Puncte 

D  =  aA  +  bB  +  cC, 

so  folgt  durch  Vergleichung  seines  Ausdrucks  mit  dem  des  Kegel- 
schnitts I)  (§.  24,  a) : 

T^ —  :  — g  '.  —  =  a:6:c, 
1  —  X         ^     X  ' 

mithin 

f   ,   9    ,    h  _ 

a       0       c 
und  daher 

')  ^  +  i  +  T-«. 

die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  der  Punct  D  in  dem  Kegel- 
schnitte I)  enthalten  ist. 

Sei  der  andere  Punct,  durch  welchen  der  Kegelschnitt  noch 
beschrieben  werden  soll, 

E=aA^b'B-\'cC, 

so  findet  sich  eben  so 

f  q  h 

a  o  c 

und  durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  vorigen: 

•^  ■  ^  ■  ^  ^  \6?  ~  4^)  ■  (^  ""  c'ä)  ■'  \^'  ~  ä'b) 

=  a(ß  —  y)  :  b(Y  —  a)  :  c(a  —  ß), 

wenn  man 

,        a  ,        b  ,        c 

a  =  — ,     6  =  — r,     c  =  — 

«  ß  y 

zur  Abkürzung  setzt. 
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Der  Ausdruck   für  den  durch  die  fünf  Punete  Aj  Bj  C,  D,  E 
beschriebenen  Kegelschnitt  ist  mithin: 

a(ß  —  y)xA  —  b{y  —  a)x(l  —x)B  +  c[a  —  ß)(\  —z)  C, 

Durch  A  geht  die  Curve  für  a;  =  1 ,  durch  B  für  x  =  oo,  durch  C 
für  ;r  =  0 ,  durch  D  für 

x  =  —(a  —  ß):  (y  — a), 
durch  E  für 

x=^—y(a  —  ß)  :ß(y  —  a). 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 

{a  —  ß):[Y  —  a)  =  —m, 
und  folglich 

SO  reducirt  er  sich  auf 

n)     a(i  —m)xA  +  bx[\  —  x)B  +  cm{l  —  x)C, 

welches,  wenn  m  unbestimmt  gelassen  wird,  der  allgemeine  Ausdruck 

für  jeden  Kegelschnitt  ist,  in  welchem  die  vier  Punete  A,  B,  C,  D 

liegen.  —  Denselben  erhält  man  auch  schon,  wenn  man,  zufolge  der 

Gleichung  1), 

f       9       ^        ^ 

^  :4-:  —  =  1  — m  \  — 1  \  m 

a       0       c 
setzt,  wodurch 

f :  g  :  h  =  a(\  —  m)  :  —  b  :  cm 
wird. 

§.  251.     Sei  jetzt 

D  =  aA  +  bB  +  cC 

irgend  ein  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  I)  befindlicher  Punct, 
und  durch  denselben  an  den  Kegelschnitt  eine  Tangente  zu  legen.  — 
Der  Ausdruck  für  die  Tangente  an  I)  in  dem  Punete,  für  welchen 
X  =  x'  ist,  findet  sich  nach  §.  77 : 

Soll  nun  diese  Tangente,   wie  gefordert  wird,  durch  den  Punct 
aA  +  bB  +  cC  gehen,  so  muss  sich  verhalten: 

—^-^(\—af+v)  :  —ff  :  ^{af—v)  =  a:b:c, 

oder,  wenn  man  einstveüen 

a   .       b  ,        c    . 

__,,     __A,     __f 

setzt: 

l—x'+v:—l:x'—v  =  i (1  —x')*  :  k  :  Ix'K 

21* 
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Dies  giebt: 

i{\—zy  +  k  +  lx'*  =  0, 

die  Gleichung,  durch  deren  Auflösung  man  den  Werth  von  z  für 
den  Berührungspiinct  erhält,  und  somit  die  Tangente  ziehen  kann. 
Es  ist  aber  diese  Gleichung  nach  a^  geordnet: 

und  ihre  zwei  Wurzeln  sind  mithin  möglich  und  verschieden,  oder 
möglich  und  gleich,  oder  unmöglich,  je  nachdem 

negativ,  null,  oder  positiv  ist.  Im  ersten  Falle  lassen  sich  von  dem 
gegebenen  Puncte  an  den  Kegelschnitt  zwei  verschiedene  Tangenten, 
in  dem  zweiten  zwei  identische,  in  dem  dritten  gar  keine  ziehen. 
Das  Erste  findet  statt,  wenn  der  Punct  auf  der  erhabenen  Seite,  also 
ausserhalb  des  Kegelschnitts,  liegt;  das  Zweite,  wenn  er  ein  Punct 
der  Curve  selbst  ist;  das  Dritte  ereignet  sich,  wenn  er  auf  der  hohlen 
Seite  und  mithin  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt.  Wir  ziehen  hier- 
aus die  Folgerung: 

Der  Punct  aA  +  bB  -{-  cC  liegt  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  I),   je  nachdem  die   Summe   der  drei   Quotienten 

—  ,  ^j  —  mit  dem  Producte  derselben  einerlei   oder  verschiedene 
a      0      c 

Zeichen  hat.     Ist  aber  diese  Summe  gleich  0,   so  liegt  der  Punct  in 

dem  Kegelschnitte    selbst,    wie  schon    in   dem  vorigen   §.   gefunden 

worden. 

§.  252.  Ein  durch  seinen  Ausdruck  gegebener  Kegelschnitt  ist 
eine  Hyperbel,  oder  Ellipse,  je  nachdem  die  Coefficientensumme  des 
Ausdrucks  in  zwei  reelle  Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht.  Sind 
die  Factoren  reell  und  gleich,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel. 
(§.  61   bis  63.) 

Nun  ist  die  Coefficientensumme  des  Ausdrucks  I): 

fj^—t/x(\—T)-\^/l{\—x)=ffX^  —  {ff  +  h—f)T  +  /i. 

und  der  Ausdruck  gehört  folglich  einer  Hyperbel,  Parabel,  oder 
Ellipse  an,  je  nachdem 

i9  +  Ä  -/)'  -  4ffh  =/*  +  g^  +  h*  -  2{ffh  +  /tf+fff) 

positiv,  null,  oder  negativ  ist. 

Für  die  Parabel  insbesondere  wird  daher  erfordert: 


i/  +  k—f=2yg/i, 
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folglich 

/=(Vy-VÄ)*. 

Der  Ausdruck  für  eine  Parabel,  welche  durch  die  drei  Fundamental- 
puncte  geht,  ist  demnach: 

{V^—VhyzA  —  ffx{l—x)B  +  h(\—x)C, 
oder  einfacher,  wenn  man 


/?- 


e 
9 

setzt: 

(1  —  e^xA  —  x[\  —  x)B  +  6«(1  —  x)  C, 
wobei  die  Summe  der  Coefißcienten  =  (e  —  ar)*. 

§.  253.  Weil  in  diesem  Ausdrucke  für  die  Parabel  nur  eine 
Constante  noch  zurück  ist,  so  ist  eine  Parabel  schon  durch  vier  Puncte 
vollkommen  bestimmt  Sei  daher  nächst  A,  B  und  (7,  der  vierte  Punct, 
durch  den  die  Parabel  geführt  werden  soll, 

D  =  aA  +  bB  +  cC, 

so    hat   man    zur    Bestimmung    von    e   die    quadratische    Gleichung 

(§.250,1): 

(1  _  e\^         1  e« 

-^^-TT-  +  X  +  T-  =  ^^ 
a  0  c 

oder 

[a  +  c)  Jß*  —  2bce  +  (a  +  b)c  =  0. 

Es  folgt  hieraus,  dass  sich  durch  die  vier  Puncte  A,  By  C,  D 
im  Allgemeinen  entweder  zwei  verschiedene  Parabeln,  oder  gar  keine 
beschreiben  lassen,  je  nachdem  nämlich  die  beiden  Wurzeln  dieser 
nach  e  aufgelösten  Gleichung  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 
also  die  Grösse 

J*c*  —  [a  +  b)(a-\-c)bc  =  — abc(a  +  b  +  c)  =  abcd, 

wenn  man 

a+ J  +  c  +  rf=  0 

setzt,  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Ist  aber  dieses 
Product  positiv,  so  sind  zwei  seiner  Factoren  positiv,  die  beiden  an- 
deren negativ,  und  alsdann  liegt  jeder  der  vier  Puncte  -4,  jB,  (7,  D 
ausserhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks  (§.  32,  Zu- 
satz). Ist  hingegen  das  Product  negativ,  so  hat  der  eine  Factor  das 
entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  der  drei  übrigen,  und  der  eine 
Punct,  welchem  dieser  Factor  als  Coefficient  zukommt,  liegt  inner- 
halb des  Dreiecks,  zu  welchem  die  drei  anderen  Puncte  die  Spitzen 
abgeben.  —  Also: 
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§.  254. 


Haben  vier  Puncle  in  einer  Ebene  eine  solc/w  Lage  gegen  äntmder, 
daM  Jeder  der  gelben  ausserhalb  des  Dreiecks.  Kelches  die  drei  anderen 
bilden,  b^ndlieh  ist,  so  lasten  sich  durch  sie  stcei  verschiedene  ParabelM 
beschreiben.  Liegt  dagegen  einer  der  vier  Puncle  innerhalb  des  von 
den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks,  So  kann  durch  sie  keiiw  ParaM 
beschriebeft  werden. 

In  den  vorhin  niebt  bertthrten  Falle,  wo  das  IVodnet 
afrc(a4-i  -f-e;  =0 
wird,  uad  dte  beiden  Wuraeln  der  Gleichung  einander  gleich  «erden,  gehen 
die  iwd  mögtidira  Parsbcln  in  eine  tuBammeti.  Wird  n&nilich  von  den  vier 
Factor™  jenes  Products  einer  der  drei  ersten,  i.  B.  u  =  0,  so  fallt  D  in  die 
PundamcnUUiDie  SC.  Wenn  nun.  vor  dem  wirkliehea  Einfallen,  durch  die 
vier  Puoet«  twei  Parabeln  conatniirbu'  waren,  so  «ird  jede  dieser  Parabeln, 
je  näher  D  an  BC  rockt,  »ich  desto  mehr  der  Geraden  BC  und  der  dunh  A 
damit  g^genen  Parallele  nihetn,  bis  dass,  wenn  Z>  in  SC  selbst  zu  liegen 
kommt,  jede  Parabel  in  dos  System  dieser  xwei  Parallelen  Hbergehl. 

Setsen  vir  sweitens  den  Fact«r 


wild  i)  ei 


1  uneDdlich  ectferater  Punet,  und  es  erhellet,  dsss,  je  writcr  sieb 
D  von  A,  B,  C  entfernt,  doch  so.  dass  immer  iwei  Parabeln  tu  constmiren 
möglich  bleiben,  diese  iwei  Parabeln  sich  desto  mehr  aneinander  sehlieasen 
werden,  bis  sie  für  ein  unendlich  entferntes  D  in  eine  Eusommenfallen.  velche 
nftchst  A,  S,  C  noch  durch  die  Hlehtung  bestimmt  wird,  nach  welcher  I)  Uegt, 
und  welcher  die  Durehmesser  der  Parabel  parallel  sein  müssen. 

§.  254.  Ziehen  wir  jetzt  ausser  den  Parabeln  noch  die  anderen 
Kegelschnitte  in  Betracht,  welche  durch  die  vier  Puncte  A.  B,  C,  D 
beschrieben  werden  können.  —  Der  allgemeine  Ausdruck  für  diese 
Ctirven  II)  mit  dem  Ausdrucke  I)  verliehen,  giebt 

y^a(l — tn),    g^ — Ä,     h  =  cm, 
oder 

f:=ap,    g=bq,    h  =  cr, 

wenn  man  der  Symmetrie  willen  die  Verhältnisszahlen 

1 — ms=p,    — 1^5',     m^r 
setzt,  wo  daher 

P  +  i-\-r  =  0. 

Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel 

r  +  g*  +  h'-2gh-2h/-2/g 
(§.  252)  in 

a*p*  +  S*y'  +  c'r*  — 2Scyr  —  2carp  —  2abpq. 
Weil  man  aber,  wegen 
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die  Coefficienten  von  a*,  6*,  c*: 

p^  =  —rp—pq,     q*  =  —pq  —  qr,     r*  =  —qr  —  rp 
setzen  kann,  so  zieht  sich  die  Formel  zusammen  in: 

—  (*  +  c)*qr  —  (c  +  a)*rp  —  (a  +  b)^pq, 
und  ^vird,  wenn  man  wieder  m  einführt: 

(*  +  c)*m  —  (c  +  a)*m{\  —m)  +  (a  +  b)*  (1  —  m). 

Der  durch  die  vier  Puncte  A,  B,  C  und  aA  +  hB  +  cC  be- 
schriebene Kegelschnitt  11)  ist  also  eine  Hyperbel,  Parabel,  oder 
Ellipse  (§.  252),  je  nachdem  die  letzterhaltene  Formel 

/»  +  ...  — 2yA—... 

positiv,  null,  oder  negativ  ist.  Soll  aber  diese  Function  von  m,  die 
wir  in  dem  Folgenden  mit  Jlf  bezeichnen  wollen,  null  werden  können, 
soll  es  also  möglich  sein,  durch  die  vier  Puncte  Parabeln  zu  be- 
schreiben, so  muss  3f,  nach  m  aufgelöst,  in  zwei  reelle  Factoren 
zerlegbar  sein.    Hierzu  wird  erfordert  (vergl.  §.  252),  dass,  wenn  man 

i-|-c  =  »,     c  -\-  a  =^  k,     a-\'h  =  l 
setzt , 

»4  +  X;*  +  /*  —  2  Ä«  ?  —  2  ?  t*  —  2 1»  Ä« 

=  —  (—i  +  k  +  l)(i  —  k  +  1)(i+k  —  t)(i  +  k  +  T) 

=  —  \%ahc[a  +  b  +  c)  =  \Qahcd 

eine  positive  Grösse  sei,  was  wir  auch  schon  im  vorigen  §.  als  Kenn- 
zeichen für  die  Parabel  gefunden  haben.  Zugleich  aber  erhellet, 
dass  alsdann  M  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  m  null,  und  da- 
her für  andere  Werthe  von  m  bald  positiv  bald  negativ  wird.  Ist 
dagegen  ab  cd  negativ,  so  kann  M  niemals  null  werden,  sondern 
behält  für  jeden  Werth  von  m  ein  und  dasselbe  Zeichen,  und  zwar 
das  positive,  weil  es  sich  unter  anderen  £ur  m  =  0  auf  (a-f-i)*  re- 
ducirt.  —  Da  nun  einem  positiven  M  die  Hyperbel,  einem  negativen 
die  Ellipse,  und  einem  verschwindenden  die  Parabel  zugehört;  da 
femer,  nachdem  abcd  positiv  oder  negativ  ist,  die  vier  Puncte  A,  ,,,  D 
die  eine  oder  die  andere  der  zwei  im  Allgemeinen  möglichen  Lagen 
gegen  einander  haben  (voriger  §.) :  so  ist  das  eben  erhaltene  Resultat, 
geometrisch  ausgedrückt,  folgendes: 

Wenn  von  vier  Funden  in  einer  Ebene  Jeder  derselben  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  liegtj  so  lassen  sich 
durch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschiedene  Parabeln 
beschreiben.  Liegt  aber  der  eine  innerhalb  des  von  den  drei  anderen 
gebildeten  Dreiecks,  so  können  durch  sie  weder  Ellipsen  noch  Parabeln, 
sondern  bloss  Hyperbeln  geführt  taerden. 


HdMe  in  dem  Folgenden  der  Knne  willen  die  erste«  Lage  m  | 
r  Puncten  die  panbolische.  nnd  die  leOdere  die  hrperboÜKlK- 


§.  255.  Wir  wollen  nunmehr  die  Untersuvhiuig  auf  ein  Stä« 
Ton  fou/  Pancten  A,  B.  V.  I>,  E  in  einer  Ebene  ausdehnen.  «" 
Bua  dej  gegenseitigen  Lage  derselben  die  Art  des  einzigen  durch  ■ 
bestimmten  Ke^lschnitts  zu  erforschen  EDchen.  Hieran  schulid 
wir  folgeoden  leicht  erweialichen  Satt  voraus. 

Hat  man  ein  System  von  fijuf  Pancten  in  einer  Ebene,  'w 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  heilen ,  so  giebt  es  unt«  in 
fünf  Quatemionen ,  welche  sich,  je  vier  dieser  Pimcte  besonden  gt- 
nonunen,  bOden  lassen,  wenigstens  eine,  deren  vier  Puucte  h» 
paraboUitche  Lage  bu  <>inander  haben. 

Unter  den  fünf  Punct«n  A.  ...,  E  seien  nun  die  vier  «•• 
A,  B,  C,  D  (Fig.  56)  die  Pimete  einer  solchen  Quatemion ,  und  fu 
so,  dasn  die  Geraden  AC  und  BDvA 
innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneidö 
(§.  aa,  ZusaU}.  Man  ziehe  die  vier  G*- 
rnAvn  AB,  BC,  CD.  DA.  DurcJi  » 
wird  im  Allgemeinen  die  Ebene  in  df 
Theile  «erlegt,  von  denen  die  vier,  weicht 
von  aussen  an  die  Seiten  des  Vierecki 
AB  CD  grenzen,  mit  G,  die  übrigen 
sieben  mit  H  beaeichnet  worden  «ini 
Liegt  nun  der  fünfte  Punct  E  in  etors 
dieser  letzteren  Theile ,  so  ist  aus  d«f ' 
Figur  ersichtlich,  dass  es  alsdann  immer 
drei  von  den  Punctcn  A,  B,  C,  D  giebt, 
mit  denen  sich  E  in  hj-perbolischer  Lage 
befindet,  dass  also  in  diesem  Falle  durch 
die  fünf  Pnncte  immer  eine  Hj-perbel 
bestimmt  wird.  Liegt  aber  der  Punct  S 
in  einem  der  vier  mit  G  benannten  Theile, 
so  sind  sämmtliche  fünf  Quatemionen  der 
Fif.  ST.  fünf  Punete  parabolisch,  und  es  kann  mit- 

hin, nach  der  jedesmaligen  besonderen 
Lage  des  Punctes  E  in  diesen  Theilen,  durch  ihn  und  die  ner 
übrigen  bald  eine  Hyperbel,  bald  eine  Ellipse,  bald  eine  Fanbd  be- 
schrieben werden,  oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen:  £  itt 
alsdann  bald  hyperbolisch,  bald  elliptisch,  bald  parabolisch.  Um  is 
bestimmen,  wenn  er  das  letztere  ist,  beschreibe  man  durch  A,  B, 
C,  D  die  zwei  möglichen  Parabeln  (Fig.  57),  die  also  nux  durch  die 


M 
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Räume  G  sich  fortziehen  können.  Liegt  nun  der  Punct  E  in  einer 
dieser  Parabeki  selbst,  so  ist  er  parabolisch;  liegt  er  nicht  darin, 
so  ist  er  es  nicht,  indem  sonst  durch  Aj  B,  C,  D  noch  andere 
Parabeln  müssten  beschrieben  werden  können,  welches  nicht  mög- 
lich ist. 

Es  wird  aber  durch  diese  zwei  Parabeln  die  Ebene  in  sechs 
Räume  abgesondert.  Der  eine  ist  das  von  den  Parabelbögen 
ABy  BC,  CD,  DA  eingeschlossene  Viereck  und  gehört  beiden 
Parabelflächen  gemeinschaftlich.  Vier  andere,  welche  in  der  Figur 
mit  L  bezeichnet  sind  und  an  die  Seiten  dieses  Vierecks  grenzen 
liegen  innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  Parabel. 
Ausserhalb  beider  Parabeln  liegt  der  noch  übrige  sechste  Raum.  Ich 
behaupte  nun,  dass  alle  Puncte  eines  und  desselben  dieser  Räume 
von  einerlei  Beschaffenheit  sind,  nämlich  alle  entweder  hyperbolisch, 
oder  alle  elliptisch;  und  beweise  dieses  folgendergestalt. 

Der  Werth  von  m  (§.  250  und  §.  254)  ist  bekannt,  sobald  nächst 
den  vier  Puncten  A,  . .,  Z>,  die  hierbei  als  fest  betrachtet  werden, 
noch  der  fünfte  E  gegeben  ist.  Jedem  Orte  von  E  entspricht  daher 
ein  gewisser  Werth  von  m,  und  folglich  auch  von  M,  als  einer 
Function  von  m.  Liegt  E  in  einer  der  Parabeln  selbst,  so  ist  jlf  =  0, 
und  umgekehrt.  Denken  wir  uns  nun  den  Punct  E  nach  Belieben 
sich  stetig  fortbewegend,  jedoch  so,  dass  er  dabei  keiner  der  beiden 
Parabeln  begegnet,  und  folglich  in  demjenigen  der  sechs  Räume,  in 
welchem  er  beim  Anfange  der  Bewegung  ist,  fortwährend  bleibt,  so 
wird  auch  die  Function  M  sich  stetig  ändern,  aber  nicht  gleich  Null 
werden,  und  folglich  immerfort  dasselbe  Zeichen  behalten*).  Da 
aber,  je  nachdem  M  positiv  oder  negativ  ist,  die  fünf  Puncte  in 
einer  Hyperbel  oder  Ellipse*  liegen,  und  mithin  der  Punct  E  zu  den 
hyperbolischen  oder  elliptischen  gehört,  so  ist  damit  die  Richtigkeit 
der  obigen  Behauptung  dargethan. 

Nun  waren  alle  Puncte  des  geradlinigen  Vierecks  AB  CD  hyper- 
bolisch, mithin  müssen  es  auch  alle  Puncte  des  mit  den  Parabel- 
bögen begrenzten  Vierecks  sein ;  und  eben  so  folgt,  dass  alle  Puncte 
des  sechsten,  von  den  beiden  Parabeln  ausgeschlossenen,  Raums 
hyperbolisch  sind.    Von  den  vier  übrigen  mit  L  bezeichneten  Räumen 


*)  M  ist  eine  quadratische  Function  von  m ,  und  kann  daher  nur  durch  0, 
nicht  auch  durch  oo,  aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  und  umgekehrt,  über- 
gehen. —  Es  wird  m  =  oo,  und  folglich  M  =  OO*,  für  a  =  y,  d.  i. 

folglich,  wenn  E  in  die  Gerade  BD  zm  liegen  kommt. 


wird  ab«r  jeder  bloss  elliptische  Poncte  enthalten.  Den»  denkt  man 
«ich  durch  A.  B,  C,  D  eine  Ellipse  beschrieben,  »o  kann  diese  nor 
jD  den  Räumen  L  enthalten  eein ,  wird  aber  durch  jeden  dieser 
Bäume  geben,  wefl  sie  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  ohne  Spittes 
ist.  FolgUch  giebt  es  in  jedem  der  Bäume  L  eine  Beihe  elliptischer 
Puncte,  folglich  mässen  alle  Puncte  eines  jeden  dieser  rier  Baume 
elliptisch  sein. 

Dajt  Resultat  uneeter  Untersuch ung  ist  daher  übetsichüich 
folgend«» : 

Aufgabe.  In  eitier  Ehefte  sinä  fünf  PufteU  gtyehfft,  von  dewn 
keine  drei  in  einer  Oeraden  liegen.  Die  Art  des  KegelseAnilU  zu  ie- 
ilunmen,  welcher  äurcfi  die  fünf  Puncte  beschrieben  tperden  kann. 

AuflOtung.  Unter  den  fünf  Puncien  lotsen  sich  immer  tier 
autteählen,  eon  denen  jeder  tmsserhiM  de*  eon  den  drei  anderen  ge- 
bildeten Dreiecks  liegt.  Es  aei  dieses  geschehen,  und  mau  beschreibe 
durch  tolche  rier  Ptincte  ztctri  Parabeln,  was  immer  möglich  (*/*). 
IJegt  nun  der  ßinfle  Pitnrl  in  einer  dieser  Parabeln  selbst,  so  ist  diese 
Parabel  der  Kegelschnitt,  uvleher  sich  durch  alle  fünf  Puncte  be- 
schreiben lässt.  Liegt  der  Punct  innerhalb  beider  Parabeln,  oder  außer- 
halb beider,  so  ist  der  Kugelschmtl  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen 
innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  befindlich,  so  liegt  er 
mit  den  Her  übrigen  in  einer  Ellipse. 

§.  25G.  Zusätze,  a)  Stellt  man  eich  durch  die  vier  Puncte 
ji,  B,  C,  D  (Fig.  57)  alle  möglichen  Kegelschnitt«  beschrieben  vot. 
so  wird  durch  jeden  fünften  Punit  der  Ebene  einer  derselben  gehen, 
und  folglich  die  Ebene  mit  Kegelschnitten  ganz  überdeckt  sein.  WeQ 
femer  durch  Jiinf  Puncte  ein  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt  ist, 
so  werden  sich  je  zwei  derselben  nur  in  den,  ihnen  allen  gemein- 
schaftlichen, Puncten  A,  B,  C,  D  achneiden;  an  jeder  anderen  SteUe 
der  Ebene  aber  werden  die  zunächst  liegenden  Elemente  dieser 
Curven  einander  parallel  sein.  Endlich  werden  in  die  vier  Räume  L 
bloss  ellipttsche  Bi^en  fallen,  und  die  zwei  übrigen  bloss  mit  hyper- 
bolischen Bögen  angefüllt  sein. 

b)  Durch  vier  Puncte  einer  Ebene,  von  denen  der  eine  inner- 
halb der  drei  anderen  liegt,  lassen  sich  nur  Hyperbeln  beschreiben. 
Man  denke  sich  ähnlicherweise  durch  solche  vier  Puncte   alle  nur 


']  Sind  die  Qendeii  AS  und  CD  (Fig.  67]  einander  pondlel,  so  in  di« 
Parabel  BADC  dem  System  dieier  Parallelen  gleich  su  achten ;  und  veon  auch 
AD  mit  BC  parallel  ist,  bo  hat  man  die  riei  ins  TJnendliehe  Terlingerten  Snten 
des  Panllelogramnii  ABCD  fOi  die  nrei  Puafaeln  >u  nehmeD. 
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möglichen  Hyperbeln  beschrieben,  so  wird  auch  hiermit  die  ganze 
Ebene  überzogen  sein,  und  keine  zwei  derselben  werden  sich  irgendwo 
anders,  als  in  den  vier  Puncten  schneiden. 

c)  Auf  eine  dritte  Weise  eine  Ebene  mit  Kegelschnitten  zu  über- 
ziehen, welche  sämmtlich  durch  vier  Punete  der  Ebene  gehen,  ist 
nicht  möglich,  weil  vier  Punete  einer  Ebene  im  Allgemeinen  nur 
eine  der  zwei  in  a)  und  b)  angenommenen  Lagen  gegen  einander 
haben  können. 

d)  Da  jede  dieser  beiden  Lagen  gleich  gut  möglich  ist,  und 
weil  die  Fläche  einer  sich  in  das  Unendliche  erstreckenden  Parabel 
sich  zu  der  unendlichen  Ebene,  in  welcher  sie  liegt,  wie  eine  end- 
liche Grösse  zu  Voo  verhält,  so  kann  man  immer  die  Quadratvmrzel 
aus  dem  Unendlichen  gegen  ein  Endliches  wetten^  dass  fünf  in  einer 
Ebene  willkürlich  genommene  Punete  eher  in  einer  Hyperbel^  ah  in 
einer  Ellipse  liegen. 

§.  257.  Die  Bestimmungsweise  der  Art  eines  Kegelschnitts 
nach  der  jedesmaligen  Lage  des  fünften  Punctes  gegen  die  zwei 
durch  die  vier  ersten  Punete  möglichen  Parabeln  lässt  sich  auch 
folgendergestalt  bloss  durch  Calcul  als  richtig  darthun. 

Der  Ausdruck  für  einen  durch 

A,  By  C,  D  =  aA  +  bB  +  cC 
gehenden  Kegelschnitt  ist  (§.  250): 

a{\  —m)xA  +  bx(\  —  x)B  +  cm(\  —  x)C\ 

und  ein  solcher  Kegelschnitt  eine  Parabel,  wenn  (§.  254): 

M=(b  +  c)*m  —  {c  +  a)*m(i  —m)  +  (a  +  b)*(\  —  m)  =  0. 

Heissen    demnach   m'  und  m"  die    beiden  Wurzeln   dieser   nach  m 
aufgelösten  quadratischen  Gleichung,  so  geben   dieselben,  im  Aus- 
drucke des  Kegelschnitts  nach   einander  substituirt,  die  Ausdrücke 
der  zwei  durch  -4,  Ä,  C,  D  möglichen  Parabeln  selbst. 
Der  fünfte  Punct 

E=a'A  +  b'B  +  c'C 

liegt  nun  nach  §.  251  innerhalb  oder  ausserhalb  der  einen  Parabel, 
für  welche  m  =  w',  und  mithin 

/=a(l — m')y    g  =  —  6,     h  =  cm' 

ist,  je  nachdem 

a(l—m')      b^      cm'ra(i  —  m')         b         cm'l 
ci         '  V   '    c'   V       a'  J'  "^    c'  \ 

=  —  o/^y  (1  —  ^'W  W  —  ß  +  {Y  —  «)^'] 


ptMDtiT  otler  ne^dv  üt.     £  liegt  folglich  itinetlialb  beider  Parabeln, 
oder  aoMeihalb  beider,  wenn 

m'm'H  —  «•)(!  —»••)[«—  ^  +  (y  —  ajm^a—ß-i-  {y  —  «)«"] 
positiv;    dagegen    innerhalb  der  einen  und  amserhalb  der  anderen, 
wenn  dieaetbe  Gröese  negatir  ist     Ea  flieavt  aber  aas  der  qnadrati- 
uhen  Gleichong  J/^0,  daos 


'■'-(m'' 


nnd  «bcQ  ki.  wenn  man  m  mit  1  —  m,  und  a  mit  r  gegenseitig  i 
Unacbt,  aU  wodurch  die  Fonnel  JI  unverändert  bleibt: 

„_.„.-„-,  =  (^)-. 

Mitbin   ist   flas  Product   m'm"  (\ — "»')(! — mT)  immer   positiv,    und 
die  eben  gedachten  zwei  Bedingungen  reduciren  sich  auf 
[«-f(  +  (/-a)™'][o-,»+(?-<.)™T>,  <0. 
Ea  sind  femer  die  Bedingungen,  unter  welchen  ein  durch  A,  B. 
C.  D  gehender  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist  [§.  254): 
M=(e  +  a)*{m^7n')[m-m")->,  <  0. 
Mithin  ist  der  durch  A,  B,  C,  D,  E  zu  beBchreibende  Kegel- 
schnitt, als  für  welchen  nach  §.  250 


( 


eine  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem 

[a  — ß  +  {y  —  a)m'][a  —  ß  +  {y  —  a)nn>  oder  <Q, 
Bedingungen,     welche   mit   den    vorigen,    die   Lage    von    E  gegen 
die  zwei  Parabeln  betreffend,   auf  die  erforderliche  Weise  überein- 
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Zweites  Capitel. 

Bestiminimg  eines  Kegelsclmitts  dnrcli  gegebene 

Tangenten. 


§.  258.  Der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  Kegelschnitt,  der 
von  den  drei  Fundamentallinien  J5C,  (7-4,  AB  berührt  wird,  ist 
nach  §.  64,  2 : 

a(v  —  a)'A  +  b[o  —  ß)^B  +  c{9  —  y^C. 

Es  lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck    auf  ganz  ähnliche  Weise,   wie 
der  Ausdruck  in  §.  249,  vereinfachen,   indem  man 

V  —  a  = -^ — ,     V  —  ß= — - — ,     V  —  y  = 


ß—r'  y—^'  ^—ß' 

und  sodann 

a               ,  h              j  c              j 

*'     17. 1^  =  *'     77. ;*\i  =  * 


setzt.     Hierdurch  wird  der  Ausdruck 

%p''A  +  kq^B  +  lr''C, 
und  wenn  man  noch,  wegen 

p  +  q  +  r  =  ^, 

die  Verhältnisse 

j9  :  j  :  r  =  1  — y  :  —  1  :  y 
setzt  * 

I)  i[i—yYA  +  kB  +  ly^C. 

§.  259.     Die  Summe  der  Coefßcienten  dieses  Ausdrucks  ist: 

(t  +  /)y*— 2ty  +  f  +  *, 
und  mithin  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel,  oder  Hyperbel, 
nachdem  (§.  252) 

(i  +  /)(t  +  i)  _i«  =  kl+U  +  ik 

positiv,  null,  oder  negativ  ist. 

Um   daher  den  allgemeinen  Ausdruck  für  eine  Parabel  zu  er- 
halten, welche  die  drei  Fundamentalseiten  berührt,  setze  man 

Kl        1%       %fC  ^^      .  j  -    ——  1       ■  6       *~^  1    '.    ß y 

%  fC  * 
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mithin 

i  :  A  :  l  =  e  :  — e{l  — e)  :  1  — e, 

und  der  Ausdruck  wird 

e(\—y)^A  —  e(l—e)B  +  (l—e)y*C, 
wobei  die  Summe  der  Coefficienten  =  (e  —  y)*. 

§.  260.  Die  Beriihrungspuncte  des  Kegelschnitts  I)  mit  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind 

kB  +  lC,    IC+iA,    iA  +  iB, 

für  y  =  1,  oo,  0.  Es  folgt  hieraus,  wie  schon  in  §.  64  bemerkt 
worden,  dass  sich  die  drei  Geraden,  von  den  Spitzen  eines  um  eitlen 
Kegelschnitt  beschriebenen  Dreiecks  nach  den  Beriihrungspuncten  in 
den  gegenüberliegenden  Seiten  gezogen,  in  einem  Puncte  schneiden. 
Diesem  Puncte  kommt  hier  der  Ausdruck 

iA  +  kB  +  lC 
zu. 

Da  durch  einen  beliebig  in  der  Ebene  ABC  gegebenen  Punct 

D  =  iA  +  kB  +  lC 

jedes  der  Verhältnisse  i  :  k  :  l,  und  durch  dieselben  der  Kegel- 
schnitt I)  vollkommen  bestimmt  ist,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass, 
wenn  man  einen  nach  Willkür  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  {ABC) 
genommenen  Punct  (D,  Fig.  43)  mit  den  Spitzen  des  Dreiecks  durch 
Gerade  verbindet,  es  immer  einen,  und  nur  einen,  Kegelschnitt  giebt, 
welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihreyi  Durchschnitten  {A\  B\  C) 
mit  jenen  Geraden  berührt.  Da  also  jedem  Puncte  D  der  Ebene 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ent- 
spricht, so  entsteht  die  Frage :  für  welche  Puncte  der  Ebene  ist  der 
zugehörige  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  für  welche  eine  Parabel,  etc.: 
oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen:  welche  Puncte  der  Ebene 
sind  in  dieser  Beziehung  elliptisch,  welche  parabolisch,  welche  hyper- 
bolisch? 

Die  Antwort  hierauf  ist,  zufolge  des  vorigen  §.,  dass  ein  Punct 
iA  -{-  kB  -{-  IC  zu  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art  gehört,  nach- 
dem kl  -\-  li-{-tk  positiv,  null  oder  negativ  ist.  Die  parabolischen 
Puncte  insonderheit  werden  daher  eine  Curve  bilden,  in  deren  Aus- 
drucke zwischen  den  drei  Coefficienten  «',  k^  l  die  Relation 

kl  +  li  +  ik  =  0 

stattfindet.     Man  setze  hiemach 

kl  :  li  :  ik  =  \  —  z  :  —  1   :  z. 
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80  wird 

i  :  k  :  l  z=  z  :  — z(\  — z)  :  1  — z, 

und  der  Ausdruck  der  Curve 

zA  —  z[l—z)B  +  {\  —z)C. 

Die  Curve  ist  daher  (§.  252]  eine  durch  A,  By  C  gehende  Ellipse, 
die,  zufolge  dessen,  was  das  nächste  Capitel  über  die  Bestimmung 
des  Mittelpunctes  eines  Kegelschnitts  lehren  wird,  den  Punct 
-4  +  -B+  C',  d.  i.  den  Schwerpunct  des  Dreiecks  ABC,  zum  Mittel- 
puncte  hat. 

Da  endlich  nach  §.  251 ,  wenn  wir  die  dortigen  y,  g,  ä,  a,  ft,  c 
mit  1,  1,  1,  t,  Ä,  /  vertauschen,  der  Punct  %A  +  kB  -^rlC  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  zA  —  etc.  liegt,  nachdem 
kl+li-\-ik  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  innerhalb  der 
Ellipse  liegenden  Puncte  elliptisch,  die  ausserhalb  derselben  befind- 
lichen hyperbolisch;  und  das  Ergebniss  lässt  sich  nun  folgender- 
gestalt  zusammenfassen. 

Aufgabe.  Ein  Putict  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  toird  mit  den 
Spitzeyi  des  Dreiecks  durch  Gerade  verbunden.  Die  Art  des  Kegel- 
schnitts zu  bestimmen,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Durch- 
schnitten derselben  mit  jenen  Geraden  berührt. 

Auflösung.  Man  beschreibe  um  das  Dreieck  eine  Ellipse,  welche 
den  Schwerpunct  desselben  zum  Mittelpunct  hat;  und  der  Kegelschnitt 
ist  eine  Parabel,  Ellipse y  oder  Hyperbel,  Je  nachdem  der  erstgedachte 
Punct  in  der  Peripherie  dieser  Ellipse ,  oder  innerhalb,  oder  ausserhalb 
derselbefi  liegt. 

§.  261.     Der  Ausdruck  der  Tangente  an  den  Kegelschnitt 
I)  i(i—y)*A  +  kB  +  ly^C 

in  dem  Puncte,  für  welchen  y  =  y',  findet  sich  nach  §.  77 : 

i(l—y'){i—y'—2v)A-{-kB  +  ly'{g'+2v)C, 

oder,  wenn  man 

y'-f-  2t?  =  w 
setzt  * 

1)  i(i—y')(l—w)A-^kB  +  ly'wC. 

Die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  Fundamentallinien 
sind: 

kB  +  ly'C,     ly'C—i(\—y')A,    i{\—y)A  +  kB. 

Sei  nun  in  der  Ebene  ABC  eine  beliebige  Gerade  gezogen, 
welche  die  Fundamentallinien  in  den  Puncten 

bB  —  cO,    cC—aA,    aA  —  bB 
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(§.  39,  a)  schneide,  und  deren  Ausdruck  daher 

(t)  a(\  —t)A  —  bB  +  cvC. 

Es  wird  die  Bedingungsgleichung  verlangt,  unter  welcher  diese 
Gerade  eine  Tangente  an  den  Kegelschnitt  I)  ist. 

Soll  die  Tangente  1)  für  einen  gewissen  Werth  von  y'  mit  der 
Geraden  t  identisch  werden  können,  so  müssen  für  denselben  Werth 
von  y'  auch  die  Durchschnitte  beider  mit  den  Fundamentallinien 
zusammenfallen.  Wie  sich  durch  Vergleichung  dieser  Puncte  er- 
giebt,  muss  sich  daher  verhalten: 

a  :  b  :  c  =  i(i  —  y')  :  —  k  :  ly\ 
mithin 

welches  demnach  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 
Noch  folgt  aus  diesen  Proportionen: 

i  :  k  :  l  ^= j  :  —  Ä  :  — r  • 

1  — y  y' 

Hierdurch  wird  der  Ausdruck  I): 

1— y  y 

der  Ausdruck  für  alle  Kegelschnitte,  die  von  den  drei  Fundamental- 
linien und  der  vierten  Geraden  fc  berührt  werden.  Für  den  Be- 
rührungspunct  mit  letzterer  ist  y  =  y',  und  daher  dieser  Punct  selbst: 

a{\—y')A  —  bB  +  cy'C, 

Soll  noch  eine  fünfte  Gerade 

(e)  a(l—  w)  A  —  b'B  +  cw  C 

den  Kegelschnitt  I)  berühren,  so  tritt  die  Bedingungsgleichung 

a     ,     0     ,     r 

hinzu,  aus  welcher,  in  Verbindung  mit  der  vorigen, 

1  1  1 


{  :  k  :  l  = 


bc  —  b'c     ca  —  ca      ab' — ab 

folgt.     Der  Ausdruck  des  Kegelschnitts,    der  von   den   drei   Funda- 
mentallinien und  den  Geraden  t,  c  berührt  ^Wrd,  ist  demnach 

öc  —  0  c  ca  —  c  a  ab  —  ab 

Da  hierin  keine  unbestimmte  Constante  mehr  vorkommt,  so 
schliessen  wir,  dass  an  förtf  in  ei?ier  Ebene  liegende  Gerade  immer 
ein^    und  nicht  mehr  ah  ein^    Kegelschnitt   beschrieben   werdeti   kann, 


y 
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das8  folglich  ein  Kegehchnitt  im  Allgemeinen  durch  fünf  Tangenten 
vollkommen  bestimmt  ist 


§.  262.  Eine  Parabel  ist  schon  durch  vier  Tangenten  voll- 
kommen  bestimmt.  Denn  soll  die  von  den  drei  Fundamentallinien 
berührte  Parabel 

1  — e  e 

(§.  259)  noch  von  der  vierten  Geraden  b  berührt  werden,    so  muss 
zufolge  des  vorigen  §. 

a(\—e)  —  b  +  ce=  0, 
mithin 

a  —  b 

c  — a 
sein.     Hierdurch  wird  der  Ausdruck  der  Parabel: 

o  —  c  c  —  a  a  —  0 

An  vier  in  einer  Ebene  befindliche  Gerade  lässt  sich  d(^cr  immer 
eine,  und  nur  eine,  Parabel  berührend  legen, 

Heissen  die  Berührungspuncte  der  Parabel  mit  den  drei  Funda- 
mentallinien :  D,  E,  F  (Fig.  58),  so  hat  man: 

[a  —  b)B  +  (c  —  a)C  +  (b  —  c)D  =  (^, 
für  y  =  1 ; 

(b  —  c)C  +  (a—b)A  +  (c  —  a)E={^, 
für  y  =  oo; 

(c  —  a)A-^(b  —  c)B  +  (a—b)F=(i, 
für  y  =  0. 

Hieraus  fliessen  die  Proportionen: 

CB.BD:  DC=  EA  :  AC  :  CE  =  AF :  FB  :  BA 

=  b  —  c  :  c  —  a  :  a  —  J, 

die  sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken  lassen: 

Legt  man  an  eine  Parabel  zwei  Tangenten,  AE  und  AF,  so 
werden  die  Theile  derselben  zunschen  ihrem  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnitte A  und  den  Berührungspuncten  E  und  F  von  jeder  dritten 
Tangente  CB  in  umgekehrten  Verhältnissen  geschnitten  {AE  ia  C, 
wie  FA  in  B), 

Diese  einfachen  Proportionen  sind  die  Quelle  mehrerer  an- 
derer merkwürdiger  Eigenschaften  der  Parabel.  —  Es  verhält   sich 

Möbius  Werke  I.  22 
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i.  262.  1 

(§.  18.J): 

ABa:ABE=AC:AE  =  —  (c  —  a):(i  —  c). 

J 

ABB:AFE=AB:AF=  —  {a  —  bj:[i  —  c). 
folglich 

ABO:  AFE  =•  {c  —  ,ij(a  —  i)  :  {b  —  c)'i 

j 

^^           folglich,  wcna  man 

K                                             (4-c)(«-a)(a-J)=y 

^B                                        AEF=  —  ABC.{i  —  cy:p, 

^H          und  eboQ  so 

^H                                             SFD  =  —ABC4c  —  a)':p, 

1 

^^L                                      CDE  =  —ABC.[a  —  t)':p. 

^ 

Zieht  man  aus  diesen   drei  Gleichungen  die  Kubikwurzeln  und 
addirt  sie  hierauf,  bo  kommt: 

1)  AEF^  +  BFD^  +  CDE^  =  0. 
Das  Froduct  au6  den  drei  Gleichungen  giebt: 

2)  äEF.BFD.CDE=—ABC*. 
Weil  endlich 

(4  — c)»  +  (c  — ar  +  {a-6)'=3(i  — c)(c-a){a  — i)  =  3i. 
ist,  so  kommt,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  unmittelbar  addirt: 

3)  ÄEF+BFD+CDE  =  —'iABC, 
oder 

AFE—BFD—CDE=^ABC, 

und  hieraus   mit  Hinblick  auf  die  Figur,   in  welcher  die   Dreiecke 
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der  letzteren  Formel,   AFE,  BFD^  ...,  insgesammt  einerlei  Vor- 
zeichen haben: 

4)  FED  =  2ABC*), 

Aus  diesen  Gleichungen  1),  . . ,  4)  ziehen  wir  nun  folgende  Sätze. 

Legt  man  an  eine  Parabel  drei  Tangenten ,  so  ist  von  den  drei 
Dreiecken,  toelche  von  je  zweien  dieser  Tangenten  und  der  durch  die 
Berührungspuncte  derselben  gezogenen  Geraden  begrenzt  werden,  die 
Kubikumrzel  aus  dem  Dreiecke,  welches  die  zum  äussersten  Tangenten 
zu  Seiten  hat,  der  Summe  der  Kubikwurzeln  aus  den  beiden  anderen 
Dreiecken  gleich,     (Der  in  §.  174,  2  angewendete  Satz.) 

Das  Product  aus  diesen  drei  Kubikwurzeln  ist  dem  von  den  drei 
Tangenten  eingeschlossenen  Dreiecke  selbst  gleich.   (Analog  mit  §.  174,  3). 

Dieses  umschriebene  Dreieck  ist  auch  gleich  der  Hälfte  des  ein- 
beschriebenen  Dreiecks,  dessen  Spitzen  die  Berührungspuncte  in  den 
Seiten  des  ersteren  sind  (§.  174,  6).  Eine  leichte  Folge  hiervon  ist, 
dass  überhaupt  jedes  um  eine  Parabel  beschriebene  Vieleck  halb  so 
gross  ist,  als  das  einbeschriebene  Vieleck,  welches  die  Berührungspuncte 
des  umschriebenen  zu  seinen  Spitzen  hat. 

Zusatz.  Bezeichnen  A',  S ,  C  die  Puncte,  in  denen  die  vierte 
Gerade  b  von  den  Fundamentallinien  geschnitten  wird,  so  ist 

(c  —  a)Ä'  —  cC+ö^  =  0,     (a  —  J)C  —  a^  +  iJ5  =  0, 

und  folglich 

AG      AB  c  —  a       ^^     _^ 

OB'      BC  ~       a  —  b~ 

Mittelst   dieser    Proportion    lässt   sich,    wie    man    bald   wahrnimmt, 
folgende  Aufgabe  lösen. 


*)  Ohne  die  Betrachtung  der  Figur  nöthig  zu  haben,  kann  man  zu  diesem 
Kesultate  aus  der  Gleichung  3)  auch  folgendergestalt  durch  Anwendung  der  all- 
gemeinen Formeln  in  §.  18  gelangen. 

Es  ist 

Q^  ABC  +  ACB-ifADB, 
weil  D,  B,  C, 

0  =  BCA-\'DAE-\'  DEC, 
weil  Et  C,  A, 

0  =  DAB  +  BBF+DFA, 

weil  F,  A,  B  in  einer  Geraden  liegen  (§.  18,5);  und 

DEF  =  AEF-{'AFD'\-ADE 
(§.  18,  c,  II).    Addirt  man  diese  yier  Gleichungen,  so  kommt: 

DEF^ABC+AEF-^-DBF+DEC, 
und  wenn  man  diese  Summe  zur  Gleichung  3)  addirt: 

DEF  =z^2ABC, 

wie  vorhin. 

22* 
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Es  sind  vier  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  gegeben.  Die  Puncie 
zu  finden^  in  denen  die  Geraden  von  der  an  sie  zu  beschreibenden 
Parabel  berührt  werden. 

§.  263.  Betrachten  wir  jetzt  die  gegenseitige  Lage  des  Kegel- 
schnitts 

i{l—y)*A  +  kB  +  ly'C, 
und  der  Geraden 

a(\—v)A  —  bB  +  cvC 

im  Allgemeinen.  Für  die  gemeinschaftlichen  Puncte  beider,  wenn 
es  anderes  deren  giebt,  muss  sich  verhalten: 

t(l  — y)*  :  A  :  /y*  =  a(l  — v)  :  —  b  :  cv. 

Hieraus  folgt  nach  der  oft  gebrauchten  Schlussart: 

eine  quadratische  Gleichung,  durch  deren  Auflösung  man  die  Werthe 
von  y  für  die  Durchschnittspuncte  erhält.  Die  Gerade  wird  dem- 
nach den  Kegelschnitt  entweder  in  zwei  Puncten  schneiden,  oder  in 
einem  berühren,  oder  gar  nicht  treffen,  nachdem  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  möglich  und  verschieden,  etc.  sind,  nachdem  also  (vergl. 
§.259) 

b^'^'^'^äb~'^\t"^T^TJ 

negativ,  null  (§.  261),  oder  positiv  ist. 

Um  diese  Bedingungen  insbesondere  für  die  gegenseitige  Lage 
der  Geraden  c  und  der,  an  die  drei  Fundamentallinien  und  b  be- 
schriebenen,   Parabel   zu   finden,    hat    man    in   der    vorigen    Formel 

1  1  1 

a,  bj  c  mit  a,  b'   c  und  ?,  k.  I  mit  -. ,  , r  zu  vertauschen, 

0  —  c     c  —  a     a  —  h 

und  man  erhält: 

a  b' c  (b  —  c)[c  —  a][a  —  b\  >      ' 
oder 

a  —a  +  b  —  b'  -^  ab'  —  a  h  < 

('''                a'U[\—a)[\—b)[ii  —  b]  >      ' 

wenn  man,   weil   es  immer  nur  auf  das  gegenseitige  Verhältniss  der 
Coefficienten  ankommt,    c-  =  c'  =  1   setzt,     a   und   b   sowohl,    als  n 
und  b\  sind  alsdann  nicht  bloss,  wie  vorher,  in  bestimmten  Verhält- 
nissen zu  einander  stehende  Zahlen,  sondern  bestimmte  Zahlen  selbst, 

§.  21)4.  Da  durch  fünf  Tangenten  ein  Kegelschnitt  vollkommen 
bestimmt   ist,    so   soll   nunmehr  eine  ähnliche  Untersuchung,    wie  in 
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§.  255,  angestellt,  und  gezeigt  werden,  wie  aus  der  gegenseitigen 
Lage  fünf  gerader  Linien  in  einer  Ebene  die  Art  des  an  sie,  als 
Tangenten,  zu  beschreibenden  Kegelschnitts  bestimmt  werden  kann. 
Mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen  ist  der  an  die 
drei  Fundamentallinien  und  die  Geraden  b  und  e  beschriebene 
Kegelschnitt  {§.  261)  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  nachdem 
die  Function  {kl+li+ik,  §.  259) 

bc'  —  lß'c+  ca'  —  c'a  +  aV  —  a'b 


oder 

(N) 


(bc'  —  b'c)  [cd  —  c'a){aV  —  db) 
ol  —  a  +  b  —  V  -^aV  —  a'b 


(ci —  a)[b  —  V)[ab'  —  db)   ' 

wenn  man ,  wie  im  vorigen  §. ,  c  =  c'  =  1  setzt,  positiv,  null,  oder 
negativ  ist. 

Sei  nun  ABC  (Fig.  58)  das  Fundamen taldreieck ,  dessen  Seiten 
von  der  vierten  Geraden  b  in  den  Puncten 

bB—C=:Ä,     C—aA  =  B\     aA  —  bB=  C" 

geschnitten  werden.  Sämmtliche  vier  Gerade  nehmen  wir  fest,  und 
daher  a  und  b  unveränderlich  an,  und  beschreiben  die  diese  Geraden 
berührende  Parabel.  Die  fünfte  Gerade  e,  welche  die  Fundamental- 
linien in  den  Puncten 

b'B—C,     C—ci'A,    dA  —  VB 

schneidet,  denken  wir  uns  in  beliebiger  Bewegung,  also  a'  und  V 
nach  Willkür  veränderlich;  und  unsere  Untersuchung  wird  auf  die 
Bestimmung  der  Fälle  hinauskommen,  in  denen  bei  der  Bewegung 
von  e  die  von  d  und  V  abhängige  und  mit  N  bezeichnete  Function 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  oder  umgekehrt,  übergeht.  Nur 
wollen  wir  die  Bewegung  von  c  noch  durch  die  Bedingung  be- 
schränken, dass  diese  Gerade  keinen  zweien  der  sechs  Puncte  ^,  J?,  . . , 
B\  C,  in  denen  sich  die  vier  ersteren  Geraden  schneiden,  zugleich 
begegnet,  folglich  auch  bei  der  Berührung  der  Parabel  mit  keiner 
dieser  Geraden  zusammenfällt. 

Wird  nun  zuerst  die  Gerade  c  über  den  Punct  A  wegbewegt, 
so  dass  folglich  ihre  Durchschnitte  C — a! A  und  dA  —  VB  mit  AC 
und  AB^  in  diesen  Linien  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  von  A 
rücken,  so  geht  d  durch  das  Unendliche  aus  dem  Positiven  in  das 
Negative,   oder  umgekehrt;    die   Function   N  aber,   welche  sich  für 

ö'  =  oo   auf ^-z-fz =77  reducirt ,    verändert    ihr   Zeichen    durch 

a  o\p  —  0) 

Null.     Auf  gleiche  Art  gehen   V   durch  oo  und  N  durch  0  in  das 

Entgegengesetzte,    wenn    e    über    B    fortgeführt    wird.      Geht    die 
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Beübung  über  C,  fo  da»  die  DoirlitchTiitte  raa  e  ant  ACvnd  BC, 
C — iiA  nsd  VB — C,  in  diesen  Linien  gieirlwritig  Ton  der  einea 
aof  die  andere  Seite  Ton  C  rncken,  ao  Tprindrm  a^  od  V  ihie 
Zeidien  durch  ^Nnll;   and  N^  welchea  aich   fiir  ^  sszV  sssQ  mm£ 

1  /  y Jk^  redncirty  wechaelt  aein  ZeieJien  dmdi  oo. 

Setaen  wir  swettena,  daaa  die  Linie  e  nber  den  Ponct  A'  bewegt 
wird,  daaa  folglich  ihr  Dorehacfanitt  VB — C  mit  BC  in  dieaer 
Linie  an  ^'  ^  bB  —  C  Torbeiracfcly  ao  geht  V  mn  b  Tomber,  d.  h. 
die  DiflSereni  b  —  V  indert  ihr  Zeichen  dnidi  0,  nnd  die  Fnnctkm  Ny 
welche  b  —  b'  snm  Factor  dea  Nenneri  hat»  Terwanddt  aich  dnzdi  oo 
in  daa  Entgegengeaetate.  Eben  ao  erhellet,  daaa,  wenn  e  nber  JB' 
oder  CX  bew^  wird,  die  Differenien  nf  —  a  oder  aV  —  n^i  dnrdi  0» 
nnd  mithin  N  durch  oo,  ihre  Zeichen  indem. 

Wird  endlich  die  (Gerade  e,  wenn  aie  ^«fengKftl*  der  Fizabd 
nicht  begegnete,  bia  snm  Schneiden  denelben  fortgefohrt,  oder  uuk 
gekehrt,  ao  erleidet,  zufolge  dea  vorigen  §.,  im  Momente  der  Berfih-- 
rang  der  Zihler  Ton  JV  nnd  mithin  JV  aelbat  einen  Zeichen  wechael 
darch  NalL  Es  ist  ninüich  der  Zihler  der  dort  mit  n  beniehnelen 
Fonction  einerlei  mit  dem  Zihler  Ton  N]  die  veribiderlichen  Fao- 
toren  nf  nnd  V  im  Nenner  Ton  n  behalten  aber  bei  der  Berohrnng 
endliche  Werthe,  indem  aonat  e  mit  einer  der  VnwilMnmiimlKiiiim 
xuaammen&llen  wfirde,  welchea  gegen  die  Torhin  gemachte  An* 
nähme  ist 

So  oft  also  bei  der  Fortbewegung  von  e  einer  der  aieben  Fille 
eintritt,  dass  einer  der  sechs  Punete  A,  J?,  C,  A\  B',  C  von  der 
einen  auf  die  andere  Seite  von  e  zu  liegen  kommt,  oder  dass  e  die 
Parabel  zu  schneiden  anfängt,  wenn  sie  derselben  vorher  nicht  be- 
gegnet war,  oder  umgekehrt,  eben  so  oft  verändert  die  Function  N 
ihr  Zeichen ;  ausser  diesen  Fällen  aber  in  keinem  anderen,  weil  um- 
gekehrt, so  lange  als  e  weder  einen  jener  sechs  Punete  trifft,  noch 
die  Parabel  berührt,  die  Coefficienten  a  und  V  endliche  Werthe 
haben,  die  drei  Factoren  des  Nenners  von  N  eben  so  wenig,  als  der 
Zähler  dieser  Function ,  =  0  werden  können ,  und  mithin  N  selbst 
eine  endliche  Grösse  bleiben  muss. 

Da  nun  bei  jedem  Zeichenwechsel  von  N^  die  fünf  Linien,  wenn 
sie  vorher  eine  Ellipse  berührten,  nachher  die  Tangenten  einer 
Hyperbel  werden,  und  umgekehrt,  so  ist  nur  noch  übrig,  für  eine 
gewisse  Lage  der  Linie  e,  in  der  sie  die  Parabel  nicht  berührt  und 
auch  durch  keinen  der  sechs  Punete  geht,  die  Art  des  dadurch 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  erforschen,  um  somit  für  jede  andere 
Lage  von  e  auf  die  Art  des  zugehörigen  Kegelschnitts  einen  Schiusa 
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machen  zu  können.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass 
die  Parabel  von  e  nicht  getroffen  werde,  und  dass  die  sechs  Functe 
mit  der  Parabel  auf  einerlei  Seite  von  c  liegen.  Wenn  aber  fünf 
Gerade  eine  Ellipse  berühren,  so  wird  von  denselben  ein  entweder 
ganz  oder  doch  zum  Theil  begrenzter  Raum  gebildet,  dergestalt,  dass 
man  von  jedem  Puncte  desselben  zu  jeder  der  fünf  Geraden  gelangen 
kann,  ohne  dabei  eine  der  vier  übrigen  schneiden  zu  müssen.  Es 
lehrt  aber  die  unmittelbare  Anschauung,  dass  ein  solcher  Raum 
nicht  entsteht,  wenn  e  sich  in  der  eben  angenommenen  Lage  be- 
findet; mithin  ist  für  diese  Lage  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel. 
Ist  nun  irgend  eine  andere  Lage  der  Linie  e  gegeben,  so  bewege 
man  sie  aus  der  vorhin  angenommenen  bis  zu  der  gegebenen  fort, 
und  je  nachdem  während  dieser  Bewegung  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  der  obigen  sieben  Fälle  sich  ereignet,  wird  der  zugehörige 
Kegelschnitt  entweder  ebenfalls  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse 
sein.     Dies  liefert  uns  folgendes  Resultat. 

Aufgabe,  Fünf  Gerade  in  einer  Ebene  sind  gegeben,  von  denen 
keine  drei  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Die  Art  des  Kegelschnitts 
zu  bestimmen,  welcher  sie  insgesammt  berührt. 

Auflösung.  Man  lege  an  beliebige  vier  der  gegebenen  Geraden 
die  sie  berührende  Parabel  und  unterscheide  dann  folgende  drei  Fälle: 

1)  Wird  die  fünfte  Gerade  von  dieser  Parabel  nicht  getroffen, 
so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  auf  der 
einen  und  folglich  auch  auf  der  anderen  Seite  der  fünften  eine  ungerade 
oder  gerade  Anzahl  der  sechs  Puncte  liegt,  in  welchen  sich  die  vier 
ersteren  Geraden  schneiden. 

2)  Wenn  die  fünfte  Gerade  die  Parabel  berührt,  so  ist  der 
Kegelschnitt  kein  anderer,  als  diese  Parabel  selbst. 

3)  Wird  die  Parabel  von  der  fünften  geschnitten,  so  ist  der  KegeU 
schnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  Je  nachdem  auf  der  einen  und  also 
auch  auf  der  anderen  Seite  der  fünften  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  der  sechs  Durchschnittspuncte  der  vier  ersteren  Geraden  be- 
griffen ist. 

Die  Betrachtung  der  speciellen  Fälle,  wo  ein  oder  zwei  Paare  der  fünf 
Geraden  Parallellinien  sind,  übergehe  ich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden. 
Der  Fall,  wo  drei  Gerade  einander  parallel  laufen,  ist  demjenigen  gleich  zu 
achten,  wo  drei  Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  und  bleibt  daher  aus- 
geschlossen. 

§.  265.  Die  in  §.  260  erwiesene  merkwürdige  Eigenschaft  eines 
um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Dreiecks  veranlasste  mich  zu 
untersuchen,  ob  nicht  auch  bei  der  analogen  Figur  im  Räume,  einer 
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um  eine  PUche  der  sweilcn  Ordnung  beschriebenen  drebeitigea 
Pyramide,  die  vier  geraden  Linien,  welche  die  Spitzen  der  Priatnide 
mit  den  Betührungspuncten  in  den  gegenüberliegenden  Seiten  ver- 
binden ,  sich  in  einem  Piincte  schneiden.  Wiewohl  ich  nun  bald 
wahmshm,  daw  hier  eine  so  einiache  Belation  nicht  stattfinden 
könne,  so  gelang  es  mir  doch,  an  der  Stelle  der  Termutheten  Eigen- 
schaft eine  andere  zu  entdecken,  die  mir  merkwürdig  genug  scheint, 
um  sie  nebst  ihrer  Entwickelung  diesem  Capit«!  als  Anhang  noch 
beizufügen. 

Seien  A,  S,    C,   D    (Fig.  59)    die    Spitzen   der    umschriebenen 
Pyramide;    E,   F,   G .  H    die    ihnen    reap.    g^enüberlicgenden    Be- 
rührungsponcte.   —  Um  zuerst  zu  zeigen,  dass  sich  die  vier  Linien 
AE,    BF,    ...    im    Allgemeinen    nicht 
schneiden,  so  denke  man  aich  die  F^che 
selbst    und    die    drei    in    ihr    liegendes 
Puncte  E,  F,   G  g^eben.     Hiermit  sind 
auch  der  Punct  7>.  als  der  gemeinschaft- 
liche Durchschnitt  der  in   £,  F,   G  an 
die   Fläche   berührend   gelegten  Ebenen, 
und    die    Geraden    DA,    DB.    DC,    als 
die    Durchs cbaittslinien    dieser    Ebenen, 
y.    j^  gegeben.    Von  den  drei  Puncten  A,  B,  C 

aber  können  beliebige  zwei,  %.  B.  A  and 
B.  in  den  Linien  DA  und  DB  nach  Willkür  genommen  werden. 
wodoxdi  dun  der  dritte,  C,  als  der  Dazchscbnitt  der  dnztli  AB  «a 
die  Fläche  berührend  gellten  Ebene  mit  DC,  gefunden  wird. 
Sollten  nun  für  jede  Annahme  der  zwei  Puncte  A  und  B  in  den 
Linien  DA  und  DB  die  Geraden  AE  tud  BF  sich  schneiden, 
sollten  also  immer  die  vier  Puncte  A,  B,  E,  f  in  einer  Ebene 
liegen,  so  nLÜssten  E  tind  F  in  der  Ebene  DAS  selbst  enthalten 
tein,  welches  gegen  die  Annahme  ist. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  die  Fläche  einhüllenden  Kegel  Tor, 
welcher  D  zur  Spitze  hat.  Dieser  Kegel  wird  die  durch  D  gehen- 
den und  die  Fläche  in  E,  F,  G  berührenden  Ebenen  DBC,  DOA, 
DAB  in  den  Geraden  DE,  DF,  DG  berühren,  und  die  Ebene 
ABC  in  einer  Curve  schneiden,  welche  von  den  Geraden  BC,  CA 
AB  m  den  Puncten  /,  E,  L  berührt  wird,  tn  denen  diese  Linien 
resp.  von  DE,  DF,  DO  geschnitten  werden. 

Es  ist  aber  bekannt,  ^ss  die  Linie,  in  welcher  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  von  einem  sie  umhüllenden  Kegel  berührt  wird, 
in  einer  Ebene  liegt  und  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  dass  folglich 
ein  solcher  Kegel   auch  von  jeder  anderen  Ebene,    vie  ABC,   in 
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einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  geschnitten  wird.     Mithin  müssen 
sich    die  drei  Geraden  AI,   BK,   CL   in    einem  Puncte  M  treffen 

(§.260). 

Hieraus  fliesst  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  DAI,  DBK, 
DCL  in  der  Geraden  DM  schneiden,  und  dass  folglich  die  drei 
in  diesen  Ebenen  resp.  liegenden  Linien  AE,  BF,  CG  der  Geraden 
DM  begegnen;  oder,  was  dasselbe  sagt:  dass  sich  durch  D  eine 
Gerade  DM  ziehen  lässt,  welche  die  drei  Linien  AEj  BF,  CG, 
und  somit  alle  vier  AE,  . .,  DH  zugleich  schneidet.  Auf  dieselbe 
Art  wird  bewiesen,  dass  man  durch  C  eine  Gerade  CN,  und  durch 
B  eine  Gerade  BO  (so  vne  auch  durch  A  eine  Gerade  AP)  legen 
kann,  welche  den  vier  Geraden  AE,  . .,  DH  zugleich  begegnet. 
Nimmt  man  daher  DM,  CN,  BO  zvl  den  drei  leitenden  Linien 
eines  hyperbolischen  Hyperboloids,  so  sind  AE,  ..,  DH  vier  ver- 
schiedene Lagen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Linie;  welches 
(vergl.  §.  112  zu  Ende)  folgenden  Satz  giebt: 

Wird  um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  eine  dreiseitige  Pyra- 
mide beschrieben,  und  werden  die  vier  Spitzen  der  Pyramide  mit  den 
in  die  gegenüberliegenden  Seiten  fallenden  Berührungspuncten  durch 
vier  gerade  Linien  verbunden,  so  schneidet  Jede  andere  Gerade,  welche 
dreien  dieser  vier  Linien  begegnet,  auch  die  vierte. 


Drittes  Capitel. 

Von  den  Durchmessern  und  dem  Mittelpuncte  eines 
Kegelschnitts  und  den  Asymptoten  der  Hyperbel. 


§.  266.     Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht,  ist  (§.  249): 

fxA  —  gx{\—z)B  +  h[\—x)C, 

Seien  P  und  Q  zwei  Puncte  desselben,  für  ersteren  x  =  p,  für 
letzteren  x  =  q,  so  hat  man: 

p'P=.fpA  —  gp(i—p)B  +  k(\—p)C, 
q'Q=.fqA-gq(\-q)B  +  h(\—q)a 
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Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  A: 

p'qP—pq'Q=gpq(p  —  q)B  —  h(p  —  q)C 

^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  PQ  und  BC. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Sehne  des  Kegelschnitts, 
PQj  mit  der  Fundamentallinie  BC  parallel,  und  mithin  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnitt  unendlich  entfernt  sei.  Hierzu  wird  er- 
fordert: 

p'q—pq'=gpq(p  —  q)  —  h(p  —  q)  =  {i. 

Da  aber  der  Factor  p  —  q  dieser  Gleichung  nur  dann  gleich  0  ist, 
wenn  P  und  Q  zusammenfallen,  so  wird  schon 

gpq  —  h  =  {i 

die  zum  Parallelismus  von  PQ  und  BC  nöthige  Bedingungs- 
gleichung sein. 

Man  addire  jetzt  die  Gleichungen  für  P  und  Q,  nachdem  man 
sie  vorher  resp.  mit  q  und  p  multiplicirt  hat,  und  es  kommt: 

pqP+piQ  =  '^fpq^—9pq(^—p—q)B  +  h(p  +  q—2pq)a 

Unter  derselben  Voraussetzung  nun,  dass  PQ  parallel  mit  BCy  und 
daher 

p'q—pq'=^ 

ist,  wird 

p'qP+pq'Q  =  P+Q 

^  dem  Mittelpuncte  der  Sehne  PQ,  und  wenn  wir  diesen  mit  M 
bezeichnen,  für  pq  den  aus  der  Bedingungsgleichung  entspringenden 
Werth  h  :  g  substituiren  und  grösserer  Einfachheit  willen 

p  '\-  q  =  2h  '.  z 
setzen : 

M  =  fzA  +  g(h  —  z)B  +  h(g  —  z)C. 

§.  267.  Folgerungen.  1)  In  dem  eben  gefundenen  Aus- 
drucke für  den  Mittelpunct  einer  mit  BC  parallelen  Sehne  ist  von 
einer  Sehne  zur  anderen  bloss  z  veränderlich.  Es  gehört  folglieh 
dieser  Ausdruck  mit  der  Veränderlichen  z  der  Linie  an,  in  welcher 
die  Mittelpuncte  aller  mit  BC  parallelen  Sehnen  enthalten  sind. 
Diese  Linie  ist  folglich  eine  Gerade;  und  weil  man  jede  Sehne  zur 
Fundamentallinie  BC  nehmen  kann,  so  ist  zu  schliessen: 

Die  Mittelpuncte  dreier  oder  mehrerer  mit  einandei'  paralleler 
Sehnen  eines  Kegelschnitts  liegen  in  einer  geraden  Lini^. 

Man  nennt  eine  solche  Gerade  einen  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 

2)  Weil  /,  g,  h  gleichartig  aus  den  Constanten  ö,  b,  r,  a,  ß,  y 
des  symmetrischen  Ausdrucks  in  §.  64,  1  zusammengesetzt  sind  (§.  249), 
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80  erhält  man  aus  dem  Ausdrucke  des,  die  Sehne  BC  (fiir  2;  =  0) 
und  die  mit  ihr  parallelen  Sehnen  halbirenden,  Durchmessers 

[a)  fzA  +  g[h  —  z)B  +  h[g  —  z)C 

den  Ausdruck  des  Durchmessers,  welcher  die  mit  CA  parallelen 
Sehnen  halbirt,  wenn  man  in  (a)  die  Buchstaben  A  in.  B^  B  in  Cy 
C  in  Aj  f  in  ffj  ff  in  h,  h  in  f  verwandelt.  Es  ist  daher  dieser 
Durchmesser 

(b)  f(h  —  ic)A  +  fftcB  +  h(f—fv)C] 

und  durch  dieselbe  Verwandlung  ergiebt  sich  hieraus  der  Durch- 
messer (c)j  in  welchem  die  Mittelpuncte  von  AB  und  der  damit 
parallelen  Sehnen  liegen. 

Nun  ist  der  Durchschnitt  von  (a)  mit  AC 

=  fA  +  (ff  —  h)C, 

für  z  =^  k]  und  der  Durchschnitt  von  (b)  mit  B  C 

^gB+.  (/-  h)  C, 
für  tr  =  Ä. 

Wird  daher  A  in  dem  Umfange  des  Kegelschnitts  so  bestimmt^ 
dass  AC  mit  (a)  parallel  läuft,  so  ist  ersterer  Durchschnitt  ein  un- 
endlich entfernter  Funct,  und  mithin 

f+9  —  h  =  Q\ 

folglich  auch  letzterer  Durchschnitt  unendlich  entfernt,  A,,  i,  BO 
parallel  mit  (b)\  also: 

Wenn  von  zwei  Durchmessern  eines  Keffelschnitts  der  eine  (a) 
parallel  ist  mit  den  Sehnen  (-4C),  toelche  der  andere  (b)  halbirt,  so  ist 
auch  der  andere  parallel  mit  den  Sehnen  (BC),  durch  deren  Mittel- 
puncte der  erstere  geht. 

Zwei  Durchmesser,  die  in  einer  Beziehung  zu  einander  stehen, 
heissen  zusammengehörige  Durchmesser.  Noch  folgt  hieraus, 
dass,  wenn  von  zwei  zusammengehörigen  Durchmessern  der  eine  zu- 
gleich eine  Sehne  ist,  er  von  dem  anderen  halbirt  wird. 

3)  Für  die  Puncte,  in  denen  der  Durchmesser  (a)  die  Curve 
schneidet,  verhält  sich: 

z  \  h  —  z  :  ff  —  z  =^  X  :  — x(\  — x)  :  1  — :r. 


mithin 
woraus 


z  :  h  ^=  X  :  x^  und  z  .  ff  ^=  x  \  1 , 


z  =^  ±  Vgh  und  a:  =  ±  1/  — 

^9 

folgt.     Der  Durchmesser  (a)  schneidet  daher  die  Curve  entweder  itt 


m 

swei  Puneten,   oder  in  keinem,  je  nachdem  y  und  h  einerlei   oder     1 

Für  die  Ellipse  ist                                                                                       1 

(?-l-Ä-/)'-4?A                                                  1 

negativ  (§.  252),  und  daher  \gh  immer  poaiÜY;  folglich,  weil  je  xwei      ' 

Puncto  der  Ellipse  die  Stelle  Ton  £  und  C  vertreten  können.                f 

i 

Die  EUipte  tdrd  wm  jedem  ihrer  Durc^meaeer  m  zvei  Puncle» 
geachnUten. 

Für  die  Puncte,  in  denen  der  Dotehmesser  {Ä)  dem  Kegel- 
schnitte b^^egnet,  findet  sich  eben  bo 


'=^n- 


Setxen  wir  nun,  wie  in  2), 

/+»-»  =  !), 

und  sind  daher  (a)  und  [h)  «wet  ntsammen^hSrige  DurchmeMer,  w^^- 
redncirt  sich  die  Formel 

(?  +  Ä-/}'  —  4yA  =  (/  +  ;;  — A)'  —  4/j? 
anf  —  4/y.  Bei  der  Hj^erbel,  wo  diese  Formel  immer  positiv  ist. 
müaeen  folglich  alsdann  f  und  g  verschiedene  Yorzeicheu  haben, 
woraus  sich  mit  Betrachtung  der  Werthe  von  x  für  (a)  und  (6)  weiter 
eif^ebt,  dass,  wenn  (a)  di6  Hyperbel  schneidet,  (b)  ihr  gar  nicht  be- 
g^net,  und  umgekehrt;  also: 

Von    zwei  zusammengehörigen   Durckmessem   der  Hyperbel   trifft 
der  eine  die  Byperhel  m  zuvi  Puneten,  der  andere  in  keinem. 

4)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  von  M  oder  (a) 

BO  Wird  er: 

M=f{g  +  A-/)A  +  g{h+f-g)B  +  hl/+g  —  h)C. 
Da  eich  dieser  Ausdruck  bei  der  in  2)  angedeuteten  Verwand- 
lung der  Buchstaben  nicht  ändert,  so  ist  der  damit  ausgedruckte 
Funct  nicht  allein  in  dem  Durchmesser  (a),  sondern  auch  in  den 
beiden  anderen  (i]  und  (c)  b^riffen;  woraus  wir  schliessen:  Je  dr^ 
Durchmesser  und  folglich 

Alle    Durchmesser   eines    Kegelschnitts   schneiden    sich    in    einem 
Puncte.     Dieser  Punct  heisst  der  Mittelpunct  des  Kegelschnitts. 

Alle  Durchmesser,   welche  zugleich  Sehnen  sind,   haben  daher  den 
Mittelpunct  des  Kegelschnitts  zu  ihrem  eigenen  Mittelpuncte. 

5)  Die   Summe   der  Coefficienten   in    dem  Ausdrucke    für    den 
Mittelpunct  ist: 

-/'— y*  — Ä'  +  2yA-H2Ä/-|-2/y. 
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Da  diese  Summe  bei  der  Parabel  gleich  0  ist  (§.  252),  so  folgt: 
Alle  Durchmesser  einer  Parabel  sind  einander  parallel. 

§.  268.     Zusätze,    a)  Der  Ausdruck  eines  in  das  Fundamental- 
dreieck ABC  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.  258): 

i(l— y)M  +  AJ?  +  /y*C. 

Um   für   diesen  Kegelschnitt   den  Ausdruck  seines  Mittelpuncts  zu 
finden,  nehme  man  die  Berührungspuncte  (§.  260) : 

kB  +  lC=fA\    lC+iA  =  gB.    iA  +  kB  =  hC\ 

(Fig.  60),  wo  daher 

/=*  +  /,    g  =  l+i,     h  =  i  +  k, 


zu  Fundamentalpuncten ,   substituire  also  im  vorigen  Ausdrucke  für 
iAj  kB,  IC  resp. 

^iffff+hC-fA'),    ^(hC+fÄ—gB),    \{fA'+gff-hC'), 

und  man  erhält  nach  gehöriger  Reduction: 

fyA-gy[i—y)ff+h(V-y)C\ 

Für  den  solchergestalt  ausgedrückten  Kegelschnitt  ist  aber  der 
Mittelpunct : 

M=f(g  +  h-f)A+g(h+f-g)B'+h(f+9-h)C\ 

Wird  nun  hierin  statt  fA\  gB\  hC  wiederum  kB  +  lC,  etc.,  und 
statt  g -^ h — /,  ...  resp.  2t,  ...  gesetzt,  so  kommt: 

M=  i(k  +  l)A  +  k(l  +  i)B  +  /(*  +  A)C, 

als   Ausdruck    für    den  Mittelpunct    des   in  das  Dreieck  ABC  be- 
schriebenen Kegelschnitts. 

b)  Aus  den  Ausdrücken  für  A\  B\  C"  folgt: 

gB'^fA'-^hC'—ikB. 

Eliminirt  man  hiermit  B'  aus  dem  Ausdrucke  des  um  A'B'C 
beschriebenen  Kegelschnitts  und  aus  dem  Ausdrucke  für  den  Mittel- 
punct desselben,  so  ergiebt  sich: 

fy*A'+  2kj/(l—y)B  +  h(\-y}*C', 


der  allgeiiieine  Auadmck  eines  K^elscluüns,  welcher  in  A  and  (f 
TOD  AB  und  Cß  berühit  wird,  and  der  Aiudrack  för  den  Mitl«l- 
puact  deweiben. 

Nenat  man  A'  den  Slittelpunct  tod  AC,  so  wird 

alio: 

Werden  an  einen  KegeUehniU  steet  Tangenten  gnogen,  ttt  liegen 
der  Durchtchnitl  dieser  Tangenten  und  der  ifitUlpttnct  der  SeAw, 
welche  die  ßcrüArungtpuneU  terbtndel,  mit  d«m  JfitleljnoKle  d«» 
KegehchnitU  in  einer  geraden  Linie. 

Wird  daher  in  ein  Dreieric  ABC  ein  zteeite»  ABC  to  te- 
tckrieben,  doii  die  Geraden  durch  die  gegenäberfiegenden  Sitten, 
AA',  .  ..,  »ich  in  emem  Puncle  schneiden,  so  treten  tiei  mich  die 
Geraden,  welche  die  MilUlpuncte  der  Seiten  B'C,  ...  des  einh^ 
schriebmen  Dreiecks  mit  den  Spitzen  A,  ...  des  umtchriebenen  cw- 
Innden,  in  einem  Puncle,  in  dem  Mittelpuncte  des  Kegeltchnitt»,  welcher 
die  Seifen  des  umschriebenen  Dreiecks  in  den  Spitzen  des  eittheschriehe- 
nen  lerSiJiri. 

d)  Die  Durchschnitte  der  Geraden  BNM  mit  dem  Kegelschnitte 


sind: 


für  p  =  -f.  Va 


ff^'-f- VaB  +  a(7'=  2Vc  Ar+ B, 


für  1 


-V^. 


-  V^B  +  a(?'=  2  V^JV— 5, 


Heisse  der  eine  Durchschnitt  K,  der  andere  L,  so  folgt  aus 
diesen  Ausdrücken  in  Verbindung  mit  M^  \aN — B: 

BM :  NM=  SE* :  NE*  =  BL*  :  NL*  {=  4a  :  i). 

§.  269.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig.  61)  ist  das  Dreieck  ABC, 
in  dieses  das  Dreieck  A'B'C,  in  dieses  das  Dreieck  A'B"C"',  u.  s.  w. 
einbeschrieben,  dergestalt,  dass  jede  der  drei  Reihen  gleichnamiger 
Spitzen,  A,  A,  . . .;  B,  S ,  . ..;  C,  C,  ...  in  einer  Geraden  liegt,  und 
diese  drei  Geraden  »ich  in  einem  Puncto  D  schneiden.     Alsdann  lässt 


/T\ 
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sich  in  das  Dreieck  ABC  ein  KegehchniU  beschreiben,  der  die  Seiten 
desselben  in  den  Puncten  A\  B,  C  berührt;  in  das  Dreieck  ABC 
ein  Kegehchnitty  dessen  Berührungspuncte 
A\  BT,  C  sind;  in  A^BTC  ein  KegeU 
schnia,  dessen  Berührungspuncte  Ä*\  B", 
C"\  und  so  fort  ohne  Ende.  Ich  be- 
haupte nun,  dass  die  MiUelpuncte  aller 
dieser  Kegelschnitte  in  einer  durch  D 
gehenden  Geraden  liegen. 

Beweis.     Man    setze    erstlich   zur    ^  a'  ^'' 

Abkürzung:  Fig.  «i. 

*  +  /=»•',     /  +  «  =  *',    »  +  *  =  /', 

v-\-v=i\  r+i'=k",  i'+i'=r, 
F+r=t"',  r+t''=F',  »"+r=r, 

u.  8.  w.     Sei  nun 

dD  =  iA  +  kB  +  lC, 
wo 

d  =  i  +  k  +  l, 
so  ist 

i'A'=kB  +  lC,    k'B=lG+iA,    rC=iA  +  kB, 

folglich 

i'A'+  k'B+  rC'=  iA  +  kB  +  lC=D, 

folglich,  weil 

A'D'B'C'=A'\ 
etc. 

i"A"  =  k'B+  VC,    k"B'=  VC+  VA\    VC=  VA^  KB. 

Es  ist  aber  der  Mittelpunct  M  des  Kegelschnitts,   welcher  das 
Dreieck  ABC  in  den  Puncten 

Ä=kB'\-lC,  ... 
berührt  (§.  268,  a) : 

mM  =  i(k  +  l)A  +  ...  =  iVA  +  kKB  +  IV  C, 
wo 

m  =  ii''\-kk'+lV\ 

und  eben  so  der  Mittelpunct  M'  des  folgenden  Kegelschnitts,  welcher 
das  Dreieck  ABC*  in  den  Puncten 

A=k!B-\'VC\  ... 
berührt: 

niM'  =  V  (*'+  /')  A-\- . . .  =  Vi"A+  k'k"B+  WC 

=  i"{kB  +  IC)  +  k"(lC+iA)  +  r(iA  +  kB) 

=  f  (r+  l")A  +  ...  =ii"A  +  kK"B  +  WC, 
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wo 

m  =  « f  +  ...  =  tf   +•••)• 

Aus  diesen  Ausdrücken  für  3/  und  M'  folgt  nun  weiter: 

m'M'—  mM  =  1(1"'—  %')A  +  k(k"'—  k')B  + 1(1"'—  /')  C, 
und,  weil 

r— f'=  r+r— 1'=  i'+jk'+r=  2(t+*  +  /)  =  2rf, 

und  eben  so 

Ä'"— *'=r— r=2rf 

ist**), 

m'M'—fnM=2d{iA  +  kB  +  lC)  =  2rf«I>. 

Es  liegen  demnach  M  und  3/',  und  eben  so  die  Mittelponcte 
je  zweier  anderer  auf  einander  folgender  K^^lschnitte,  folglich  die 
ganze  Reihe  von  Mittelpuncten,  in  einer  durch  D  gehenden  Geraden. 

Um  noch  das  Gesetz  ausfindig  zu  machen,  nach  welchem  die 
Mittelpuncte  in  dieser  Geraden  vertheilt  sind,  so  hat  man 

m'M'—  mM  =  2cP/>  =  2(i  4-  *  +  /)« J9 
und  eben  so 

nfM'  —  fn'M'=  2(t'+  k'+  l^D  =Sd*D] 

folglich 

3f=m'Jf'— 2rf*I>,  und  M"=m'M'+Sd*I), 

folgUch  (§.  237) 

(3r,I>,3f,3f")=-i, 
und  eben  so 

{]a",D,M',M"')  =  -\, 

u.  8.  w.,  woraus  man,  wenn  />,  M  und  M'  gegeben  sind,  die  folgen- 
den Mittelpuncte  M",  3/'",  ...  finden  kann. 


*,   Auf  gleiche  Art  ist 

und  allgemein: 

WO  p  und  g  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  p'^  g  ist. 

**}    Auch    diese  Relationen  lassen   sich  noch  allgemeiner  darstellen.     Denn 
erstlich  ist: 

Femer  hat  man: 

Ä  —  i  =  i'—  X;'  =  k"  —  i"  =  i'"  —  Ä'"  =  etc. 
und 

,-(p)_i(?)  =  Ä(/>)__A;<^>  =  Vp)  —  l{'i'>  =  i  2^^  — 2?  :t-f  ;t4-/, 

wenn  j)  —  q  eine  positive  gerade  Zahl  ist. 

Sind  endlich  t,  m,  r,  ?ü  positive  ganze  Zahlen,  und  t-\-u  —  v  —  ic  eine  posi- 
tive gerade  Zahl,  so  findet  sich: 
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Noch  flieset  aus  diesen  Doppelschnittsyerhältnissen  (§.  184): 
{M;  M",  D,M)  =  b,     (M',  M",  M"',  D)  =  \, 

fokUch  (§.  185): 

(Jtf',3f",Jf"',J»f)  =  V. 
folglich 

(M,M',M",M'")  =  \\, 

und  eben  so 

(M\  M'\  3f'",  3f"")  =  1^, 

u.  8.  w.,   wodurch  das  Gesetz  der  Mittelpuncte  nach  Art  der  recur- 
rirenden  Reihen  bestimmt  ist. 


§.  270.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
von  den  Fundamentallinien  AB  und  CB  in  den  Fundamentalpuncten 
A  und  C  berührt  wird,  ist  (§.  61,  V) : 

aA  +  vB  +  v^Cy 

und  der  Ausdruck  für  eine  Tangente  an  denselben  in  dem  Pancte, 
für  welchen  v  =  v'  ist,  (§.  77) : 

aA  +  (t?'  +  z)B  +  (t?'«  +  Iv'z)  C, 

oder,  wenn  wir  t?'  -f-  2a:  =  y  setzen: 

2a  A  +  (ü'  +  y)B  +  2t?'y  C. 

Eben  so  hat  eine  zweite  Tangente,   für  deren  Berührungspunct 

V  =  v"  ist,  den  Ausdruck: 

2a  A  +  (t?"  +  z)B  +  WzC. 
Seien  nun  v'  und  v"  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

^*  +  t'  +  «  =  0, 

also  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  (§.  252),   die  zwei  Berührungs- 

puncte    unendlich    entfernt    (§.  89),    und    die    zwei   Tangenten    die 

Asymptoten    der    Hyperbel.      Es    folgt   aber    aus    der   quadratischen 

Gleichung,   wenn  man  zuvor,  weil  a  <  \  sein  muss,  a  =  ^(1  — m*) 

setzt: 

t?'  =  -i(l— m),     ü"  =  _i(l+m). 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdrücken  der  Tangenten, 
so  kommt: 

(l—m*)^  +  (2y  —  l-+-m)JB  — 2(1— m)yC; 
\\  —rn})A-^\2z—  \  —m)B  —  2  (1  +  rn)z  C, 

oder  einfacher,  wenn  man 

2y  =  (1  — m)t  und  2«  =  (1  +  m)u 
setzt  * 

(1  •Arrn)A  —  {\  —  i)B  —  [\—m)tC, 

(1  —  m)^  —  (1  —  w)  JB  —  (1  +  rn)uC, 

Höbias  Werke  I.  23 
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Dies  sind  demnach  die  Ausdrücke  für  die  beiden  Asymptoten 
der  Hyperbel,  die  zum  Ausdrucke 

1(1— m*)^  +  t?JB  +  c«C 

hat.     Wir   wollen    hieraus   einige   der  vorzüglicheren   Eigenschaften 
dieser  Linien  zu  entwickeln  suchen. 

§.  271.     Zuerst  findet  sich  für  den  gegenseitigen  Durchschnitt 
der  Asymptoten, 


1  +  m 


u  =  — 


l  —  m 
1  +  m' 


1  —  m' 
also  der  Durchschnitt  selbst: 

welches  der  Mittelpunct  der  Hyperbel  ist  (§.  268,  b) ;  also : 

Die  zwei  Asymptotefi  einer  Hyperbel  schneiden  sich  in  dem  Mittel- 
puncte  der  letzteren, 

Heissen  femer  die  Durchschnitte  der  einen  und  anderen  Asymp- 
tote mit  den  Fundamentallinien  BC,  CA,  AB  resp.  2),  Ey  F: 
ly,  E\  F  (Fig.  62),  so  hat  man: 

mD  =  B  —  [\—m)C,  —mU  =  B  —  (\+m)C, 

—  2i»£=(l— w)C— (t +m)^,    2;n£'  =  (l  +m){C—[\—m)A, 
mF=(\+m)A  —  B,  —mF'  =  (\—m)A  —  B. 


Fig.  62. 

Durch  Verbindung  dieser  sechs  Gleichungen  ergiebt  sich  nun; 

1)  7;  +  i>'  =  2C    und    F+r  =  2A, 

d.  h.   0  ist  der  Mittelpunct  von  DD\  und  eben  so  A  von  FF';  also: 

Legt  man  an  eine  Hyperbel  eine  Tangente,  so  toird  das  zwischen  die 

Asymptotefi  /allende  Stück  derselbe?i  in  dem  Berührungsptmcte  halbirt. 

2)  E-\-E'  =  C+A, 

d.  h.  EE'  und  CA  haben  denselben  Mittelpunct;  also: 
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Von  einer  die  Hyperbel  schneidenden  Geraden  haben  der  zwischen 
die  Hyperbel,  und  der  zwischen  die  Asymptoten  fallende  Theil  einerlei 
Mittelpunct 

3)  D  +  F=1E    und    U  +  F'  ^2E\ 

d.  h.  E  ist  der  Mittelpunct  von  DF,  und  E'  von  UF']  mithin: 

Werden  an  eine  Hyperbel  zwei  Tangenten  gezogen,  so  werden  die 
€on  denselben  in  der  einen  und  der  anderen  Asymptote  abgeschnittenen 
Theile  durch  die  Gerade,  welche  die  Berührungspuncte  verbindet,  halbirt 

4)  m(D  —  r)  =  (\  —m)(A  —  C)  und  f«(F— />')  =  (1 +iw)(^— C), 

d.  h.  DF'  und  FD'  sind  mit  AC  parallel,  oder: 

Die  Geraden,  welche  die  Puncte  verbinden,  in  denen  zwei  an  eine 
Hyperbel  gelegte  Tangenten  die  Asymptoten  schneiden,  sind  unter  sich 
und  mit  der  Sehne  durch  die  Berührungspuncte  parallel. 


Viertes  Capitel. 

Oegenseitiges  Entsprechen  zwischen  Puncten  und 
geraden  Linien  in  Bezng  anf  einen  Kegelschnitt. 


§.  272.  Die  im  vorigen  Capitel  bemerkten  Eigenschaften  paral- 
leler Sehnen  eines  Kegelschnitts  können  durch  Betrachtung  einer 
damit  coUinear  verwandten  Figur  noch  sehr  verallgemeinert  werden. 

Seien  A,  B,  C,  D  und  Ä,  B',  C,  2>'  zwei  Systeme  von  vier 
Puncten,  deren  jedes  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  und  bei  deren 
jedem  keine  drei  Puncte  in  einer  Geraden  liegen.  Man  setze  diese 
Puncte  der  Beihe  nach  einander  entsprechend,  Ä  dem  A,  B'  dem  B 
u.  s.  w. ;  so  kann  man  nach  dem  Gesetze  der  Collineationsverwandt- 
Schaft  für  jeden  fünften  Punct  des  einen  Systems  den  entsprechen- 
den fünften  des  anderen  finden  (§.  219). 

Werde  nun  durch  erstere  vier  Punct«  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben. Diesem  wird  eine  durch  letztere  vier  Puncte  gehende 
Curve  entsprechen,  welche  gleichfalls  ein  Kegelschnitt  ist  (§.  220,  c), 
also  jedem  Puncte  des  einen  Kegelschnitts  ein  Punct  des  anderen, 
so  wie  auch  der  Tangente  in  dem  ersteren  Puncte  die  Tangente  in 

dem  letzteren. 

23* 


dem  ndon  Kcpbeluiitte  imd,  die  Sdine  KW  dozA  iam.  imk  Z 
entipndaiden  Fmict  Z*  s  A'S  ■  CJJf  gdien.  WcA  ftniB  fi» 
nnfll^g*'***"  ■"■  SfrtoBW  Ton  vier  Ponetm,  ^,  ..,  D  «nd^,  ..,  Xf, 
_  _'j  genoamicn  msdoB  ^ffnrni»,  ip  ,'«nBm 

,  j£S  mid  Clf  uÖKB.  mit  dnander  puaDd,  aÜ  '^  «^ 


oendüdi  cnlinBter  Fnnet,  fidg^idi  aaeh  B'f  wSt  t 

panlleL    Beseichnen  wir  «Itdann  die  Mittelpiincte  nm  A^Jff,  CfU^ 

E'F  TMp.  mit  JT,  A^,  0*,  bo  liegen  die«e  Poncte,  nach  §.  247,  in  einer 

durch  den  Mittelpunct  des  Kegelschnitts  gehenden  Geraden,  welche  x' 
heiue;  und  es  werden,  wenn  M,  N,  O  die  entsprechenden  Poncte 
in  den  Linien  AB,  CD,  EF  der  ersten  Figur  sind,  auch  diese 
Fnncte  in  einer  Geraden  z  liegen.  Aber  noch  mehr:  wc^n  der 
Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisae  swischen  sich  entsprechen- 
den Puncten  in  collinear  verwandten  Figuren  (§.  221,2),  muse  sein: 
{A,  B,  Z,  M)  =  (A',  B',  Z',  M'). 
Da  nun  Z'  unendlich  entfernt  ist,  so  sind  A'Z'  und  IffZ'  als 
gleich  SU  betrachten,  und  daher  A'Z'  =^  — Z'ff;  folglich,  weil  auch 
A'M'  =  M'B'  ist, 

[A',  B,  Z',  K' )  =  —  1 ; 
also  auch 

{A,  B,  Z,  M)  =  —  \, 
und  eben  so 

(C,  D,  Z,  JV)  =  —  1 ,    {£,  F,  Z,  0)  =  —  1 ; 
welches  uns  folgenden  Satz  giebt: 
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1)  Hat  man  ein  System  dreier  oder  mehrerer  Sehnen  eines  Kegel-- 
Schnitts,  welche  sich  in  einem  und  demselben  Puncte  Z  schneiden,  und 
bestimmt  man  in  jeder  dieser  Sehnen  einen  noch  anderen  Punct  so,  dass 
die  Sehne  durch  ihn  und  durch  den  Punct  Z  harmonisch  getheilt  vnrd, 
so  Hegen  alle  diese  anderen  Puncte  (M,  N,  0,  . .)  in  einer  geraden 
Linie  z. 

Man  ziehe  an  den  zweiten  Kegelschnitt  in  A*  und  ff  Tangenten, 
80  liegt  ihr  gegenseitiger  Durchschnitt  mit  dem  Mittelpuncte  M'  von 
AB'  und  mit  dem  Mittelpuncte  des  Kegelschnitts  in  einer  Geraden 
(§.  268,  r),  d.  i.  in  der  Geraden  z'\  folglich,  wenn  wir  dieses  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  anwenden: 

2)  In  der  Linie  z  sind  die  Durchschnitte  je  zweier  Tangenten 
begriffen  y  welche  an  die  Endpuncte  derselben  Sehne  gelegt  werden  (an 
A  und  B,  an  C  und  D,  etc.). 

Man  setze 

AC'BD=V    und    AD'BC=W, 
so  ist  nach  §.  198,  3 

{A,  5,  Z,   VW)  =  (C,  A  Z,   VW)  =  —  1. 
Die  Gerade   VW  ist  folglich  einerlei  mit  z\  d.  h. 

3)  Die  Linie  z  enthält  auch  die  Durchschnitte  j'e  zweier  Geraden, 
womit  die  Endpuncte  je  zweier  Sehnen  verbunden  werden. 

Weil  endlich 

{A,  B,Z,z)=  —  \, 

und  daher,  wenn  Z  ausserhalb  A  und  B  liegt,  der  Durchschnitt 
von  2  mit  AB  zwischen  A  und  B  fallen  muss,  also  auch  dann 
noch  dazwischen  fallen  muss,  wenn  A  und  B  einander  unendlich 
nahe  liegen,  d.  h.  wenn  ZAB  zur  Tangente  wird,  so  schliessen  wir: 

4)  Liegt  def*  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Sehnen,  Z,  ausser- 
halb  des  Kegelschnitts,  und  zieht  man  an  letzteren  von  Z  aus  zwei 
Tatigentefi,  so  fallen  die  Berährungspuncte  ebenfalls  in  die  Linie  z, 
sifid  folglich  einerlei  mit  den  Puncten,  in  denen  diese  Linie  die  Curve 
schneidet. 

§.  273.  Nimmt  man  umgekehrt  in  der  Geraden  z  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  einen  beliebigen  Punct  U  und  zieht  von  demselben 
zwei  Tangenten  UG  und  UH  an  ersteren,  wo  G  und  H  die  Be- 
rührungspuncte  sind,  so  liegen  G  und  H  mit  Z  in  einer  Geraden. 
Denn  wäre  dieses  nicht,  so  schneide  Z  G  die  Curve  noch  einmal  in  H, , 
und  es  müsste  der  Durchschnitt  der  Tangenten  an  G  und  an  H, 
ein  Punct  von  z  sein;  folglich,  weil  die  Tangente  an  G  die  z  in  U 
schneidet,    so    müsste    auch    die    Tangente    an    H,  durch  ü  gehen: 
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folglich  müssten  von  V  drei  Tangenten  ÜG,  l'H,  VH,  an  den 
Kegelschnitt  gesogen  werden  können,  welches  nicht  mißlich  ist;  also: 

Hat  man  in  einer  Ebene  einen  Kegehchnttt  und  eine  Geradt  s, 
und  zieht  man  von  drei  oder  mehreren  Punclen  der  Geraden,  Ketehv 
ausserhalb  der  Carte  liegen,  Tangentenpaare  an  dieselbe,  so  Verden 
sich  alle  die  Geraden,  welche  die  Berühntngspuncle  Je  eines  Paares 
verbinden,  in  einem  und  demselben  Puncte  Z  schneiden. 

So  wie  also  in  Bezog  auf  einen  Kegelschnitt  jedem  Puncte  Z 
in  dessen  Ebene  eine  Gerade  z  entspricht,  eben  ho  entspricht  aoch 
umgekehrt  jeder  Geraden  z  ein  Punct  Z,  rücksichtlich  dessen  die 
Gerade  die  vorhin  erörterten  Eigenschaften  besitzt. 

§■  274.  Sei  wie  vorhin  AB  eine  der  durch  Z  gehenden  Sehnen 
und  H  der  Durchschnitt  dieser  Sehne  mit  z,  so  ist 

lA,B,Z,M)=  —  i. 
Es  folgt  hieraus,  dass  von  den  zwei  Puncten  Z  und  JU  der  eiue 
innerhalb,  der  andere  ausserhalb  AB  fällt,  dass  mithin,  nachdem  Z 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  z  denselben 
achneidet,  oder  ihm  nicht  beg^net.  —  Liegt  der  Punct  Z  ausser- 
balb  des  Kegelschnitts,  und  ruckt  er  alsdann  bis  an  die  Curve  selbst 
fort,  so  geben  die  zwei  durch  Z  zu  legenden  Tangenten  und  die, 
die  Berührunggpnncte  verbindende,  Gerade  s  (§.  272,4)  in  eine  zu- 
sammen, so  dass,  wenn  Z  in  den  Umfang  des  Kegelschnitts  fällt, 
2  eine  Tangente  in  diesem  Puncte  wird.  Für  ein  unendlich  ent- 
ferntes Z  endlich  werden  die  Sehnen  einander  parallel  und  z  ein 
Durchmesser  des  Kegelschnitts;  welches  der  zum  Grunde  gelegte 
Monnalfall  ist. 

§.  275.  SoUfiir  einen  gegebenen  PunctZ 
die  entsprechende  Gerade  z  gefunden  werden, 
so  geschieht  dies,  wenn  Z  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  am  einfachsten  dadurch, 
dass  man  von  Z  an  den  Kegelschnitt  zwei 
Tangenten  ZS,  ZT  (Fig.  64)  1^,  wo  dann 
die  Gerade  ST,  welche  die  Berührungs- 
puncte  verbindet,  die  gesucht«  z  sein  wird. 
Allgemein  anwendbar  ist  nach  §.  272,  2 
folgendes  Verfahren,  mag  der  g^^bene 
Punct  7  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen.  Man 
ziehe  durch  Y  zwei  die  Curve  schneidende  Gerade  ST  und  UV, 
und  an  die  Endpuncte  dieser  Sehnen  Tangenten,  welche  sich  resp.  in 
Z  und  W  schneiden;  so  ist  ZW  die  verlangte,  dem  Y  entsprechende 


Fig.  «4. 
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Gerade  y.  —  Zugleich  folgt  hieraus,  dass,  wenn  Z  ausserhalb  liegt^ 
jedem  Puncte  Y  der  Geraden  z  eine  durch  Z  gehende  Gerade  y 
entspricht. 

Liege  Y,  wie  in  der  Figur,  zwischen  S  und  T^  also  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  und  sei  X  ein  beliebiger  dritter  Punct  in  der  als- 
dann ausserhalb  fallenden  Geraden  ZW  oder  y,  so  wird  nach  §.  273 
die  Gerade,  gelegt  durch  die  Berührungspuncte  der  von  X  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten,  durch  Y  gehen.  Da  nun  diese 
Gerade  die  dem  Puncte  X  entsprechende  Linie  ist  (§.  272, 4} ,  so 
schliessen  wir,  dass  auch  bei  einem  innerhalb  liegenden  Puncte  Y 
und  der  dann  ausserhalb  fallenden  ihm  entsprechenden  Geraden  y, 
jedem  Puncte  X  der  letzteren  eine  durch  den  ersteren  gehende 
Gerade  entspricht. 

Weil  endlich  dem  Puncte  8  des  Kegelschnitts  selbst  die  daran 
gezogene  Tangente  SZ  (voriger  §.),  und  dem  Puncte  Z  derselben 
die  durch  S  gehende  Gerade  ST  entspricht,  so  können  wir  allge- 
mein folgenden  Satz  aufstellen. 

1)  Entspricht  dem  Puncte  X  die  Gerade  x^  so  entspricht  auch 
umgekehrt  jedem  Puncte  von  x  eine  durch  X  gehende  Gerade. 

Wir  folgern  hieraus  leicht  weiter: 

2)  Sind  X,  Y  zwei  Puncte  und  x^  y  die  ihnen  entsprechenden 
Geraden,  so  entspricht  dem  Durchschnittspuncte  von  x,  y  die  durch 
X  und  Y  gezogene  Gerade. 

Denn  einem  Puncte  in  x  entspricht  eine  Gerade  durch  X,  und 
einem  Puncte  in  y  eine  Gerade  durch  Y,  folglich  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  von  x  und  y  die  Gerade,  welche  durch  X  und  Y 
zugleich  geht. 

Ist  Z  ein  dritter  Punct  der  Geraden  X  Y,  so  muss  die  ihm  ent- 
sprechende Gerade  z  durch  den  der  Geraden  X  Y  entsprechenden 
Punct  xy  gehen.  Und  umgekehrt,  wird  durch  den  Punct  x-y 
eine  dritte  Gerade  z  gezogen,  so  muss  Z  in  X  Y  liegen,  indem  sonst 
dem  gemeinschaftlichen  Durchschnitte  von  x,  y,  z  drei  verschiedene 
Gerade   YZ,  ZX,  X  Y  entsprechen  würden.     Also: 

3)  Liegen  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so 
schneiden  sich  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  Puncte, 
und  umgekehrt. 

« 

Man  bemerke  dabei  noch,  dass,  wenn  die  Gerade,  in  welcher 
die  Puncte  X,  Y,  Z  liegen,  unendlich  entfernt  angenommen  wird, 
die  in  einem  Puncte  zusammentreffenden  Geraden  x,  y,  z  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  werden,  und  dass  man  somit  auf  den  Satz 
zurückkommt,  dass  alle  Durchmesser  sich  in  einem  Puncte  schneiden. 


§.  276.  Wie  man  bald  wahrnimmt,  lassen  sich  die  eben  er- 
haltenen Sätme  sehr  vortheilhaft  dazu  anwenden,  um  aus  gewissen 
schon  gefundenen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  neue,  analoge 
Eigenschaften  absuleiten.  So  wie  nämlich  jedem  Puncte  in  der 
Ebene  einer  aolchen  Curve  eine  Gerade  entspricht,  und  umgekehrt, 
eben  so  giebt  es  für  jede  zur  dritten  Classe  (§.  24S)  gehörige  Eigen- 
schaft der  Kegelschnitte,  wonach  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  oder  gewisse  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  eine  ent- 
sprechende, mit  Hülfe  jener  Sätze  zu  findende  Eigenschaft,  wo  Puncta 
mit  Geraden  und  das  Liegen  in  einer  Geraden  mit  dem  Zusammeii- 
treffen  in  einem  Puncte  gegenseitig  vertauscht  sind. 

Um   dieses  vorläufig  durch  ein   Paar  einfache  Beispiele  zu  er- 
|!te  läutern,   wollen  wir  zuerst  das  um  einen  Kegelschnitt  beschriebene 

if"  and  denselben  in  Ä,  B',  C  berührende  Dreieck  ABC  pF^.  60)   in 

Betrachtung  ziehen.  Hier  entsprechen  den  Puncten  A! ,  B" ,  C  die 
Geraden  BC,  CA,  AB\  folglich  den  Puncten  A,  B,  C  die  Geraden 
B'C,  CA',  A'B';  folgUch  den  Geraden  AA',  BB",  CC  die  Puncte 
BCB^C,  OA-O'A',  AB\^S.  Da  nun  j«ne  drei  Geraden  sich 
in  «inflm  Pnnote  «chneideiL  (§.  360),  »o  müsieii  diete  drei  Puncte  in 
einer  Geraden  li^en;  wie  die«  anch  schon  ans  %.  1$S,  4  folgt. 

Ein  juideres  Baipiel  ist  folgendes.  Sind  AfB,  C,  D  \-ier  Puncte 
eii^efl  Kegdschnitts,  und  beniduiet  nun  iez  Knne  willen  die  an  A 
gel^^  Tangente  mit  tA,  etc.,  so  liegen  die  Pnnete  tA  ■  tB  und 
^C-tD  mit  AO-BD  in  einer  Geraden  ($.271,2,3};  folglich  auch, 
wenn  man  B  und  D  gegenseitig  vertauscht:  tA-tD  und  tBtC 
mit  AC'  BD  in  einer  Geraden.  Dies  giebt  mit  Hinblick  auf 
Fig.  65,  wo 

tAtB  =  E,    tBtC=F,    tCtD  =  6, 
tDtA  =  H,    AO  BD  =  N 
ist,  den  bekannten  Satz: 

Beschreibt  man  tan  einen  KegeUchmti  ein  Viereck  {AB  CD)  und 
ein  anderes  {EFGH)  um  denselben,  dessen  Berührungspunete  die 
Spitzen  de»  ersteren  sind,  so  schneiden  sich  die  vier  Diagonalen  beider 
Vierecke  in  einem  Puncte  {N). 

Um  nun  iur  diesen  Satz  den  analogen  aufzufinden,  so  entspricht 
der  Geraden  AC  der  Punct  t^tC=/,  der  Geraden  BD  der 
Punct  tB-tD^  K,  den  Puncten  E  und  G  die  Geraden  AB  und 
CD,  folglich  der  Geraden  EG  der  Punct  AB  ■  CD  =  L,  und  eben 
so  der  Geraden  FS  der  Punct  AD-BC^M.  Da  nun  die  vier 
Geraden  AC,  BD,  EG,  FH  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so 
I  die  vier  Puncte  /,  K,  L,  M  in  einer  Geraden  li^en;   d.  h.: 
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Bei  neei  aaf  eben  die  Wette  in  und  um  einen  KegeUchmtt  be- 
schriebenen Vierecken  liegen  die  vier  DurchschnitUpuncte  der  gegen- 
überstehenden Seiten  in  gerader  Linie. 


Noch  kann  bei  dieser  Figur  bemerkt  werden,  dass  die  Gerade 
ENG  auch  durch  den  Punct  M  geht,  indem  die  vier  Functe  E,  G, 
N,  M  in  der  dem  Puncte  L  entsprechenden  Geraden  liegen.  Auf 
gleiche  Art  sind  auch  F,  B,  N,  L  in  einer  Geraden,  in  der  dem 
Puncte  M  entsprechenden,  enthalten.     Nach  §.  198,  3  ist  nun 

[A,  B,  L,  NM)  =  —  1 ; 
mithin  wird  von  den   vier  Geraden  NA,  NB,  NL,  NM,   d.  i.  von 
AC,   BD,  FH,    EG   die    Gerade   ABL,    und   folglich    auch   jede 
andere  Gerade  (§.  189)    harmonisch  geschnitten.      Da    endlich  EA, 
EB,  ENM  die  Gerade  IL  in  I,  K,  M  schneiden,  so  ist  auch 

(/,  ä;  Z,  Jtf)  =  —  1 ; 
also; 

Von  den  vier  Diagonalen  beide}-  Vierecke  wird  jede  andere  Oerade 
harmonisch  geschnitten;  und  eben  so  bilden  auch  die  vier  in  einer 
Geradeti  liegenden  Dwrchtchmtttpuncte  der  gegenüberstehenden  Seiten 
eine  harmonische  Theüung. 


Eigenschaften  in  und  um  einen  Kegelschnitt  beschriebener 

Sechsecke. 

§.  277.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
jede  der  drei  Fundamen talseiten  in  zwei  Puncten  schneidet,  Ist  nach 
§■  63, 1 : 

a{v-<,)(o-a^)A-\-ß(c-b){V'-b')B  +  ..., 
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oder,  wenn  wir  nur  Vieleckschnittsverhältnisse  entwickeln  wollen 
und  uns  daher  des  abgekürzten  Calculs  bedienen,  nach  welchem  die 
Coefficienten  a,  ß,  y  mit  den  Buchstaben  A,  B,  0  vereinigt  werden 
können : 

(i.  —  o)(r-oV  + (»-»)(»- y)B+(o-o)(i.  —  e-)C. 
Heiesen  die  Durchschnitte  der  Curve  mit  BC,  CA,  AS,    resp. 
M,  P;  N,  Q:   0,  B  (Fig.  66),  so  hat  man: 

Jl/=(o-S)(<.-i')B+(o-c)(o  — o'lC 
für  »  =  o; 

JV=  (S  — c)(4  — c'}C+(J  — o)|4  — aV. 
für  0  =  6; 

0={c—a)lc~a'jA  +  te^i){c—i']B, 
für  c  =  c; 

P  =  (»■-  4)  («•-  }■)  S  +  (»■-  c)  («■-  «'I C, 
fiii  D  =  «' ; 

Q=^(l,-— c){b'~c)C +(/>■— ci){b-—a'}A, 

R  =  Ic'-  a)  (c'-  a-)  A  +  (c'-  i>)  (c'-  b']  B , 
für  tj  =  c'. 

IlierauB  fliessen  die  DreieckBchnitteverhältniBse ' 

BM      CN     :10__a  — c'      b—a'      c  —  b' 

MC     NA  '  0B~       a~b'  '  b  —  c'  '  c  —  u" 

BP     CQ      AR__ "'— c     b'—a     c'—  b 

PC      QA     RB~       a  —  b  '  b'—c'  c' 

folglich  ist 

BM  .BP      CN.  CQ      AO.AR  _ 
'         MC.  PC  '  NA.QA'  OB.RB^ 


für  v  = 


Hat  man  ein  Dreieck  AB  C  und 
einen,  Jede  Seite  desselben  oder  ihre 
Verlängerung  schneidenden,  ^Igel- 
schnitt, so  ist  das  Produet  aas  den 
sechs  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  des  Dreiecht  BC,  CA,  AB, 
jede  zxoeimal,  von  dem  Kegelschnitte 
getheilt  werden,  der  Einheit  gleich. 


§.  278.     Wird    umgekehrt    ans 
sechs  Puncten   M,  ...,  R   in    einer 
Ebene  ein  Dreieck  ABC  construirt,  indem  man 

NQ-OR  =  A,    ORMP  =  B,    MPNQ=C 
setzt,  und  findet  alsdann  zwischen  den  Segmenten  der  Dreiecksaeiten 


?il.  6«. 
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die  Gleichung  I)  statt,  so  liegen  die  sechs  Puncte  in  einem  Kegel- 
schnitte. —  Denn  durch  fünf  Puncte  ist  ein  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt.  Träfe  nun  der  durch  3f,  N^  0,  P,  Q  bestimmte 
Kegelschnitt  die  Gerade  AB  nächst  0  nicht  noch  in  Jß,  sondern  in 
einem  anderen  Puncte  ü',  so  müsste  die  vorige  Gleichung  I)  noch 
bestehen,  wenn  man  darin  R  für  JR  substituirte;   es  müsste  folglich 

sich  verhalten 

AB  :  BB^AR:  KB, 

welches  nicht  möglich  ist. 

Nun  haben  wir  in  §.  243,2  gesehen,  dass  dieselbe  Gleichung  I) 
auch  bei  zwei  Dreiecken  ABC  und  AB'C  (Fig.  52)  statt  hatte,  bei 
denen  die  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  sich  in  einem 
Puncte  schnitten,  folglich  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten 
in  einer  Geraden  lagen,  und  wo  Jf,  JV,  ...,  JB,  eben  so  wie  hier  in 
den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  vertheilt,  die  Durchschnitte  der  un- 
gleichnamigen Seiten  waren.  Dies  giebt  uns,  in  Verbindung  mit  dem 
eben  umgekehrten  Satze  des  vorigen  §.,  folgendes  Theorem: 

Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene,  ABC  und  ABC ,  eine 
solche  Lage  gegen  einander  haben,  dass  die  drei  Geraden  durch  die 
gleichnamigen  Spitzen,  AA',  BB\  CC,  in  einem  Puncte  sich  schnei-- 
den,  so  liegen  die  drei  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten,  BC'  B*C* , 
CA  '  CA',  AB  •  A'B'  in  einer  Geraden,  und  die  sechs  Durchschnitte 
der  ungleichnamigen  Seiten,  BCC'A,  BC'A'B\  CA' AB',  etc. 
in  einem  Kegelschnitte. 

§.  279.  Der  aus  §.  243  angezogene  Satz  kann  auf  doppelte 
Weise  umgekehrt  werden. 

a)  Liegen  die  Puncte  BC'EC\  CA'  CA,  AB '  AB  in  einer 
Geraden,  so  schneiden  sich  umgekehrt  die  Geraden  AA,  BB! ,  CC 
in  einem  Puncte,  und  es  besteht  folglich  zwischen  den  Segmenten 
der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Gleichung  I).  —  Denn  ginge  CC 
nicht  durch  den  Punct  AA'BB',  so  schneide  die  durch  C  und 
diesen  Punct  geführte  Gerade  die  B'C  in  C\  und  es  müssten  zu- 
folge des  directen  Satzes,  und  weil  B'C  in  BC  fällt,  die  Puncte 
BC'B'C,  CA' CA,  AB' AB  in  einer  Geraden  Uegen;  in  der 
Geraden  durch  BCBC  und  AB' AB  müsste  folglich  nächst 
CA  •  CA  noch  CA '  CA  enthalten  sein ;  folglich  müssten  sich  die 
drei  Linien  CA,  CA',  CA'  in  einem  und  demselben  Puncte  dieser 
Geraden  schneiden,  welches  nicht  sein  kann,  da  die  letzteren  zwei 
sich  schon  in  A  begegnen. 

b)  Besteht  zwischen  den  Segmenten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
die   Gleichung  I),  so  werden  die  Durchschnitte   der  gleichnamigen 
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Oli(  ^ydSBC^fc  vDBFCu  Ol(  SlOuUMIflBHBBA  9PD9BS  flMCal    XB  CBRflB  J^BMCtOB 

•dnddoL  —  Den  lige  m  der  Gciadca  «hidi  die  Pncte  AC  -  ^C 
■nd  AB' AB  aidit  aaek  der  Poet  CA' CA,  eo  «ade  diew 
Gnade  ▼<»  C^  m  X.  nd  ulB  von  JTX  in  JT  fci  ■rliailli  ■  Ab- 
dmn  flUMte  nadi  j1  dfe  Gleidnaur  S  nodi  bnldm.  vcbb  ^ighi 
IT  fiir  £  «ihftiUiift  wfiide,  wddiet  aber,  wie  adioii  m  §.  S7ft  gmijgl 
w0raeiiy  **»™*  nSi^ieli  ift. 

Ans  dieter  doppdten  ümkehnuig  des  8etm  in  §.  243  mmk  der 
ümkehnuig  des  Seiies  in  {.  277  Jicsst  mm  \qAXj    dass  tob  den 


1)  die  dxei  Gtenden  dnrdi  die  gleidumnigen  Spilaea  sduicideB 
ndi  in  einem  Ponete; 

2)  die  dxei  Ponete,  in  denen  sich  die  g^eichnunigen  Seiten 
sehneiden,  liegen  in  einer  Gtenden; 

3)  die  seelis  Doxchschnitte  der  nngletclmani^en  Seiten  liegen  in 
emem  Kegelschnitte; 

4)  die  Gleichung  I); 

eine  jede  snr  Yanrassetmng  gemacht,  nnd  die  jedesmal  drei  nbt%m 
sn  Folgen  genommen  werden  können.  Dies  giebt,  mit  Uebeigdivng 
der  Tierten  Bedingung,  drei  Terschiedene  IK&lae',  von  denen  der  eine 
schon  in  §.  278  au%estellt  worden.  Die  beiden  anderen,  wo  3)  als 
Folge  Ton  2)  und  umgekehrt  genommen  wird,  sollen  den  Inhalt  des 
nichsten  §.  ausmachen. 

§.  280.  1)  Wenn  ton  zwei  Dreiecken  ABC  und  AS C*  in  einer 
Ebene  die  drei  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten  in  einer  Geraden 
liegen^  so  kann  durch  die  sechs  Durchschnitte  der  ungleichnamigen 
Seiten  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,     Oder: 

Wenn  bei  einem  Sechsecke  (MPNQOR)  die  drei  Durchschnitte 
der  drei  Paare  gegenüberstehender  Seiten  (MP  '  QO.  PN'  OB. 
NQ  '  BM),  in  einer  Geraden  liegen^  so  sind  die  Spitzen  des  Sechs^ 
ecke  in  einem  Kegelschnitte  enthalten. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  sehr  leicht  die  Aufgabe  lösen: 
Zu  fünf  gegebenen  Puncten  einer  Ebene,  M,  P,  N,  Q,  O,  noch  andere 
Ihincte  der  Ebene  zu  finden ,  welche  in  dem  durch  die  gegebenen  fünf 
zu  beschreibenden  Kegelschnitte  liegen.  —  Man  ziehe  durch  O  eine 
beliebige  Gerade  OB,  suche 

OB    NP=X,    MP    0Q=  y,     XY    QN=Z. 

und  es  ist  ZM'  OB^  R  ein  sechster  Punct  des  Kegelschnitts. 
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2}  Bei  einem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Sechsecke  liegen 
die  drei  Puncte,  in  denen  sich  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  des- 
selben  schneiden^  in  einer  geraden  Linie. 

Der  Entdecker  dieses  sehr  merkwürdigen  Satzes  ist  Robert  Simson. 
Siehe  dessen  Sect,  con.  V,  47. 

§.  281.  Zusätze,  a)  Aus  dem  letzteren  Satze  können  auch 
die  im  Vorigen  entwickelten  Eigenschaften  eines  in  einen  Kegel- 
schnitt beschriebenen  Vierecks  sehr  leicht  abge- 
leitet werden.  Lässt  man  nämlich  die  zwei  End- 
puncte  einer  Seite  SM  des  einbeschriebenen 
Sechsecks,  in  dem  Kegelschnitte  bis  zum  Zu- 
sammenfallen sich  einander  nähern ,  so  wird  die 
Seite  selbst  gleich  Null,  ihre  Verlängerung  aber 
zu  einer  Tangente  des  Kegelschnitts.  Setzt  man 
nun,  dass  eben  so  Q  mit  N  zusammenfalle,  so 
verwandelt  sich  das  Sechseck  in  das  einbeschrie- 
bene Viereck  MPNO,  und  die  drei  Puncte, 
welche  in  einer  Geraden  liegen  sollen,  werden  mit 
Anwendung  der  in  §.  276  gebrauchten  Bezeich- 
nung für  die  Tangenten:  MP'NOj  PN'OM, 
tN'iM]  übereinstimmend  mit  Fig.  63  und  65, 
wenn  man  die  dortigen  A,  B,  (7,  D  mit  Jf,  iV,  O,  P  vertauscht. 

b)  Die  hierbei  verschwindend  angenommenen  Seiten  des  Sechs- 
ecks sind  zwei  einander  gegenüberstehende.  Lässt  man  aber  zwei 
solche  Seiten  in  Null  übergehen,  die  nur  eine  zwischen  sich  haben, 
z.  B.  QO  und  RM^  so  erhält  man  das  Viereck  MPNO  mit  den 
drei  in  einer  Geraden  liegenden  Puncten:  MP  '  tO,  PN'  OM, 
NO  '  t3f.  Siehe  Fig.  67.  Dies  lässt  sich  folgendergestalt  durch 
Worte  ausdrücken: 

Der  Schneidepunct  der  Diagonalen  eines  in  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Vierecks  MNOP  liegt  in  gerader  Linie  mit  den  zwei 
Puncten,  in  welchen  die  Tangenten  an  die  Endpuncte  einer  Diagonale 
MO  zwei  gegenüberstehende  Seiten  MP^  NO  schneiden. 

c)  Wendet  man  diese  Construction  auf  beide  Paare  gegenüber- 
stehender Seiten  und  auf  beide  Diagonalen  an,  so  erhält  man  den 
achteckigen  Stern  in  Fig.  68,  welcher  sich  folgendergestalt  be- 
schreiben lässt. 

AB  CD  ist  ein  Viereck  in  einem  Kegelschnitte,  EFQH  ein 
anderes  um  denselben^  dessen  Berührungspuncte  die  Spitzen  des  ersteren 
sind.     Alsdann   bilden  die  Durchschnitte  der  Seiten  des  einen  mit  den 
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Seilen  des  anderen  Vierecks  die  Spitzen  eines  Achtecks  MNOPQBST, 
dessen  Seiten  MN,  NO,  OP,  . . .  abwechselnd  in  die  Seiten  des  einen 
und  de»  anderen  Vierecks  /allen,  wtd  welches  nachstehende  Eigen- 
schaften besitzt: 

1)  Die  vier  Diagonalen  beider  Vier- 
ecke, AC,  BD,  EO,  FH,  schneiden 
sich  in  einem  Puncte  (§.  276). 

2)  In  demselben  Puncte  treffen  auch 
die  vier  Diagonalen  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  des  Achtecks, 
MQ,  KS,  OS,  PT,  zusammen.  (Vor- 
hergehender Satz.) 

3)  Durch  alle  acht  Spitzen  des 
Achtecks  laset  sich  ein  Kegelschnitt  be- 
schreiben. 

Dieses    letztere    kann    so    bewie- 
sen werden,    —   Von  dem  Sechsecke 
Fig. es.  MNOPQR  schneiden  sich  die  gegen- 

überstehenden Seiten  MN  und  PQ 
in  D,  NO  und  QTt  m  C.  Auch  li^en  nach  dem  vorigen  Ab- 
schnitte dieses  §.  die  drei  Puncte 

ABCD,    tABC,    tBAD, 


OPCD, 
und   folglich   OPRM.   D, 


■ß, 


M, 


d.  i.  der  Durchschnitt  des  dritten 
Paares  gegenüberstehender  Seiten  mit  den  Durchschnitten  des  ersten 
und  zweiten  Paares  in  einer  Geraden.  Es  sind  folglich  die  sechs 
auf  einander  folgenden  Spitzen  des  Achtecks,  J/,  N,  ...,  H,  in  einem 
Kegelschnitte  enthalten.  Eben  so  werden  auch  die  sechs  auf  ein- 
ander folgenden  Spitzen  N,  O,  P.  Q.  li,  S  in  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Da  nun  diese  letzteren  sechs  Puncte  mit  den  sech-i  ersteren 
die  fünf  Puncte  A",  <>,  P,  Q,  M  gemein  haben,  durch  fünf  Puncte 
aber  nur  Ein  Kegelschnitt  bestimmt  wird,  so  müssen  alle  sieben 
Puncte  M,  N,  ...,  -S"  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  aus  gleichem 
Grunde  auch  die  sieben  Puncte  A'  0,  ...,  T,  und  zwar  in  demselben 
wie  die  vorigen;  mithin  liegen  alle  acht  Puncte  M,  X.  ....  T  in  einem 
und  demselben  Kegelschnitte. 

§.  282.  Wir  wollen  jetzt  von  dem  Satze,  dass  die  drei  Durch- 
schnitte der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in  einen  Kegelschnitt 
beschriebenen  Sechsecks  in  gerader  Linie  liegen,  den  analogen  auf- 
suchen, —   Sei  ABC  DBF  (Fig.  69)   ein   in   einen   Kegelschnitt   be- 
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Fig.  69. 


schriebenes  Sechseck.   Man  lege  an  die  Spitzen  desselben,  A,  B,  C,  etc. 
die  Berührenden  MO,  OH,  HI,  etc.:   so  entsprechen  sich  AB  und 
t-4t£=G,    BC   und    tBtC=H,     CD   und   /,   etc.;  folglich 
AB  •  DE  und  OK,  BC '  EFnnd  HL,  CD  •  FA 
und  IM.     Da  nun  nach  obigem  Satze  die  drei 
Puncte  AB  •  DE,  BC '  EF,  CD  '  FA  in  einer 
Geraden  liegen,  so  müssen  sich  die  drei  Gera- 
den OK,  HL,  IM  in  einem  Puncte  schneiden 
(§.  275,  3) ;  also : 

Beschreibt  man  um  einen  Kegehchnitt  ein 
Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen, 
tcelche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  verbinden, 
in  einem  Puficte, 

Dieser  ebenfalls  sehr  merkwürdige,  von  Brian chon  entdeckte 
Satz  gilt  auch  umgekehrt,  so  dass,  wenn  bei  einem  Seclisecke  OHIKLM 
die  drei  Diagotialen  durch  die  gegenüberliegenden  Spitzen,  OK,  HL,  IM, 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  in  dasselbe  ein  Kegelschnitt  beschrieben 
werden  kann.  Denn  berührte  der  an  die  fünf  Seiten  OH,  HI,  IK, 
KL,  LM  beschriebene  Kegelschnitt  (§.  261)  nicht  auch  die  sechste 
MO,  so  würde  eine  von  O  an  denselben  gelegte  Tangente  die  Seite 
LM  in  einem  von  3/  verschiedenen  Puncte  M'  schneiden.  Mithin 
müsste,  nach  dem  directen  Satze,  nächst  /3f  auch  IM'  durch  den 
Schneidepunct  von  OK  und  HL  gehen,  welches  nicht  möglich  ist. 

Hieraus  fliesst  zugleich  eine  leichte  Methode,  um,  u>enn  fünf 
Gerade  OH,  HI,  IK,  KL,  LM  gegeben  sind,  für  den  durch  sie  als 
Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt  so  viel,  als  man  will,  noch  andere 
Tangenten  zu  finden,  —  Man  nehme  in  LM  einen  beliebigen  Punct 
M,  und  suche,  weil  H,  I,  K,  L,  als  die  Durchschnitte  der  ersten 
und  zweiten,  .  .  .,  vierten  und  fünften 
Tangente,  gegeben  sind,  die  Puncte  At 

HL  '  IM=  X,     KX  '  OH=  O, 

80  ist  MG  die  verlangte  sechste  Tangente. 


§.  283.  Noch  ein  Paar  andere  Sätze 
mögen  ihrer  Eleganz  wegen  hier  eine 
Stelle  finden. 

Seien  ABC,  DEF(Fig,  70)  zwei  um 

einen  Kegelschnitt  beschriebene  Dreiecke. 

Man  setze 

AB'  DF=  O,    AC'  DE  =  H, 

so  ist  BOFEHC  ein  um  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck. 


ABC,  DBF  (1%.  71)  Mcfc  ^  dM  Sdl 

t^ri  L  :  ^,  ^,  C  i7.  £*,  /*. 
■■■fiiitiB  liili  Im!  Itr  FkoABTS. 
ttt^kA  AFvaABC  •!/£'  =  M:  maS 
gUekeWciw  ei>  and  AB  EF=P. 
fid^idi  .iJ^-  C2>  und  IfP.  ebrn  m 
£^-  <7£  and  HQ,  BD  AE  und  0£. 
Da  nu  die  drei  Pmcte  AF  CD, 
BF  ■  CB,  BD  ■  AB  in  einer  Genden 
liefen,  weil,  wie  rorfain  erwiesen,  die 
Kclu  Ponete  A,  B,  . .,,  F  ia.  einem 
fi^Tt.  Kegelschnitte  begriffen  aind.  m>   mtiss«a 

•ich  die  drei  Geraden  HP,  .VQ.  O^  in 
«nem  Panirte  schneiden.  Mithin  kann  in  du  Sechseck  Jf.VOPQA. 
d.  h.  in  die  beiden  Dreiecke  J^BCf  und  UB'F',  deren  Spitaen  in  oneM 
Kegelschnitte  liegen,  wiedenun  ein  KegeUchnitt  beschiieben  werden. 
Die  $eek$  Seiten  zweier  m  einen  BtffelecAititt  betchriebenen  Drei- 
ecke find  die  Tangenten  einet  sweiten  SegeltehmtU. 

Hier  iat  alao  der  dem  vorigen  entsprechende  Satz  sogleich  der 
umgekehrte  deswlben. 

§■  284.  Seien  A,  B,  C,  D,  E,  F  sechs  Ponete  in  der  Ebene 
eines  K^^lschnitts,  a,  b,  c,  d,  e,  f  die  diesen  Puncten  in  Besi^ 
an/  den  Kegelschnitt  entsprechenden  Geraden:  so  entsprechen  sich 
auch  AB  und  a  ■  h,  BC  and  b  ■  c,  etc.;  folglich  auch 

AB  ■  DE  =  I  und  o  ■  ä  ~  rf  ■  e  =  t, 
d.  i.  der  Punct  /  und  die  durch  die  Puncte  a  '  b  und  d '  e  geführte 
Gerade  t,  und  eben  so 

BC-  EF=  Ä'und  4  ■  c~ e-f=k, 
CD-  FA  =  L  vuaA  c-  d—f  ■  a  =  l 
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Liegen  folglich  die  Puncte  7,  K,  L  in  einer  Geraden,  so  schneiden 
sich  die  Geraden  t,  kj  l  in  einem  Puncte  (§.  275,  3);  d.  h.  nach 
§.  280  und  §.  282 : 

Liegen  sechs  Puncte  A,  Bj  C,  D,  E,  F  in  einem  Kegelschnitte, 
so  giebt  es  einen  zweiten  Kegelschnitt ,  der  von  den  sechs  ihnen  ent- 
sprechenden Oeradefi  berührt  wird. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  jeder  dieser  beiden 
Kegelschnitte  von  dem  zuerst  gedachten  verschieden  ist,  rücksichtlich 
dessen  die  Puncte  und  Geraden  sich  gegenseitig  entsprechend  heissen. 
Auch  sieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  nicht  allein  umgekehrt 
werden,  sondern  auch  nach  einer,  der  in  §.  281,  c  angewendeten, 
ähnlichen  Schlussart  auf  jede  grössere  Anzahl  von  Puncten  und 
Geraden  ausgedehnt  werden  kann,  so  dass  allgemein,  wenn  sechs 
oder  mehrere  Puncte  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  einen  zweiten  Kegelschnitt  berühren,  und 
umgekehrt.  Es  ist  dieser  Satz  als  ein  Nachtrag  zu  den  Sätzen  1), 
2),  3)  in  §.  275  anzusehen.  Nimmt  man  an,  dass  jeder  der  sechs 
oder  mehreren  Puncte  ausserhalb  des  ursprünglichen  Kegelschnitts 
liegt,  so  kann  der  Satz  (vgl.  §.  275  zu  Anfang)  aUgemein  verständlich 
so  ausgesprochen  werden: 

Hat  man  einen  Kegelschnitt  und  ausserhalb  desselben  sechs 
oder  mehrere  Puncte,  w^elche  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  liegen, 
zieht  man  hierauf  von  jedem  dieser  Puncte  an  den  ersten  Kegel- 
schnitt zwei  Tangenten  und  verbindet  die  zwei  Berührungspuncte 
jedes  Tangentenpaares  durch  eine  Gerade,  so  giebt  es  einen  dritten 
Kegelschnitt,  der  von  allen  diese q  letzteren  Geraden  berührt  wird. 
Oder: 

Bewegen  ,sich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so,  dass  ihr 
Durchschnittspunct  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  fortgeht ,  so  bewegt 
sich  dicj  die  zwei  Berührungspuncte  verbindende,  Gerade  als  Tangente 
eines  dritten  Kegelschnitts, 

Umgekehrt :  Legt  man  an  einen  Kegelschnitt  sechs  oder  mehrere 
Tangenten,  zieht  sodann  an  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  von 
diesen  Tangenten  geschnitten  >vird,  durch  die  Schneidepuncte  neue 
Tangenten,  so  liegen  die  Durchschnitte,  je  zweier  dieser  letzteren 
Tangenten,  welche  durch  eine  und  dieselbe  der  ersteren  bestimmt 
werden,  ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte.     Oder: 

Bewegen  sich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so,  dasS  die 
Gerade  durch  die  zwei  Berührungspuncte  als  Tangente  eines  zweiten 
Kegelschnitts  fortgeht^  so  beschreibt  der  Durchschnitt  Jener  ztcei  Tanr- 
genteti  einen  dritten  Kegelschnitt. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,   so   wie   die  den  Puncten 
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ißm^^MU  T^XiZ^fiiXeii  de«  cfifn^fc  «ixjd  Desm  ieküi  ^  vnd  jB 
F^iXif,-^  ißA  *fri\fi%k.  A  und  ^  zwei  Pimcte  de»  zvciteii.  to 
iMrti.  isL^  \A  dem  ^i  and  xB^  dem  jB  entepiicht.  E§  enizprcciiai 
ii';L  dkLi^  aioch  jIjB  und  xA'  *  t^.  Sind  nim  A  imd  jB  <»JMTiAir 
riZt^fXidlk'b  Didue  Ptmcte.  so  sind  e«  auch  ^i'  und  ^:  «l**i^Ti«  aber 
wird  ^fr  reriänjreit  zoi  Tamsenter.  und  der  Pimet  xA'  '  xR  fiUh  mit 
^'  od«:  2r  ieVbn  zosammen.  Wenn  daher  Ton  zwei  solchen  Kegel- 
v;fanitt^fn  disrm  Poncte  A  de»  einen  die  an  den  andern  durch  den 
Ptuun  A'  d«M<:Iben  gelegte  Tangente  entspricht,  so  entspricht  anch 
umgekehrt  dem  Puncte  ^'  d»  anderen  die  an  den  ersten  durch  A 
gelegte  Tangente. 

Um  sich  dieses  noch  anschaulicher  zu  machen,  betrachte  man 
72,  wo  durch  den  Kreis  der  Kegelschnitt  roigestellt  ist,  ruck- 
sichtlich dessen  die  Puncte  und 
Geraden  der  Ebene  sich  gegenseitig 
entsprechen  sollen,  und  wo  die  bei 
A  und  A'  gezeichneten  Bögen  zwei 
Kegelschnitte  andeuten,  die  in  der 
eben  gedachten  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen.  Von  dem  Puncte  A 
des  einen  sind  an  den  Kreis  zwei 
Tangenten  gelegt.  Die,  die  Beruh- 
rungspunete  derselben  verbindende 
und  daher  dem  A  entsprechende. 
Gerade  QS  berührt  den  anderen 
i  j  :z  Kegelschnitt  in  A'.     Die  von  A'  an 

den  Kreis  gelegten  Tangenten  haben 
in  /(  und  7'  ihre  Herührungspuncte,  und  die  daher  dem  A'  ent- 
•^pre^:hende  Gerade  RT  mus??  umgekehrt  eine  Tangente  des  ersteren 
Keg'dsrhnitts  in  A  sein.  —  Dies  giebt  uns  schliesslich  noch  den  Satz: 
IVt'/nn  ton  einem  um  einen  Kegehrhnitt  beschriebenen  Viereck^" 
MXOP  der  Jhirchschnittspunct  A  des  einen  Paares  gegenüberstehender 
Seiten  MN.  OP  in  einem  Kegelschmtte  liegt,  und  die  Gerade  TR 
dyrrh  die  in  dem  anderen  Seitenpaare  MP^  NO  gelegenen  Berührungs- 
puurtfi .  Tangente  dieses  zweiten  Kegelschnitts  am  gedachten  Durch- 
Hf'JinittH puncte  A  ist,  so  liegt  auch  der  Durchschnitt  A  des  anderen 
StntenpaarcH  i?i  einem  Kegelschnitte^  und  die  Gerade  QS  durch  die 
lierührungspunfff'.  des  ersten  Seitenpaares  ist  Tangente  dieses  dritten 
Kegtdhchnitts  am  letzteren  Durchsclinitto  Ä . 


N^< 


^ 
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Fünftes  Capitel. 

Allgemeinere  Darstellung  des  gegenseitigen 
Entsprechens  zwischen  Pnncten  nnd  geraden  Linien» 


§.  285.  Im  vorigen  Capitel  wurde  gezeigt/  wie  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  einem  jeden  Puncte  in  dessen  Ebene  eine  gerade 
Linie  und  umgekehrt  entsprach,  und  wie  nach  den  Gesetzen  dieses 
gegenseitigen  Entsprechens  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  andere,  analoge  Eigenschaften  derselben 
abgeleitet  werden  konnten.  Diese  Ableitung  analoger  Sätze  ist  aber 
nicht  allein  auf  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  anwendbar.  Auch 
bei  bloss  geradlinigen  Figuren  kann  für  jede  Eigenschaft  der  dritten 
Classe,  wonach  gewisse  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  oder  gewisse 
Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  eine  analoge  Eigenschaft 
aufgestellt  werden,  wo  Puncte  mit  Geraden  gegenseitig  vertauscht  sind. 


Flg.  73. 

Hat  man  z.  B.  drei  sich  in  F  (Fig.  73)  schneidende  Gerade,  und 
werden  diese  von  zwei  anderen  Geraden  resp.  in  A,  B,  E  und  C,  2),  G 
geschnitten,  so  liegt  der  Durchschnitt  H  der  beiden  letzteren  mit 
den  Durchschnitten  /  und  K  der  Diagonalen  der  beiden  Vierecke 
ABDC  und  BEGD  in  gerader  Linie;  und  dieses  aus  dem  ein- 
fachen Grunde,  weil  die  Linie  BD  in  F  und  in  dem  Durchschnitte 
mit  HI  sowohl  als  mit  HK  harmonisch  getheilt  wird. 

Diese  Figur  kann  also  construirt  werden,  indem  man  in  einer 
Geraden  drei  beliebige  Puncte  A,  B,  E  nimmt,  und  ausserhalb  dieser 
Geraden  nach  Willkür  noch  zwei  andere  Puncte  C,  D,  Die  übrigen 
Puncte  sind  alsdann: 

24» 
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F=AC    BD,     G=  CD    EF, 
H=AB    CD,    I=ADBC,     K=BG'  DE, 

von  denen  die  drei  letzteren  in  einer  Geraden  liegen. 

Nimmt  man  nun  auf  analoge  Weise  drei  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Gerade  a,  J,  e  und  noch  irgend  zwei  andere  Gerade  r,  d, 
und  bestimmt  hieraus  die  Geraden: 

f^ac^bd,     g=:cd~'ef, 
h^ab      cd,     i^ad      fir,     k  ^  bff~~  de, 

d.  h.  die  Gerade  /,  geführt  durch  die  Durchschnitte  von  a  mit  c 
und  von  b  mit  dj  u.  s.  w.,  so  müssen  sich  //,  i,  k  in  einem  Puncte 
schneiden. 

Um  dieses  einzusehen,  beschreibe  man  in  der  Ebene  der  letzteren 
Figur  irgend  einen  Kegelschnitt  und  suche  in  Bezug  auf  denselben 
die  den  Geraden  a,  b,  ...,  k  der  Figur  entsprechenden  Puncte,  und 
man  wird  somit  ein  System  von  Puncten  A\  B\  . . . ,  K'  erhalten, 
welches  hinsichtlich  der  Yertheilung  der  Puncte  in  gerade  Linien 
von  derselben  Beschaffenheit  ist,  wie  es  das  anfängliche  war,  und 
wo  erwiesenermassen  die  drei  Puncte  H,  /,  K  in  einer  Geraden 
lagen.  Folglich  müssen  es  auch  //',  /',  K\  und  daher  ä,  t,  k  in 
einem -Puncte  zusammenkommen. 

Man  sieht  nun  leicht,  wie  diese  Beweisführung  auch  bei  jeder 
anderen  geradlinigen  Figur  anwendbar  ist,  und  dass  man  daher 
folgendes  allgemeine  Theorem  aufstellen  kann: 

Aics  Jedem  Satze,  nach  welchem  bei  einem  St/6  ferne  tciUkürlich 
genommener  Puncte  und  gerader  Linien  in  einer  Ebene  durch  fort- 
gesetzte Verbindung  der  Puncte  und  der  Durchschnitte  der  Linien 
andere  Puncte  und  Linien  gefunden  tcerden ,  von  denen  gewisse  drei 
der  ersteren  in  einer  Linie  liegen,  oder  gewisse  drei  der  letzteren  sich 
i?i  einem  Puncte  schneiden,  lässt  sich  ein  anderer  Satz  ableiten,  indem 
man  Puncte  mit  Li?iie?i  und  das  Liegen  in  einer  Linie  ?nit  dem  Zu- 
sammentreffen in  eitlem  Puncte  gegenseitig  verwechselt. 

§.  2S6.  Dieses  merkwürdige,  «ins  den  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte gewonnene,  jetzt  aber  olme  alle  Beziehung  auf  diese  Curven 
hingestellte  Resultat  muss  sich  nun,  so  wie  es  bloss  die  gegenseitige 
Lage  von  Puncten  und  Geraden  betrifft,  auch  bloss  aus  der  Tlieorie 
der  geraden  Linie  ableiten  lassen.  —  Wir  schlagen  hierzu  folgenden 
analytischen  We<?  ein. 

Der  Ausdruck  für  eine  gerade  Linie,  welche  die  Fundamental- 
linien   in    den    Puncten    yB  —  {iC.    uC — yA,    ßA  —  C(B    ^§.  30,  r/J 
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schneidet,    also    der   allgemeine  Ausdruck    einer  Geraden   in    einer 
Ebene,  lässt  sich  unter  der  Form  darstellen: 

a  P  Y 

die  sich  für  t?=  1,  c»,  0  auf  jene    drei  Puncte   reducirt.  —  Man 
habe  nun  in  der  Ebene  ABC  einen  Punct 

X  =  (paA  +  xßB  +  xlJYC, 

und  eine  durch  denselben  gelegte  Gerade 

(x)  LzlaA  —  —  ßB  +  —  yC, 

f)  Q  T 

WO  — ,   -^ ,    —  Statt  der  vorigen  a,  ß,  y  gesetzt  sind.     Hierzu  ist 
%A       p       y 

nöthig,  dass: 

1  — V  1        V 

folglich 

pq)  :  qx  :  ri/;  =1  — t?  :  —  1  :  r, 
und  daher 

P9  +  iX  +  ^^  =  ^' 
Diese  Bedingung,  unter  welcher  X  in  2:  liegt,  ist  also  nicht  von 
A^  B,  C  und  a,  ßj  y,  sondern  nur  von  J9,  y,  r  und  qp,  Xy  V»  ^"^^ 
zwar  von  den  drei  ersteren  Coefficienten  eben  so,  wie  von  den  drei 
letzteren,  abhängig.  Dieselbe  Bedingungsgleichung  wird  daher  auch 
stattfinden  müssen,  wenn  in  einer  zweiten  Ebene  A'B'C  die  Gerade 

{x')  ^—^  a'A'  —  l^ß^W  +  ^Y'C' 

durch  den  Punct 

X'  =pa'A'  +  qß^ff  +  r/C 
gehen  soll. 

Man  setze  demnach  die  Puncte  und  die  Geraden  beider  Ebenen 

wechselseitig    in    eine    solche   Beziehung,    dass  jedem   Puncte    der 

Ebene  ABC 

X  ^  (paA  +  ... 
die  Gerade 

^  q> 

in  der  Ebene  AB'C\  und  umgekehrt  jedem  Puncte  der  letzteren 

Ebene 

X'=pa'A' -{-,.. 
die  Gerade 

(x)  aA4-  ... 

p 


in  der  enteren  entspricht.  AlsdanD  wird  inuner,  «reim  nun  in  der 
einen  Ebene  winküriicb  einen  Punct  X  nimrot  und  durch  diesen 
eine  beliebige  Gende  x  zieht,  in  der  anderen  Ebene  die  dem  Poncte 
X  entsprechende  Gerade  y  dorcb  den  der  Geraden  x  entsprechen- 
den Ponct  X'  gehen.  Hieran«  ist,  eben  so  wie  in  §.  275,  weiter  m 
fulgetn,  da«,  wenn  X,  T  swd  Poncte  in  der  einen  ond  z',  y'  die 
ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  sind,  dem 
Dorchschnitte  x' '  jr*  der  letsteren  die  Gerade  X  Y  durch  die  beiden 
ersteren  entspricht,  ond  dass,  wenn  drei  oder  mehrere  Puncte  X,  Y, 
Z,  ...  der  einen  Ebene  in  einer  Geraden  liegen,  die  ihnen  ent- 
^rechenden  Geraden  ^,  y',  z',  ...  in  der  anderen  Ebene  sich  in 
einem  Functe  schneiden  müssen,  und  umgekehrt. 

Mittelst  dieser  Beziehungen  e^ebt  sich  nun  die  Richtigkeit  des 
obigen  Theorems  Ton  gclbat.  Conetroirt  man  nämlich  in  der  einen 
Ebene  die  F%nr  des  zu  beweisenden  analogen  Satzes  und  sucht  (iir 
die  Poncte  nnd  die  Geraden  dieser  Figur  die  entsprechenden  Geraden 
und  Puncte  in  der  anderen  Ebene,  so  wird  man  die  Figur  de«  ur- 
sprünglichen Satzes  erhalten  und  somit  rückwärt«  aus  den  schon 
bewiesenen  Eigenschaften  dieser  letzteren  Figur  auf  die  analogen 
JEigenscbaften  der  ersteren  einen  Schluss  machen  können. 

§.  287.  Eine  unmittelbare  Folge  des  Vorigen  ist,  dass,  wenn 
in  der  einen  Ebene  ein  Punct  X  in  einer  Geraden  x  fortgeht,  die 
dem  X  entsprechende  Gerade  x'  in  der  anderen  Ebene  sich  um 
einen  fetten  Ponct,  tun  den  der  Geraden  x  entsprechenden  X',  be- 
wegt. Wird  aber  vom  ersteren  Puncte  X  irgend  eine  krumme  Linie 
beschrieben,  so  werden  sich  je  zwei  nächstfolgende  Lagen  der  ent- 
sprechenden Geraden  x'  in  einem  immer  anderen  Puncte  X'  schnei- 
den, welcher  umgekehrt  dem  Currenelemente ,  oder  vielmehr  der 
Verlängerung  x  desselben,  entspricht,  das  während  dessen  der  Punct 
X  beschrieben  hat;  oder  mit  anderen  Worten :  die  Gerade  x'  bewegt 
sich  als  Tangente  einer  zweiten  Curve,  und  ihr  Berührungspunct  X' 
mit  derselben  entspricht  der  an  die  erste  Curve  in  X  gelegten  Tan- 
gente X.  Jeder  Curve  in  der  einen  Ebene  gehört  also  eine  Curve 
in  der  anderen,  und  jedem  Puncte  in  der  ersteren  Curve  ein  Punct 
in  der  letzteren  zu,  dei^estalt,  dass  immer  der  eine  Punct  der 
an  den  xugehörigen  anderen  Punct  gelegten  Tangente  entspricht. 
Vergl.  §.  284. 

Um  'die  Relation  zwischen  den  Ausdrücken  zweier  sich  auf 
flolche  Weise  zugehörigen  Curven  zu  finden,  so] seien  (mit  ^^'eglaseung 
Ton  a,  ß f) 
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I)  pA  +  qB  +  rC, 

I*)  p,A  +  q,B  +  r,C 

zwei  nächstfolgende  Puncte  der  einen  Curve,  und  daher 

n)  L^a^-Lr  +  ^c, 

n*)  LzU^A'-l-B'  +  ^c 

die  diesen  Puncten  entsprechenden^  zwei  nächstfolgenden  Tangenten 
der  anderen  Ourve.  Der  gegenseitige  Durchschnitt  dieser  Tangenten, 
also  der  dem  Puncte  I)  in  der  ersten  Curve  zugehörige  Punct  in 
der  zweiten,  sei 

m)  sA'  +  tB'+uC] 

so  hat  man,  weil  HI)  sowohl  in  11)  als  in  11*)  liegen  soU,  die  Glei- 
chungen (voriger  §.): 

p8  +  qt  +  ru=^  0,    p,8  +  q,t  +  r,u  =  Oj 
und  daher 

8  :  t  :u=^qr,  —  q,r  :  rp,  —  r,p  :  pq, — p,q. 

Denkt  man  sich  nun  j9,  ;,  r  als   Functionen   einer  Veränder- 
lichen :r,  so  ist: 

folglich 

4  dr  dy       ^ 

8  \  t  :  u  =  q  -jj r  -r^  :  etc. 

'  ax  ax 

und  es  wird  hierdurch 

welches  daher  zugleich  den  Ausdruck  für  die  der  Ciirve  I)  zugehörige 
Curve  vorstellt. 

Ist  die  Linie  I)  von  der  zweiten  Ordnung,  so  hat  man  (§.  59) 

p  =  a  +  a'x  +  e/'a;*,     q  =  b  +  b'x  +  b"x*,     r  =  c  +  c'x  +  c";??*, 
folglich 

^  =  «'  +  2«".,     -g  =  i'  +  2i".,     i^  =  c'  +  2c"., 

wodurch,  wie  man  leicht  sieht,  die  Coefficienten  in  DI)  ebenfalls  von 
quadratischer  Form  werden.  Die  einem  Kegelschnitte  zugehörige 
Curve  ist  daher  gleichfalls  ein  Kegelschnitt;  d.  h.  liegen  sechs  oder 
mehrere    Puncte   in    einem   K^elschnitte,    so    sind   die   ihnen  ent- 


,ir 

-rds  = 

fdz 

\> 

rd,- 

-,.dr  = 

(d^ 

,d,- 

-Sd;.- 

udx 

mosiiea 

lieh  rerh«lt«n: 

fdu  —  ud(     ud»  —  idu.  sdt  —  lil  =•  p  :  q  :  r. 
Um  diejHs  durch  Rechnung  lu  seigen,  addiia  man  die  drei  Oleichiingen  I), 
nachdem  man  sie  vorher  reip.  mit  dp.  d^,  dr  mulüplieirt  hat,  und  ca  kommt: 

Muttiplieirt   msn  ferner  die  Gleichungen  1)   resp.  mit  p.  q,  r  und   addirt   sie 
hierauf,  «o  erhält  man: 

3}  p,  +  qt  +  ru  =  it, 

und  venn  man  vom  Differential  dieiei  Oleicbung  die  Oleichung  2J  absiebt: 

4)  pdji+gd(+rdu  =  0. 

Hieiau«  aber  folgt  in  Verbindung  mit  3)  die  lu  erweisende  Proportion. 

§.  288.  Wenn  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  nach 
dem  Gesetze,  dass  dreien  Pimcten  in  einer  Geraden  drei  sich  in 
einem  Puncte  schneidende  Gerade  entsprechen,  auf  einander  bezogen 
werden  sollen ,  so  fragt  es  sich  zunächst :  wie  viel  Puncte  in  der 
einen  und  ihnen  entsprechen  sollende  Gerade  in  der  anderen  Ebene 
anfangs  nach  Wülküi  genommen  werden  können.  Die  Antwort 
hierauf  ergiebt  sich  schon  aus  dem  Theorem  des  §.  285. 

Denn  nur  dann  erst,  wenn  vier  Puncte  in  der  einen  Ebene 
eben  so  viel  Geraden  in  der  anderen  entsprechend  gesetzt  worden, 
Ut  es  mißlich,  durch  fortgesetzte  Verbindung  mit  geraden  Linien 
noch  andere  Paare  sich  entsprechender  Puncte  und  Geraden  lu 
finden.  Man  construire  daher  aus  ersteren  vier  Puncten  ein  geo- 
metrisches Netz  und  suche  foi  die  Puncte  und  Linien  desselben 
nach  der  jetzigen  Beziehungsart  die  entsprechenden  Linien  und 
Puncte  in  der  anderen  Ebene*].     Da  nun,  wenn  drei  Puncte   eines 

■)  Werden  den  Punoten 

A,  B,  C.  D 
die  Linien 

o,  h,  e,  d 
entcpreohend  geaetit,  so  entiprechen  femer  den  Linien 

AB.  AC,  AD,  BC,  BD.  CD 
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Netzes  in  einer  Geraden  liegen,  oder  drei  Gerade  desselben  sich  in 
einem  Puncte  schneiden,  dieses  unabhängig  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  vier  Hauptpuncte  und  folglich  immer  geschieht,  wie  auch 
die  vier  Hauptpuncte  genommen  werden  mögen,  denn  alle  Netze 
sind  einander  collinear  verwandt:  so  werden  auch  nach  dem  Satze 
in  §.  285  die  solchen  drei  Puncten  (Geraden)  entsprechenden  Geraden 
(Puncte)  sich  in  einem  Puncte  schneiden  (in  einer  Geraden  liegen). 
Da  man  femer  nach  §.  205  durch  fortgesetzte  Verbindung  von  vier 
Puncten  in  einer  Ebene  zu  jedem  fünften  Puncte  der  Ebene  ent- 
weder vollkommen  gelangen,  oder  doch  demselben  unendlich  nahe 
kommen  kann,  so  wird  sich  auf  diese  Weise  für  jeden  Punct  oder 
Gerade  der  ersten  Ebene  die  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in 
der  zweiten  finden  lassen.  Dasselbe  wird  man  aber  auch  in  der 
zweiten  Ebene  hinsichtlich  der  ersten  vermögen,  weil  durch  vier  in 
einer  Ebene  beliebig  gezogene  Gerade  nicht  mehr,  als  vier  von  ein- 
ander unabhänge  Puncte  bestimmt  werden,  und  weil  folglich  die 
Figur,  welche  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Durchschnitte  dieser 
Geraden  entsteht,  von  einem  aus  vier  Hauptpuncten  abgeleiteten 
Netze  nicht  verschieden  sein  kann.     Also: 

Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Puncte,  van  denen  keine  drei  in 
einer  Oeraden  liegen,  und  setzt  diesen  vier  in  einer  Ebene  enthaltene 
Gerade  entsprechend,  von  denen  keine  drei  sich  in  einem  Puncte  schnei- 
den, so  lässt  sich  für  jeden  anderen  Punct  oder  Gerade  der  einen 
Ebene  eine  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in  der  anderen  Ebene 
angeben,  dergestalt,  dass,  wenn  drei  Puncte  der  einen  Ebene  in  einer 
Geraden  liegen,  die  ihnen  erUsprechenden  drei  Geraden  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  und  umgekehrt. 

§.  289.  Zusätze,  a)  Dasselbe  Resultat  kann  auch  leicht  aus 
den  Formeln  in  §.  286  abgeleitet  werden.     Setzt  man  nämlich 

so  sind  A,  B,  C,  D  vier  von  einander  unabhängige  Puncte,   und 
eben  so  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  von  ein- 


den  Puncten 

AB'  CD,  AC'  BD,  AD'  BC 

die  Linien  

ah      cd,     ae      hd,     ad      bc\ 
den  Linien 

{AB'  CD)''{AC'BD),  (AB  '  CD)-^  {AD  '  SCh 

etc.,  die  Puncte  

{ab'^'cd)  '  {ac      bdj,  {ah      cd)  *  {ad      6c), 

etc.,  und  so  fort  ohne  Ende. 


r  «HL     Ib  der  Thal  ^Itt  da  Awdrwk  fnr 

ta  tai  Aaifcsdw  der  ent^ardModca  Linie  x'  der 
I  A"  gtfea  fie  Coe£kieBt«ii  von  R  und  C,  and  der 
AamirmA.  wtaÜt  die  Linie  ^C  dar.  Dem  Pnncte  A  «itepricht  «bo 
die  Unie  S'C,  welche  a  hriir,  and  eben  so  doi  Pmurten  B.  C 
die  linies  CA,  AS",  welche  mui  b,  e  twnne.  Fnr  7  ^  z  =  (^ 
endlich  eihZlt  »an  den  Pnitet 

aA+ßB  +  yC—  D  ^    i_ 


(1— ^«r^-^Ä'+/.c.     ,.,4^^^i____ 

B  if  hdwe;  Da  Mm  nm  die  Pnete  ^,  IT,  C  and  die  Coef- 
I  oT,  /T,  /  oMk  Bcfieben  TNtiwi»  knm.  so  bleiben  aach 
die  vier  Uadia.  m,  t,  e,  d  der  Willknr  ihrHiWM.  Hat  man  aber 
diflM  mr  UaatM  vad  jäte  vier  Fanete  liiliMiiil.  ao  sind  d^mit  auch 
die  Coagdwitet  u,  fi,  jr,  ^,p^,/  fcelgweiii^  aad  es  kann  nim,  den 
EsiBdn  in  1. 186  ndUge,  jedeot  Panete  md  jeder  Geraden  der 
dncn  Ebeae  mir  eine  liinliwiln  Gonde  nad  «ia  beetimmter  Punct 
bk  im  «ndenn  enti^edwn. 

h)  H*t  Mm  9at  dm  iiflbigKAwi  viar  Psneten  ^,  . . .  7>  und 
wtrtsn  €hniden  a,  ..,  d  vi  irgend  vier 
L  /,  K,  L,  M  der  einen  Ebene  die  ihnea  entspre- 
,  A,  /,  M  in  der  tnderen  gefimdän,  ao  wiid  bwb 
dozeh  fintgasettte  Taibindiiiig  der  Fnnete  I,  ..,  M «nd  der  Don^ 
■chnitte  der  (Geraden  i,  . .,  m  za  keinen  anderen  Paaren  sich  ent- 
cprechender  Puncte  und  Geraden  gelangen,  als  die  sich  schon  aus 
Ä,  ..,  D  und  a,  ..,  d  erhalten  lassen;  oder  mit  anderen  Worten:  jede 
yier  Puncte  der  einen  Ebene  können  als  die  anfänglichen  vier  Pnncte, 
und  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  als  die 
an&ngs  ihnen  entsprechend  gesetzten  Geraden  betrachtet  weiden. 


§.  290.  Wenn  die  Puncte  zweier  Ebenen  nach  dem  Gesetze 
der  CoIlineatJonsrerwandtschaft  auf  einander  bezogen  werden,  so  ist 
jedes  Doppelschnittsrerbältniss  in  der  einen  Ebene  dem  aus  deu 
entsprechenden  Poncten  der  anderen  Ebene  gebildeten  Doppel- 
ichnittsrerhältnisse  gleich  (§.  221, 2).  Der  unverkennbare  genaue 
Zusammenhang  zwischen  der  CoIlineatioasTerwandtschaft  und  der 
Art  und  Weise,  nach  welcher  wir  gegenwärtig  die  Puncte  und  Ge- 
raden zweier  Ebenen  auf  einander  beziehen,  berechtigt  uns  zu  der 
Erwartung,  dass  auch  bei  letzterer  Art  eine  solche  Gleichheit  der 
DoppelschnittSTerhältnisse  anzutreffen  sein  werde. 
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Ein  DoppelschnittSYerhältniss  wird  durch  vier  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte  gebildet,  denen  gegenwärtig  vier  in  einem  Puncte 
sich  schneidende  Gerade  entsprechen.  Da  nun  durch  vier  solche 
Gerade  jede  fünfte  Gerade  nach  einem  und  demselben  Doppelschnitts- 
Verhältnisse  getheilt  wird,  so  werden  wir  zu  untersuchen  haben,  ob 
dieses  letztere,  durch  vier  sich  in  einem  Puncte  treffende  Gerade 
bestimmte,  DoppelschnittSYerhältniss  mit  dem  von  den  erstgedachten 
vier  Puncten  gebildeten  von  gleichem  Werthe  ist. 

Nach  §.  286  entspricht  dem  Puncte 

(paA  +  xßS+^yC 
die  Gerade 

oder,  wenn  man  statt  v  eine  andere  Veränderliche  x  einfuhrt,  so 
dass  V  =  xpx  ist,  die  Gerade 

Izii^a'^'  _  l-ß'B'+  xy'G\ 
9  HL 

Setzt  man  nun  ?/;  =  0,   so  entspricht  dem  Puncte  (paA'\-  xßB  die 

Gerade 

—  OL'A——ß'B+xy'C\ 
(p  X 

oder 

xa'A-^ß'B^yC\ 

wo  y  =  yx/^;  mithin  auch  dem  Puncte  aA  +  ßB  ^e  Gerade 

a'A'—ß'B'+yC 

für  (f>  =  Xy  ^^^f  '^'ie  schon  in  §.  289,  a  bemerkt  worden,  den  Puncten 
A,  B  die  Geraden  B'C\  AC\  wenn  man  resp.  x  =  0,  9  =  0  nimmt. 
Man  setze  demnach  (Fig.  74): 

aA  +  ßB  =  F,     a'A—  ß'B  =  F', 
q>aA  +  xßB=  Gy     x^'^'—Vß'B'=  G\ 


B'      F'        G*       A* 


&    B 

Fig.  74. 


SO  entsprechen  den  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Puncten  A,  B^ 
F,  G  die  vier  in  einem  Puncte  zusammenkommenden  Geraden 
B'C\  A'C,  F'C\  G'C\  welche  von  einer  fünften  Geraden  A'B'  in 
den    Puncten    J5',  A\  F\  G'  geschnitten    werden.      Aus    den  Aus- 
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Der  baireentrisehe  CaleuL    Absdinitt  m. 


§.  291. 


drücken  für  F.  G,  F,  G'  folgt  aber  die   erwartete  Gleichheit   der 
DoppeUchnittsverhältnisse : 

(J,  B.  F.  G)  =  (B',  A\  F\  G')  =  q  :  x 
Bei  dem  ersten  derselben  sind  A  und  B  zwei  der  vier  anfang- 
lichen Puncte  A,  ..,  D  selbst,  F  der  Durchschnitt  von  AB  mit  CX>, 
G  ein  beliebiger  anderer  Punct  isx  AB,  und  mithin  die  vier  in  einer 
Geraden  liegenden  Puncte  A,  ,.,  G  von  einander  ganz  unabhängig. 
Auf  ähnliche  Art  sind  die  vier  sich  in  einem  Puncte  schneidenden 
Geraden  B'C\  ..,  G'C,  deren  Durchschnitte  mit  einer  fünften  Geraden 
die  vier  Puncte  des  zweiten  Doppelschnittsverhältnisses  abgeben,  mit 
den  vier  anfänglichen  Geraden  a,  ..,  d  zum  Theil  identisch  und  zum 
Theil  durch  sie  bestimmt,  von  einander  selbst  aber  unabhängig.  Da 
nun  (§.  2S9,  b)  auch  je  vier  andere  Puncte  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  zu  den  anfänglichen  Puncten  und  Geraden 
genommen  werden  können,  so  muss  jene  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse ganz  allgemein  stattfinden,  und  wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Werden  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  dergestalt  auf 
einander  bezogen,  dose  je  dreien  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in 
einer  Geraden  liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Gerade  entsprechen ,  so  ist  jedes  Doppelschnittsverhältniss 
der  einen  Ebene  gleich  dem  Doppelschnittsverhältnisse,  nach  welchem 
in  der  anderen  die  den  vier  Puncten  des  ersteren  entsprechenden  vier 
Geraden  von  jeder  fünften  Geraden  geschnitten  werden, 

§.  291.  Was  jetzt  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnittsver- 
hältnisse  gezeigt  wurde,  wollen  wir  nunmehr  auf  die  Vieleckschnitt3- 


Fig.  75. 


Verhältnisse  auszudehnen   suchen.     Hierzu  ist  folgender  Satz  voraus- 
zuschicken nötliig. 

Werden  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  PQR  (Fig.  75)  mit  einem 
vierten  in  der  Ebene  desselbe7i   licgendeji  Puncte  S  durch  Gerade  ter- 
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hunden,  und  mrd  eine  beliehige  andere  Gerade  der  Ebene  von  den 
Seiten  des  Dreiecks  QR,  RP,  PQ  in  X,  Y,  Z  und  von  jenen  drei 
Geraden  PS,  QS,  RS  in  X',  Y',  Z'  geschnitten,  so  ist  immer  das 
Dreieckschnittsverhältniss 

{YX' :  X'Z)  (Z  T  :   TX)  (XZ' :  Z'Y)  =  —  \. 

Beweis.  Man  setze  RP '  QS  ^  Q'.  Alsdann  schneiden  sich 
Q'Y,  QZ,  SX'  in  einem  Puncte  P,  und  es  ist  folglich  (§.  188): 

(Q',  Q,  S,  Y')  =  {Y,  Z,  X',   Y'), 
und  eben  so 

(Q',  Q,  Y',  S)  =  (Y,  X,  Y',  Z), 

weil  QY^  QX,  SZ  sich  in  einem  Puncte  R  treffen.  Multiplicirt 
man  diese  zwei  Gleichungen  in  einander,  so  kommt  (§.  184,11): 

^  —  V  "*  J       >        >         /  N  "^  >        >   -^   1  ^  )  —    Y'^   *    V  V  *    V'  Y  *    7*  'V 

=  — (YX':  X'Z)(ZY':  Y'X)  (XZ':  Z' Y), 
wie  zu  erweisen  war. 

§.  292.  So  wie  bei  diesem  und  dem  vorigen  Satze,  so  werden 
wir  es  auch  in  dem  Folgenden  mit  einem  Systeme  gerader  Linien 
zu  thun  haben,  welche  alle  von  einer  anderen,  nach  Belieben  zu 
ziehenden  Geraden  geschnitten  werden.  Der  Kürze  willen  sollen 
dabei  durch  die  für  jene  Linien  gewählten  Buchstaben  zugleich  auch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  willkürlichen  Geraden  ausge- 
drückt werden,  —  auf  analoge  Art,  wie  bei  den  barycentrischen  Formeln 
die  Uncialbuchstaben  nicht  blosse  Puncte,  sondern  Abschnitte  paral- 
leler Geraden  mit  einer  willkürlich  zu  legenden  Ebene  bezeichnen.  — 
Die  Sätze  der  beiden  vorigen  §§.  lassen  sich  hiernach  kurz  so  dar- 
stellen : 

1)  Sind  A^  B,  F^  G  vier  in  einer  Geraden  liegende  Puncte  und 
^j  ^)  f)  9  ^^  ihnen  entsprechenden  Geraden,  welche  sich  daher  in 
einem  Puncte  schneiden,  so  ist: 

I)  (A,  B,  F,  G)  =  («,  h,  /  g). 

2)  Sind  Pj  y,  r  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und  werden  in  der- 
selben Ebene  durch  die  Durchschnitte  von  q  und  r,  von  r  und  p, 
von  p  und  q  resp.  die  Geraden  p\  q\  r'  gelegt,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  so  ist: 

II)  iiP' '  P'^')  {^i  •  i'p)  iP^' '  ^'9)  =  —  1- 

§.  293.  Seien  nun,  um  zu  den  Dreieckschnittsverhältnissen 
überzugehen,    D^   E,   F    (Fig.  76)    die    Schneidepuncte    der    Seiten 


3sa 


Der  barjmitriwtMi  C«l«xil.    .Uwduuu  IIL 
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des    Dreiecks    ABC,    also    das   DreiedEsduiittSTeThalmiai 


seibat: 

{BD  -  DC)  t.CE  ■  EA)  {AF  ■-  FB\  =  J. 

Die  den    Puncten   A. .  F  enuprechecden    Gerades    heissen 

a /,  rtpn  denen  daher  b,  e,  d;  e.  a,  e:  a,  Ä,  /,  je  drei  besonders, 

sich  in  etnem  Puncte  schneiden-  Man  setse  AB  ■  DE  ^  G.  so  ent- 
spricht diesem  Pnnct«  die  Linie  ai  dg,  wdche  g  heisse.  und  man 
hat  {§.  198.2]: 

(BD  :  DC){CE  :  BA)iAG     GS)  =  —  l. 
Hierdurch  wird 

J  =  ~  [AF  :  FB)  {BQ  i  GA}  =  —  (A.  B,  F,  G) 
=  —  (1,  *.  /.  ff)  (Toriger  §.!)=  —  [af  ■  /b)  ibff     ga). 


Es  ist  femer  nach  Ü),  weil  d,  e,  g  sich  in  einem  Puncte  schneidoi 
und  reap,  durch  die  Durchschnitte  von  b  mit  c,  c  mit  a.  n  mit  b 
gehen : 

[hd  :  de)  (ce  ■  ea)  (äff  :  gb)  =  —  1. 
Hierdurch   reducirt  sich  der  letzterhaltene  Auedruck  für  ^  auf: 

J=(bd  :  de)  (ce  :  ea)  [af  :  fh), 
der,  wie  man  siebt,  eben  eo  aus  a,  ...,  f  zusammengesetzt  ist,  als  es 
der  aniängliche  aus  A,  . . .,  F  war.    —    Man  kann  dieses   Resultat 
fotgendeigestalt  in  Worte  fassen: 

Hat  man  in  einer  Ebene  drei  gerade  Linien  a,  b,  c,  und  drä 
andere  Gerade  d,  e,  f,  vselche  durch  die  gegenseitigen  DurchschniUe 
der  drei  ersteren  gehen,  d  durch  den  Schneidepunct  von  h  mit  c,  etc.: 
so  ist  das  Dreiechschnittsverhällniss ,  nach  leeJchem  in  einer  noch  an- 
deren Geraden  z,  die  zwischen  b  und  c,  zunschen  c  und  a,  zwischen 
a  und  b  enthaltenen  Theile  derselben,  resp.  von  d,  e,  f  geschmUxn 
werden,  für  jede  Lage  von  z  eon  derselben  Grösse.  —  Es  ist  nämlich 
dieses  DreieckschnittsTerhältniss  gleich  dem  Dreieck  schnittsrerhält^ 
nisse,   nach  welchem  die  Seiten  BC,  ...   eines  Dreiecks  ABC  resp. 
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in  D,  Ey  F  getheilt  werden,  wenn  A,  . . .,  J*  die  den  Linien  a,  . . .,  / 
entsprechenden  Puncte  sind. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  rf,  «,  /  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  und  daher  2>,  -B,  JP  in  einer  Geraden  liegen,  wird  das 
letztere  Dreieckschnittsverhältniss  und  folglich  auch  das  erstere  = — 1; 
und  man  kommt  somit  auf  den  Satz  des  §.  291  zurück. 


Fig77. 

§.  294.  Seien  jetzt  E,  F,  G,  H  (Fig.  77)  die  Schneidepuncte 
der  Seiten  ABy  ..,  DA  eines  ebenen  Vierecks  AB  CD,  und  die 
diesen  acht  Puncten  entsprechenden  Linien:  a,  ...,  A,  von  denen 
daher  a,  J,  e\  J,  c^  f\  c,  d,  g\  d,  a,  Ä,  je  drei  besonders,  in  einem 
Puncte  sich  treffen.  Man  setze  AB  '  CD  ^  /  und  eben  so  ab  cd  ^  t ; 
alsdann  ist,  nach  dem  vorigen  Satze,  für  das  Dreieck  DAI  mit  den 
Schneidepuncten  JS,  O,  H: 

(AE  :  EI)(IG  :   GD){DH  :  HA)  =  {ae  :  e%)(%g  :  gd)(dh  :  ha), 

und  für  das  Dreieck  GIB  mit  den  Schneidepuncten  E,  F,  O: 

{IE  :  EB)(BF  :  FC)(CG  :  Ol)  =  {ie  :  eb){bf  :  fc)(cg  :  gi)\ 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 

(AE  :  EB)(BF  :  FC) {CG  :  OD){DH  :  HA) 
=  {ae  :  eb){bf  :fc){cg  :  gd){dh  :  ha), 

eine  Belation,  welche  der  vorhin  für  die  Dreieckschnittsverhältnisse 
gefundenen  vollkommen  analog  ist.  Auf  eben  die  Art  wird  man 
nun  weiter  vom  Viereck-  zum  Fiinfeckschnittsverhältnisse  und  so  fort 
übergehen  können,  und  damit  folgenden  allgemeinen  Satz  erhalten: 
Heissen  a,  b,  c,  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  und m,  n,  o,  ... 
die  Seilen  eines  um  dasselbe  beschriebenen  Vielecks^  so  dass  a  und  b 
in  1»,  b  und  c  in  n,  etc.  sich  schneiden.  Wird  nun  in  der  Ebene 
eine  beliebige  andere  Gerade  z  gezogen,  so  ist  das  Vieleckschnittsver- 
hältniss,  nach  welchem  die  von  je  zwei  auf  einander  folgerten  Seiten 
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d«t  ereteren  Vielecks,  a  und  h,  b  und  c,  etc.  in  der  Linüj  x  abyt- 
Bchmtteaen  Theile  durch  die  Seiten  dei  letnieren  Vielecks,  m,  n,  ... 
resp.  gelheilt  werde»,  für  jede  Lage  com  z  ton  einerlei  Grösse.  —  Es 
ist  Dämlich  dem  Vielecks chnittsrerhältnisse  {AaV  :  MB)  (BN:  NC)  ... 
gleich,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vielecke  ABC  ...  von  den 
Spitzen  des  in  dasselbe  beschriebenen  Vieleck»  MNO  ...  getheÜt 
werden,  wenn  A,  B,  ..,  M,  N.  ..  die  den  Geraden  a,  b,  ..,  m,  n,  .. 
cntBprechenden  Puncte  sind.     Oder: 

Werden  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  dergettatt  auf 
einattder  bezogen,  dass  je  drei  Puncten  in  einer  Geraden  der  einen 
Ebene  drei  sich  in  einem  Puncte  schneidende  Gerade  in  der  anderen 
Ebene  entsprechen,  so  ist  jedes  Vieleckschnittsterhällniss  in  der  einen 
gleich  dem  Vielecischnitfscerhälfnisse  in  der  anderen,  welches  etttslebt, 
icetm  man  für  die  Puncte,  wodurch  das  erstere  Vicleckschnitisterhüttmss 
bestimmt  wird,  in  der  anderen  Ebene  die  Puncte  nimmt,  in  denen  eine 
beliebig  darin  gezogene  Gerade  von  den,  den  ertteren  Puncten  ent- 
sprechenden,   Geraden  geschnitten  wird. 

§.  295.  Zusatz.  Wenn  man  von  der  somit  erhaltenen  Figur 
in  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Figur  in  der  ersten  Ebene 
nachsucht,  so  bekommt  man  wieder  die  anfanglichen  Puncte  und 
Geraden,  ausserdem  aber  an  der  Stelle  der  willkürlich  zu  ziehenden 
Geraden  und  ihrer  Durchschnittspuncte  einen  beliebig  zu  nehmen- 
den Punct  und  die  Linien,  welche  diesen  Punct  mit  den  Spitien 
und  Schneidepuncten  des  Vielecks  verbinden.  Die  Durchschnitte 
dieser  Linien  in  der  ersten  Ebene  mit  einer  beliebig  darin  gest^nen 
Geraden  müssen  aber  nach  vorigem  Satze  wiederum  ein  Vieleck- 
schnittaverhältniss  bestimmen,  welches  dem  Vieleckschnittarerhält- 
nisse  in  der  willkürlichen  Geraden  der  zweiten  Ebene,  also  dem 
ursprünglichen  Vieleckschnitts  Verhältnisse  in  der  ersten  Ebene  gleich 
ist.     Wii  schliessen  hieraus: 

Der  Werth  eines  VieleckachnittMerkältnisses  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  für  die  Puncto,  wodurch  es  bestimmt  wird,  die  Projeetitmen 
dieser  Puncte  auf  eine  beliebig  gezogene  Gerade  aus  einem  belieb^  ge- 
nommenen Puncte  substituirt. 

Sind  z.  B.  D,  E,  F  die   Schneidepuncte  der  Seiten  SC,  ..  des 

Dreiecks  ABC,  Z  ein  beliebiger  Punct  in  der  Dreiecksebene,  z  eine 

willkürlich  darin  gezogene  Gerade,  und  nennt  man  die  Durchschnitte 

von  ZA,  ZB,  ..,  Z J"  mit  z  resp.  A',  B' ,  ...,  F",  so  ist; 

SD      CE       AF  _  BD       C'E'      A'F' 

DC  '  EA  '   FB  ~  D'C  '  E'A'  '  FB"  ' 
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Eine  leichte  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist: 

Wenn  die  Spitzen  und  Schneidepuncte  ztceier  Vielecke  von  gleich 
vielen  Seileti  in  einer  Ebene  sich  solchergestalt  entsprechen^  dass  alle 
die  Geraden,  welche  je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verbinden,  in 
einem  Puncte  sich  schneiden,  so  habeti  die  Vieleckschnittsverhältnisse 
beider  Vielecke  gleiche  Werthe, 

Dass  dieser  Satz  auch  dann  gilt,  wenn  die  beiden  Vielecke  in 
zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen ,  erhellet  schon  aus  §.  230  zu 
Anfang. 

§.  296.  Bei  jeder  Figur,  welche  durch  geradlinige  Verbindung 
mehrerer  in  einer  Ebene  nach  Willkür  genommener  Puncte  entsteht, 
finden  zwischen  den  dadurch  sich  bildenden  Vieleckschnittsverhält- 
nissen  gewisse  Relationen  statt,  Relationen  also,  welche  dieselben 
bleiben,  wie  auch  die  gegenseitige  Lage  der  anfangs  genommenen 
Puncte  geändert  werden  mag.  Construirt  man  nun  eine  zweite  Figur, 
deren  Puncte  und  Gerade  den  Geraden  und  Puncten  der  ersten  auf 
die  im  Satze  des  §.  294  angezeigte  Weise  entsprechen,  in  welcher 
daher  alle  Vieleckschnittsverhältnisse  der  ersten  auf  analoge  Weise 
und  in  derselben  Grösse  sich  wieder  zeigen,  und  wo  folglich  auch 
die  vorhin  bemerkten  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnittsverhältnissen stattfinden  müssen:  so  wird  jene  willkür- 
liche Veränderung  der  anfänglichen  Puncte  in  der  ersten  Figur  eine 
willkürliche  Veränderung  in  der  Lage  der  ihnen  entsprechenden 
Geraden  in  der  zweiten  zur  Folge  haben;  nichts  desto  weniger  aber 
werden  auch  hier  die  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnitt^verhältnissen  fortbestehen  müssen.  Dies  giebt  uns  folgen- 
des fruchtbare  Theorem: 

Wenn  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  aus  der  Art,  wie  die 
Linien  derselben  in  Puncten  zusammenlaufen,  gewisse  Relationen  zwi- 
schen Vieleckschnittsverhältnissen  gefolgert  worden  si?id,  und  wenn  ma?i 
hierauf  eine  zweite  Figur  construirt,  indem  man  die  Puncte  der  ersteren 
mit  Geraden  und  umgekehrt  vertauscht:  so  werden  dieselben  Relationen 
auch  zwischen  den  Vieleckschnittsverhältnissen  der  zweiten  Figur  anzu- 
treffen sein,  welche  hierin  von  den,  den  Puncten  der  ersten  entsprechen- 
deti,  Linien  in  einer  beliebig  gezogene?^  Geraden  gebildet  werden. 

§.  297.  Beispiele.  1)  Der  Satz  in  §.  291  ist  der  analoge  von 
§.198,2). 

2)  Sind  A,  B,  C,  D  vier  Puncte  in  einer  Ebene,  und  setzt  man 

AD  '  BC=A%     BDCA  =  B\     CD    AB=  C, 

Möbins  Verlte  I.  25 


Wird  um  ein  Dreück  ABC  ein  anderes  ABC  sq  beschrieien, 
dass  die  Dwchschmlte  D,  E,  F  der  j/leicAnamigen  Seiten  in  eitter  Ge- 
raden Hegen,  (also  auch  die  drei  Geraden,  welche  die  gleichiamigen 
Spifxen  verbinden,  tn  einem  Ptmcie  tieh  schneiden. )  und  wird  eine  be- 
liebig gesogene  Gerade  ton  den  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C 
resp.  in  a,  b,  c  und  a*,  J',  c'  getragen,  to  ist : 

(io'  :  a'c){cb'  :  b'a)(ac'  :  c'b)  =  I. 

3)  Heissen  a,  b,  c,  d,  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  und 
m,  »,  0,  ...  die  Geraden,  welche  die  Spitzen  ah,  bc,  cd,  ...  mit  einem 
beliebigen  Puncte  Z  in  der  Ebene  des  Vielecks  verbinden,  so  ist  das 
Vieleckschnittsverhältniss 

[am  :  mb)  {bn  :  nc)  {co  :  od]  ...  ^  ±  l, 
nachdem  die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist;   der 
analt^  Satz  von  §.  199,  c. 

Hat  man  ein  Viereck,  und  nimmt  für  Z  den  Durchschnitt  der 
Diagonalen,  so  kommt: 

{am  :  mb)  {bn  :  n 
oder 

[m,  n,  a,  b)  ^  {m, 
wo  m  und  n  die  beiden  Diagonalen  ab' 


md)  {dn 


na\  =  1 , 


cd  und  bc      da  sind;  also: 
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Hat  man  in  einer  Ebene  ein  Viereck  und  eine  beliebig  gezogene 
Oerade,  $o  wird  der  von  den  zwei  Diagonalen  des  Vierecke  abge- 
schnittene Theü  der  Geraden  von  der  ersten  und  zweiten  und  von  der 
vierten  und  dritten  Seite  des  Vierecks  nach  gleichen  Dreieckschnitts- 
Verhältnissen  getheüt. 

§.  298.  So  wie  also  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  für 
jeden  Satz,  welcher  allein  das  Liegen  der  Puncte  in  Greraden  und 
das  Schneiden  der  Geraden  in  Puncten  betrifft,  durch  Verwandlung 
der  Puncte  in  Gerade,  und  umgekehrt,  ein  analoger  Satz  gefunden 
werden  kann  (§.  285),  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Relationen  zwi- 
schen den  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsyerhältnissen  einer 
solchen  Figur,  also  überhaupt  für  jede  Eigenschaft,  welche  sich 
mittelst  des  abgekürzten  barycentrischen  Calculs  ableiten  lässt  (§.  235), 
d.  h.  für  jede  Eigenschaft  der  dritten  Classe  (§.  248).  Jeder  Satz 
also,  welcher  eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  darstellt,  hat  das 
Besondere,  dass  ihm  ein  analoger  Satz  zur  Seite  steht,  den  man 
durch  gegenseitiges  Vertauschen  von  Puncten  und  Geraden  erhält, 
oder  mit  anderen  Worten: 

Alle  zur  dritten  Classe  gehörigen  Eigenschaften  geradliniger  ebener 
Figuren  können  in  Paaren  zusammengeordnet  werden^  dergestalt^  dass 
von  den  zwei  zu  Je  einem  Paar^  gehörigen  Eigenschaften  die  eine  aus 
der  anderen  durch  gegenseitiges  Vertauschen  von  Puncten  mit  Geraden 
entspringt, 

Anmerkung.  Die  jetzt  vorgetragenen  Lehren  über  Systeme  von  Puncten 
und  Geraden  in  Ebenen  lassen  sich  nun  auch  auf  Systeme  von  Puncten, 
Geraden  und  Ebenen  im  Räume  ausdehnen.  Um  aber  die  Grenzen  dieser 
Schrift  nicht  zu  überschreiten,  so  bemerke  ich  nur,  dass  bei  räumlichen  Figuren 
jedem  Puncte  eine  Ebene  entsprechend  zu  setzen  ist,  dass  mithin  der  Geraden, 
welche  zwei  Puncte  verbindet,  die  Durchsohnittslinie  der  entsprechenden  Ebenen 
entspricht,  dass,  wenn  drei  Puncte  in  einer  Geraden,  oder  vier  Puncte  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  die  diesen  Puncten  entsprechenden  Ebenen  im  ersten 
Falle  in  einer  Geraden,  im  zweiten  in  einem  Puncte  sich  schneiden  müssen, 
und  dass  endlich  auch  hier  alle  Eigenschaften  der  dritten  Classe  paarweise 
vorhanden  sind. 
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Der  borycentriBcbe  Calcul.     AbscnniH  III. 

Der  noch  übrige  Raum  dieses  Bogens  veranlasst  niich,  eine  mcb 
mir  noch  darbietende  Bemerkung  hinzuzufügen,  dase  nämlich  alle 
Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse,  welche  auf  die  in  diesem 
Capitel  gezeigte  Art  durch  die  Puncte  bestimmt  werden,  in  welchen 
von  gewissen  Geraden  eine  beliebige  andere  Gernde  geschnitten  wird, 
sich  auch  bloss  als  Functionen  der  Winkel  darstellen  lassen,  die  jene 
ersteren  Geraden  init  einander  bilden. 

Denn  seien,  um  dies  nur  bei  Doppelschnitts Verhältnissen  zu 
zeigen,  «,  b,  c,  d  vier  in  einer  Ebene  liegende  und  sich  in  einero 
Puncte  schneidende  Gerade,  und  a,  ß,  y,  5  die  Winkel  dieser  Geraden 
mit  irgend  einer  anderen  Geraden  der  Ebene,  so  ist  das  Doppel- 
8chiiitt8verhältniss 

\a,  «,  0,  cj  —  ^.^^  ^  _  ^j    .  gj^  (^  _  jjj 

Sind  die  drei  Winkel,  welche  a  mit  h,  b  mit  c,  c  mit  d  macheo, 

einander  gleich,  jeder  derselben  =  ^,  so  wird 

,       ,    ,     ,         sin  it       sin  2u        ,  , 

[o,  d,  0,  c]  =,  —. — ^  :  —. — ~  =  i  sec  «r. 
Bin  2(1       sui  fi         * 

Sind  z.  B.  a,  b,  c,  d  vier  aufeinander  folgende  Stundenliuien 
einei  Aequinoctial-Sonnenuhr  (deren  Ebene  parallel  mit  dem  Aequator 
ist),  so  ist  ^  =  15"  und  daher 

(a,  d,  b,  c)  =  {  (sec  15°)V 

Man  bemerke  dabei,   dass  dieselbe  Gleichung  auch  fiir  eine  auf 

irgend  einer  anderen  Ebene  construirte  Sonnenuhr  gelten  muss,  weil 

jede  andere  Sonnenuhr,    wcnu  mau  das  Auge  an  den  mit  der  Wdt- 

axe  parallen  Zeiger  bringt,  eich  als  perspectivisches  Bild  der  Aequi- 

noctialuhr    darstellt.      Werden    daher    vier    auf    einander    folgende 

Stundenliuien  einer  Sonnenuhr  von  einer  beliebig  gezogenen  Geraden 

in  den  Puncten  A,  B,  C,  D  geschnitten,  eo  ist  immer : 

AB     AC      ,  ,       ,„., 
^:^  =  i(8ec]50)r 


Zwei  geometrische  Aufgaben. 


[Anhang  zu  »Beobachtungen  auf  der  Königl.  Universitäts-Sternwarte  su  Leipzig  etc.«» 

Leipzig  bei  Carl  Cnobloch  1823,  p.  57—64.] 


Zwei  Systeme  von  Puncten  heissen  einander  gleich  und  ähn- 
lich, wenn  jeder  Punkt  des  einen  Systems  einem  Puncte  des  an- 
deren dergestalt  entspricht,  dass  der  geradlinige  Abstand  je  zweier 
Puncte  deQ  einen  Systems  dem  geradlinigen  Abstände  der  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  anderen  Systeme  gleich  ist.  Ist  aber  nur  das 
Verhältniss  je  zweier  solcher  Abstände  in  dem  einen  dem  Verhält- 
niss  der  entsprechenden  Abstände  in  dem  anderen  gleich,  so  sind 
sich  die  Systeme  nur  ähnlich. 

Ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  und  der  Aehnlichkeit 
allein,  scheint  man  bisher  andere  mögliche  Verwandtschaften  zwi- 
schen Systemen  von  Puncten  und  folglich  geometrischen  Figuren 
überhaupt,  wenn  auch  gekannt,  doch  keiner  genaueren  Untersuchung 
unterworfen  zu  haben. 

Eine  andere  Verwandtschaft  dieser  Art  ist  diejenige,  welche  in 
Bezug  auf  die  Benennungen  der  beiden  ersteren  die  blosse  Gleich- 
heit heissen  könnte.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun,  dass,  wenn  die 
Systeme  in  Ebenen  enthalten  sind,  und  man  in  jedem  derselben  je 
zwei  Puncte  durch  eine  Gerade  verbindet,  von  den  dadurch  ent- 
stehenden geradlinigen  Figuren  je  zwei  sich  entsprechende,  d.  h 
solche,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem 
Flächeninhalte  nach,  —  und  wenn  man  bei  Systemen  im  körper- 
lichen Kaume  durch  je  drei  Puncte  jedes  derselben  Ebenen  legt, 
von  den  dadurch  entstehenden  körperlichen  Figuren  je  zwei,  deren 
Ecken  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem  körperlichen 
Inhalte  nach  —  sich  gleich  sein  können*).     Findet  nun  diese  Gleich- 


♦\ 


So  können  z.  B.  den  Puncten  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  die  ebenfalls  in 
einer  Ebene  begriffenen  Puncte  A',  B\  C,  D'  dergestalt  entsprechen,  dass  dem 
Flächeninhalte  nach  das  Dreieck 

BCD  =  B'C'D',    CDA  =  C'D'A',    DAB  «=  D'A'B'  und  ABC^  A'B'C 
ist,  ohne  dass  je  zwei  dieser  sich  gleichen  Dreiecke  auch  einander  ähnlich  wären. 
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heit  statt,   bo   sind   sich  die  Systeme  der  blossen  Gleichheit  nach 
verwandt. 

Sei  jetzt  von  zweien  einander  nur  gleichen  Systemen  {Sy  S') 
dem  einen  (S)  ein  drittes  System  (S")  der  Aehnlichkeit  nach  ver- 
wandt, so  wird  dieses  (.S^J  zu  dem  anderen  {S*)  der  beiden  ersteren 
in  einem  noch  entfernteren  Grade  von  Verwandtschaft  stehen;  der- 
gestalt nämlich;  das  nur  das  Verhältniss  je  zweier  der  eben 
gedachten ;  ebenen  oder  körperlichen  Figuren  in  dem  einen  Sy- 
steme dem  Verhältniss  der  entsprechenden  Figuren  in  dem  anderen 
gleich  ist. 

Die  von  Euler  im  zweiten  Theile  seiner  Introductio  Cap.  Xvill 
sogenannte  Affinitas  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  nichts 
anderes  als  diese  entferntere  Verwandtschaft.  Das  dort  darüber  Ge- 
sagte geht  aber  nicht  über  die  erste  Begriffsentwickelung  hinaus,  ist 
zum  Theil  selbst  unrichtig  (§.  444 :  Curvae  . . .  affines  tales  tantum 
sunt  respectu  eorum  Axium,  ad  quos  referuntur,  etc.);  und  Kästner, 
der  in  seinen  Anfangsgr.  d.  Anal.  endL  Gr.  (3.  Aufl.  S.  24S)  nach 
Euler's  Vorgang  der  Affinität  gleichfalls  Erwähnung  thut,  will  von 
ihr  überhaupt  keinen  grossen  Gebrauch  sehen. 

Allerdings  können  viele  Eigenschaften  geometrischer  Figuren, 
sobald  man  letztere  aus  dem  Gesichtspuncte  der  Affinität  betrachtet, 
um  mich  der  Euler' sehen  Benennung  zu  bedienen,  gar  nicht  in 
Untersuchung  genommen  werden :  wie  z.  B.  der  pythagoreische  Lehr- 
satz, alle  trigonometrischen  Formeln,  die  Lehre  von  den  Hauptaxen 
und  den  darin  liegenden  Brennpuncten  eines  Kegelschnitts,  die  Rec- 
tification  der  Cur\'en  (nicht  auch  die  Quadratur),  und  überhaupt 
yVlles,   wobei  Betrachtung   der  Winkel   unumgänglich  erfordert  wird. 

Dagegen  haben  die  Eigenschaften,  welche  einer  Figur  rück- 
.sichtlirh  der  Affinität,  d.  h.  dieser  Figur  und  zugleich  jeder  anderen, 
nach  der  Affinität  mit  ihr  verwandten,  zukommen,  den  Vorzug  einer 
«grösseren  Allgomoinlieit.  So  wird  hierher  keine  Eigenschaft  des 
Quadrates  g<.*hören ,  die  nicht  auch  jedem  Parallelogranmi  zukäme, 
keine  Eigenschaft  des  Kreises,  die  nicht  auch  jeder  Ellipse  gemein 
wäre,  keine  Eigenschaft  der  beiden  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts, 
die  nicht  auch  jedes  andere  Paar  conjugirter  Axen  besässe,  u.  s.  w. 
Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  alle  dergleichen  Eigenschaften 
einzig  und  allein  aus  den  Sätzen  von  der  Gleichheit  der  Parallek^n 
zwisclien  Parallelen,  von  dem  Verhältniss  der  Dreiecke,  deren  Grund- 
linien und  Spitzen  in  Parallelen  liegen,  und  aus  den  entsprechen- 
den Sätzen  fiir  parallele  Ebenen  und  Pyramiden,  wenn  man  es  mit 
dem  körperlichen  liaunic  zu   thun  hat,    hergeleitet   werden  können. 

Es    dürfte    daher    wohl    nicht    unzweckmässig    genannt   werden. 
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wenn  man  es  versuchte;  von  diesen  einfachen  Sätzen,  gleichsam  als 
Grundsätzen,  ausgehend,  jene  allgemeineren  Eigenschaften,  —  die 
.in  geometrischen  Schriften  zwar  in  grosser  Menge,  aber  mit  den 
anderen  specielleren  Eigenschaften  vermischt,  und  oft  durch  fremd- 
artige Hülfsmitt^,  als  trigonometrische  Formeln  u.  dei^l.  bewiesen 
vorkommen,  —  möglichst  vollständig  zu  entwickeln,  sie  systematisch 
zu  ordnen,  und  somit  ein  eigenes  geometrisches  Gebäude  ohne 
Winkelmass  und  Magister  Matheseos  aufzuführen. 

In  den  ersten  Jahren  meines  Hierseins,  wo  mir  meine  Berufs- 
geschäfte eine  grössere  Müsse  gestatteten ,  habe  ich  einen  Versuch 
dieser  Art  unternommen.  Ich  ward  hierzu  durch  eine  vorher  von 
mir  gefundene,  besondere  Art  eines  geometrisch-analytischen  Calculs 
veranlasst,  von  dem  ich  bald  wahrnahm,  dass  eben  jene  allgemei- 
neren Eigenschaften  der  Figuren  sein  eigentliches  Gebiet  waren, 
und  durch  den  ich  hier  Sätze  zu  finden  mich  in  den  Stand  gesetzt 
sah,  zu  denen  mich  andere  Wege  schwerlich  geführt  haben  würden. 
Ohne  jetzt  in  eine  nähere  Erörterung  dieser  neuen  Methode  und 
des  dadurch  Gefundenen  einzugehen,  will  ich  noch  einer  aus  jenen 
Untersuchungen  entspringenden  und,  wie  ich  glaube,  ganz  neuen 
Classe  von  Angaben  Erwähnung  thun. 

So  wie,  wenn  zwei  Systeme,  jedes  von  n  Puncten,  als  einander 
gleich  und  ähnlich  bewiesen  werden  sollen,  hierzu  nicht  nöthig 
ist,  die  Gleichheit  jeder  zwei  sich  entsprechenden  Stücke  besonders 
darzuthun,  sondern  je  nachdem  die  Systeme  in  geraden  Linien, 
Ebenen  oder  im  körperlichen  Räume  befindlich  sind,  aus  (» —  1), 
(2n  —  3)  oder  (3»  —  6)  Paaren  sich  gleicher  entsprechender,  aber  in 
jedem  System  von  einander  unabhängiger  Stücke  auf  die  Gleichheit 
aller  übrigen  Paare,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht  ohne  Zwei- 
deutigkeit, geschlossen  werden  kann:  ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass, 
wenn  zwei  Systeme  nur  als  sich  gleich  (im  vorhin  erklärten  Sinne 
genommen)  dai^ethan  werden  sollen,  es  schon  hinreicht,  bewiesen 
zu  haben,  dass,  je  nachdem  die  Systeme  in  Ebenen  oder  im  körper- 
lichen Räume  liegen,  (2n  —  5)  oder  (3« — 11)  von  einander  unab- 
hängige Figuren  (bloss  ihrem  Flächen-  oder  körperlichen  Inhalte 
nach),  oder  Functionen  solcher  Figuren  in  dem  einen  Systeme  den 
entsprechenden  Figuren  oder  Functionen  derselben  in  dem  anderen 
Systeme  gleich  seien,  indem  sich  schon  hieraus  auf  die  Gleichheit 
je  zweier  der  übrigen  sich  entsprechenden  Figuren  schliessen  lässt.  — 
Sind  die  Systeme  in  geraden  Linien  enthalten,  so  ist  offenbar  die 
blosse  Gleichheit  mit  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  identisch. 

Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
von  71  Puncten  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 


bindet,  uiul  von  den  «otnit  enmeheDdeo  ^endUnigEa  F%ii»n.  ."Sn  - 
ihrem  Inhal:«  nach  toa  einander  unabhängige  als  gelben  annimmt, 
man  daraus  ;i«ile  der  übrigen  bestnnmen  kann:  und  daae  aof  Reiche 
Art.  wenn  man  ron  n  Punkten  im  körperiichen  Baume  je  drei  dorrh 
Ebenen  verbindet,  alle  dadurch  entstehenden  kÖTBerüchen  Ftsuren 
gefnnden  werden  können,  wenn  man  den  Inhalt  von  (3n — II)  von 
einander  luubhingigen  Froren  kennt. 

Iftt  k1k>  das  Sretem  in  einer  Ebene  enthalten  and  besteht  m 
ana  4  Punkten,  (denn  bei  dreien  hat  man  nur  eine  Figor  utd  also 
iKich  keine  B«lation),  »o  mD««en  3  F^:uren  gelben  •ein').  Bei 
5  Pnncten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten  7  Pignren,  n.  b-  w.  als 
gei^ben  verlang. 

Von  den  nuinnig&cheD.  ans  diesen  Betrachtungen  berroigehen- 
den  Aufgaben,  erlaube  ich  mit,  nachstehende  den  Lesern  xnr  eigenen 
LOrang  XU  empfehlen. 


Erste  Aufgabe. 

Beliebige  fiinf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  einer  Ebene  sind  je  zwei 
durch  gerade  Linien  verbunden.  Man  kennt  die  somit  entstehen- 
den fünf  Dreiecke  £^5,  ABC,  BCD,  CDE,  DEA  ihrem  Inhalte 
nach  und  verlangt  ditrans  den  Inhalt  des  Fünfecks  ABCDE.  Statt 
der  fiinf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fiinf  Vierecke  BCDE,  CDEA, 
DEAB,  EABC,  ABCD  als  gegeben  annehmen,  und  daraus  eben- 
fall» das  Fünfeck  ABCDE  zu  bestimmen  suchen. 


*)  Heiiien  die  viei  Puncte  A,  B,  C,  D  und  Bind  i.  B.  die  drei  Dreiecke 
SCD  =  a,     CAD  =  b,    ABD  =  c 
gegeben,  so  erhfilt  man  daraus  des  Dreieck 

und  wenn  sich  die  Linien  AD  und  BC,  BD  und  CA,    CD  und  AB  resp.  in 

E,  F,  O  schneiden,  da«  Dreieck 

das  Dreieck 

FGD-         ''"^T-, 

(c  +  ü)  !o  +  6j ' 
dal  Dreieck 

»  +  .)(<  +  •)(«  +  «■ 
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Endlich  giebt  es  eine  noch  allgemeinere  Verwandtschaft  geome- 
trischer Figuren,  welche  die  Verwandtschaft  bloss  nach  der 
geraden  Linie  heissen  könnte.  Sind  nämlich  die  Systeme  in  Ebenen 
oder  im  körperlichen  Räume  befindlich,  so  haben  sie  hier  nur  dieses 
mit  einander  gemein,  dass,  wenn  drei  Puncte  des  einen  Systems  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  auch  die  drei  entsprechenden  Puncte  im 
anderen  Systeme  in  einer  Geraden  enthalten  sind. 

Seien,  um  diese  nicht  bestimmt  genug  scheinende  Erklärung 
näher  zu  erläutern,  Ay  B,  C,  D  vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  verbinde  sie 
zu  zweien  durch  Gerade  und  nenne  die  Durchschnitte  von  AD  und 
BC,  von  BD  und  CA,  von  CD  und  AB  resp.  JS,  F,  G.  Diese 
Puncte  abermals  unter  sich  verbunden,  erhält  man  sechs  neue  Durch- 
schnitte, welche  H,  /,  ...  heissen,  u.  s.  w.  Ist  nun  P  irgend  ein 
fünfter  in  der  Ebene  gegebener  Pifnkt,  so  lässt  sich  beweisen,  dass 
man  durch  immer  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  durch  schon 
gefundene  Durchschnitte  einen  Durchschnitt  erhalten  könne,  der 
mit  P  entweder  zusammenfällt,  oder  ihm  doch  näher  liegt  als  jeder 
andere  gegebene  Punct,  und  also  ebenfalls  mit  ihm  zusammenfallend 
betrachtet  werden  kann. 

Seien  jetzt  Ä,  B\  C\  D'  wiederum  vier  Puncte  in  einer  Ebene, 
die  man  den  vorigen  gleichnamigen,  A'  dem  Aj  B'  dem  -B,  u.  s.  w. 
entsprechend  setze.  Man  unterwerfe  sie  derselben  Operation,  wie 
vorhin  die  Puncte  -4,  B,  C,  D  und  finde  die,  den  Durchschnitten 
Ej  Fj  Gj  Hj  ly  ...  entsprechenden  Durchschnitte  £\  F',  G\  H\  T,  ..., 
so  dass  E'  der  Durchschnitt  von  A' D'  und  B' C  ist,  u.  s.  w.,  bis 
man  zu  dem  Durchschnitte  P'  kommt,  der  demjenigen  Durchschnitte 
in  dem  vorigen  Systeme  entspricht,  welcher  mit  P  als  zusammen- 
fallend betrachtet  werden  konnte. 

Sind  nun  die  beiden  Systeme  -4,  -B,  C,  D  und  A\  H,  C,  U 
einander  gleicli  und  ähnlich,  oder  nur  ähnlich,  oder  nur  gleich,  oder 
der  Affinität  nach  verwandt,  so  ist  einleuchtend,  dass  jedesmal  die 
nämliche  Verwandtschaft  auch  zwischen  den  Systemen  Aj  B,  C, 
Dy  Ey  ...,  P  und  A\  B'y  C,  2/,  B,  ...,  P  stattfinden  wird.  Be- 
ziehen sich  aber  die  Puncte  A\  ...,  D'  auf  die  Puncte  Ay  ...,  D  nach 
keinem  der  genannten  Gesetze,  so  steht  das  System  A\  ...,  Z>', 
E'y  ...,  P'  zu  dem  Systeme  -4,  ...,  Z>,  -B,  ...,  P  in  der  zuletzt  gedachten 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft. 

Will  man  zwei  sich  auf  diese  Weise  im  körperlichen  Räume 
entsprechende  Systeme  construiren,  so  hat  man  anfänglich  fiinf 
Puncte  des  einen  Systems,  von  denen  nicht  vier  in  einer  Ebene 
liegen,  beliebigen  fünf,  derselben  Bedingung  unterworfenen  Puncten, 
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welf'bie  zu  <krm  anderen  Sr^teme  geh^iren  «ollen,  entsprechend  za 
Mrtzen.  Die  den  übrigen  Puncten  de*  ersten  Systeme«  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  zweiten  finden  «ich  aMaTin  dorch  fortgesetnes 
Verbinden  je  dreier  Puncte  durch  Ebenen. 

Eine  Haupteigenschaft  der  Verwandtschaft  nach  der  geraden 
Linie  besteht  darin,  da*«  wenn  P.  Q,  B.  S  irgend  Tier  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  de«  einen  System«  sind,  und  P'.  Q\  B^,  S' 
die  ihnen  entsprechenden  und  mithin  ebenfalls  in  einer  Geraden 
enthaltenen  im  anderen  Systeme,  dass  dann  immer: 

PB     PS_P^     Pr^ 
QR     QS~  an     Q'S' 

Dieselbe  Eigenschaft  i<t  al^  Definition  dieser  Verwandtschaft  zu 
nehmen,  wenn  die  Puncte  der  Systeme  nur  in  Geraden  liegen. 

Es  fliesst  hieraus  weiter,  dass.  wenn  die  Pimcte  in  Ebenen 
liegen,  und  P.  Q.  R.  S.  T  irgend  fünf  derselben  in  dem  einen  Sy- 
steme sind,  das  Verhältniss  der  Dreiecke: 

PRT      PST 
QRT      QST 

dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  Dreiecken  des  anderen  Systems 
gebildeten  Verhältniss  gleich  sein  muss;  und  dass.  befinden  sich  die 
Puncte  im  körperlichen  Baume,  und  sind  in  dem  einen  Systeme 
P,  Q,  R,  S.  Ty  U  irgend  sechs  derselben,  das  Verhältniss  der  Pyra- 
miden 

PRTU      PS  TU 

■  QUTU  '    QSTU 

<\iiHH**\h(:  ist.  als  da^  ebenso  gebildete  Verhältniss  aus  den  entsprechen- 
den J*vramiden  in  dem  anderen  Svsteme. 

Ebenso  wie  bei  der  Affinität,  öffnet  sich  nun  auch  hier  eine 
neue  Quelle  von  Aufj^aben.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun.  da<s. 
wenn  bei  einem  Svsteme  von  w  Puncten  in  einer  Geraden  oder  in 
einer  Ebene  oder  im  köri)erlichen  Räume  (n  —  3)  solcher  Verhält- 
nisse, wie  1),  oder  2«  —  S  solcher  Verhältnisse,  wie  2),  oder  3;* — 15 
Verhältnisse,  wie  3j.  gegeben  sind,  alle  übrigen  Verhältnisse  von 
drTSflben  Art  dadurch  gefunden  werden  können*). 

•,  Bei  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Puncten  wird  daher  nur  ein  Ver- 
iiultniH.H  als  gegeben  erfordert.    In  der  That,  heissen  die  vier  Puncte  A,  Bj  C,  D, 

AC      AT) 

-»o  Ht,    wenn   man    -j—  :   jfj]  =^  <f  setzt, 

AU     AD       ,  ,   AB     AC        ,        \ 

ar-  ö7>  =  ^-^''""^  ■m'-iTc^^'--^' 

I)ies  macht  die  einfachste  Aufgabe  dieser  Gattung  aus. 
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Dass  übrigens  die  gegebenen  Verhältnisse  sämmtlich  von  einan- 
der unabhängig  sein  müssen,  und  dass  statt  derselben  auch  eben  so 
viel  aus  ihnen  gebildete  Functionen  gegeben  sein  können,  ist  von 
selbst  klar. 

Aufgaben  dieser  Art  in  Rechnung  zu  setzen,  wird  man,  solange 
die  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  und  bei  fünf  Puncten  in  einer 
Ebene,  keine  Schwierigkeit  finden.  Bei  mehreren  Puncten  in  einer 
Ebene  und  Puncten  im  körperlichen  Räume  ist  es  ohne  besondere 
Hülfsmittel,  dergleichen  mir  der  oben  erwähnte  neue  Calcul  war, 
ein  oft  mühsames  Geschäft.  Folgende  Aufgabe  von  sechs  Puncten 
in  einer  Ebene,  wo  das  Resultat  der  Lösung  sehr  einfach  ist,  möge 
denen,  die  sich  damit  zu  beschäftigen  Lust  haben,  als  Beispiel 
dienen. 


CEB' 

CDB 

CFB' 

BEA 

BDA 

BFA 

CEA' 

CDÄ 

CFA' 

ACD 

AEF 

• 

Zweite  Aufgabe. 

Sechs  in  einer  Ebene  liegende  Puncte  A,  Bj  C,  D^  Ej  F 
sind  je  zwei  durch  gerade  Linien  verbunden.  Aus  den  vier  Ver- 
hältnissen von  Dreiecksflächen 

ADB      AEB      ADB     AFB 
CDB 

BDA 
CDA 

das  Verhältniss 

BCD     BEF 

zu  finden. 

Als  Eigenthümlichkeit  der  Verwandtschaft  nach  der  geraden 
Linie  bemerke  ich  noch,  dass  hier  nicht  nur  von  Winkeln,  sondern 
selbst  von  parallelen  Linien  oder  Ebenen  nicht  mehr  die  Rede  sein 
kann,  und  dass  folglich  bei  krummen  Linien  und  Flächen,  zwar 
nicht  die  Eintheilung  derselben  in  Ordnungen,  wohl  aber  weit  mehrere 
Unterabtheilungen  wegfallen  werden,  als  dieses  der  Fall  ist,  wenn 
man  den  Gesichtspunct  der  Affinität  wählt  (z.  B.  die  Eintheilung 
der  Kegelschnitte  in  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  so  auch  die 
Lehre  von  den  conjugirten  Axen  derselben),  üebrigens  bedarf  man 
als  Grundlage  aller  dahin  gehörigen  Untersuchungen  nur  des  ein- 
zigen Satzes,  dass  Dreiecke  (oder  Pyramiden),  deren  Bases  in  der- 
selben Geraden  (oder  Ebene)  enthalten  sind,  und  deren  Spitzen  zu- 
sammenfallen, sich  wie  ihre  Bases  verhalten. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  Möbius  an  den 
Herausgeber  der  Astronomischen  Nachrichten. 

Leipzig  1824  Februar  11. 


[Astronomigche  Nachrichten  von  Schumacher.     Dritter  Band  1825  coL  131 — 136.] 


Jlis  ist  mir  angenehm  gewesen,  in  Nr.  42  der  Astron.  Nach- 
richten von  meiner  geometrischen  Aufgabe,  aus  den  fünf  Dreiecken 
EABy  ABC,  ...  das  Fünfeck  ABCDE  z\x  finden,  zwei  Auflösungen, 
die  eine  vom  Herrn  Hofirath  Gauss,  die  andere  vom  Herrn  Clausen 
zu  lesen.  Indess  ist  von  beiden  Herren*)  der  in  meiner  kleinen 
Abhandlung  gemachte  Zusatz  unberücksichtigt  geblieben: 

»Statt  der  fünf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fünf  Vierecke 
BCDEy  CDEA,  DE  AB,  EABC,  AB  CD  als  gegeben  annehmen, 
und  daraus  ebenfalls  das  Fünfeck  ABCDE  zu  bestimmen  suchen.« 

Man  wird  hierdurch  zu  einer  nicht  uninteressanten  Folgerung 
hingeleitet,  und  Sie  haben  daher  vielleicht  die  Güte,  Folgendes  dar- 
über, als  Nachschrift  zu  jenen  Auflösungen,  in  die  Astron.  Nach- 
richten gelegentlich  aufzunehmen.     Die  Sache  ist  ganz  leicht. 

Setzt  man  nämlich  die  Dreiecke  EAB,  ABC,  .,.-=  a,h,  c,  d,  e\ 
die  Vierecke  BCDE,  CDEA,  ...  :=  a,  b,  c,  t),  c,  und  das  Fünfeck 
ABCDE  ^x,  so  ist  offenbar:  a  =  x  —  a,  J  =  a:  —  b,  c  =  a;  —  c, 
d=x  —  b,  e  =  x — c.  Substituirt  man  nun  diese  Werthe  in  der 
Nr.  42  gefundenen  Gleichung: 

a;*  —  (a-\-b  +  c  +  d+e)x-{-  ab  +  bc  +  cd  +  de  +  ea  =^  0, 

so  kommt  nach  gehöriger  Reduction: 

x^  —  (a  +  b  +  c  +  b  +  e)a:-f-ab  +  bc-f-cb-f  bc  +  ea  =  0; 

also  dieselbe  Kelation  zwischen  a,  b,  ...  und  x,  als  zwischen  a,  J,  ... 
und  x.     Es  entspringt  hieraus  nachstehender  Satz: 

Sind  fünf  Flächen  gegeben,  und  wird  das  einemal  die  Fläche 
eines  [Fünfecks  ABCDE  verlangt,  dessen  fünf  Dreiecke  EAB, 
ABC,  ...  und  das  anderemal  die  Fläche  eines  Fünfecks  2129(5356, 
dessen  fünf  Vierecke  ©S!D@,  S35S31,  ...  jenen  fünf  Flächen  der 
Reihe  nach  gleich  sein  sollen,  so  thun  der  einen  Aufgabe  sowohl, 
als  der  anderen,  wenn  sie  überhaupt  zu  lösen  möglich  sind,  immer 
zwei,  und  zwar  beiden  die  nämlichen,  zwei  Flächenräume  Genüge. 


*)  Dies  ist  dahin  zu  berichtigen,  dass  Herr  Hofrath  Gauss  mündlich,  als  er 
Herrn  Hansen  und  mir  die  in  des  Herrn  Möbius  Buch  eingeschriebene  Auflösung 
zeigte,  sogleich  die  Auflösung,  wenn  die  Vierecke  statt  der  Dreiecke  gegeben 
sind,  hinzufügte.    S. 

M  üb  ins  Werke  I.  26 
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Bnef  an  SdiuniMli«!. 


t  dor  Summe  der  fünf  gegebenen  gleich, 


Die  Summe  dieser  Fliclien  i 
und  ihr  Product  u.  s.  w. 

Hiemach  können  ako,  was  anfanglich  Hanchem  paradox  scheinen 
möchte,  von  zwei  dem  Flächeninhalte  nach  sich  gh'ichcn  Fünfecken 
die  fünf  Dreiecke  des  einen  den  fiinf  Tierecken  des  anderen  unil 
folglich  auch  umgekehrt  die  fünf  Vierecke  des  erBteren  den  fünf 
Dreiecken  des  anderen  gleich  sein. 

Folgendes  einfache  Beispiel  möge  mir  Erläuterung  dienen.  — 
Man  setze,  die  fünf  Dreiecksflachen  des  zu  bestimmendes  Fünf- 
ecks  seien  sämmtlich    einander  gleich,   jede   derselben   gleich  1 .   so 
wird  uiwere  Gleichung; 

X*  —  öx-\-h  =  it, 

und  hiermit  die  Fläche  des  Fünfecka: 

3:  =  \(h-\-Vh)  und  =j;5  — V5). 
Es  lässt  sich  nun  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  das  das  Fünf- 
eck ein  reguläres  sei.  Die  zwei  verschiedenen  Werthe  des  x  beziehen 
sich  alsdann  auf  die  zwei  verschiedenen  Formen  regulärer  Fünfecke, 
und  zwar  der  erstcre  Werth  auf  das  geiröhnliche  Fünfeck,  dessen 
Seiten  Sehnen  von  ^,  der  letztere  auf  das  sogenannte  Pcntalpha, 
dessen  Seiten  Sehnen  von  f  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
sind.  Heissen  die  Halbmesser  der  Kreise  um  diese  zwei  Fünfecke 
resp.  r  und  r',  so  sind  ihre  Flächen 

Je'  sin  a     und    ^/*  sin  2q. 
wo  a  ^  72°.     Dies  giebt  die  zwei  Gleichungen: 

5-+-V^=  5r*sino,    5  —  Vb  ^  br'*  sin  2a, 
woraus,  mit  der  Bemerkung,  dass 

8.sina»  =  5H-)/5     und     S.sin  2«»  =  5  — V5, 

r  =  2  .  Vif^iT^  =  2*(-4^)^  =  1,2336 

r'=  2  V(i8in2o)  =  2*/-~^l*  =  0,9698 

hervoi^eht. 

Dieselbe  Gleichung: 

x*~5x  +  5  =  0, 
und  mithin  dieselben  zwei  Werthe  der  Fünfecksfläche,  wie  vorhin, 
finden  statt,  wenn  jedes  der  fünf  Vierecke  gleich  1  sein  soll.  Nur 
gehört  hier,  unter  derselben  Annahme  regulärer  Fünfecke,  der  Werth 
j{5  — 1^5)  zu  einem  gewöhnlichen  Fünfeck,  und  der  Werth  |(5  +  V5) 
zu  einem  Pentalpha.  Setzen  wir  daher  die  Halbmesser  der  um  diese 
zwei  Fünfecke  zu  beschreibenden  Kreise  gleich  r,  r',  so  haben  wir 


Brief  an  Schumacher. 
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die  Gleichungen: 

5  —  V5  =  5r*  sin  a,    b  +  Vb  =  5r'»  sin  2a, 
und  folglich 


7624 


^■=^v(^m='{ 


t/5  +  V5\i 


)♦-■ 


5691. 


Diesem  allen  zufolge  beschreibe  man  also  mit  den  Halbmessern 
r,  r',  r,  r'  ihren  angegebenen  Werthen  nach  vier  Kreise  und  in  die- 
selben nach  der  Reihe  die  regulären  Fünfecke  ABCDE,  Ä  ...E\ 


91. ..e,  21'. ..e',  so  dass  die  Seiten  AB,  BC,  ...  und  ««,  «S,  ...  des 
ersten  und  dritten  Fünfecks  Sehnen  von  72**,  dagegen  die  Seiten 
A'B\  ...  und  5l'SB', ...  des  zweiten  und  vierten  Sehnen  von  144**  sind. 

26* 


p 


Alsdann  sind  erstlich  die  Diciei-ke  £AB,  ABC.  ...  im  ersten  Fünf- 
eck gleich  den  Dreiecken  EA'R,  A'B'C,  ...  im  rweiten,  gleicb  den 

Vierecken  ©ßTÖ, ...  im  dritten,  gleich  den  Vierecken  ©'Ö'^'t?* •) 

im  vierten,  und  znrar  jede  dietier  Figuren  gleich  1.  Zweitens  ist  das 
erste  Fünfeck  ABCDE  gleich  dem  Tierten  «'...,  =i(5  +  V5), 
und  das  zweite  A' ....  gleich  dem  dritten  ü....  ^J'S  —  V5'|.  folg- 
lich auch  die  Vierecke  im  ersten  (zweiten"]  gleich  den  Dreiecken 
im  vierten  (dritten)  Fünfeck. 

Zusatz.     Ganz  wie  vorhin  finden  sich  die  Flächen  der  Fünfecke 

ACEBD=  Ir'.sin  2«,     A'I/B'E'C'  =  |r''.sin  a, 

atSe!8ri  =  3r'.ain2a,     Sl'S^'©■l5'e' =  f  .r"  sin  «. 

Sabstituirt  man  für  r',  r'',  ..  die  gefundenen  Werthe,  so  kommt. 

ACEBD  =  A'UB-E'C-  =  \h, 

?i6C»ti  =  i  (3 15  —  5),  s^■3^*a'l^■e*  =  4  {3  v ä  h-  5}. 

wobei  Boch  su  bemerken,  dass  die  daraus  entspringenden  Folgerungen: 

A  CEBD  =  A'D'B'E'C-  =  ABCDE  =  A'B'C'l/E\ 

MGiSfflt)  =  3l'©'(5T'e'  — 2aS8GDg, 

si'5)'iö'e'e' =  2a'©'e'T)'e'  — 9i©6i;e, 

gans  allgemein  gelten,  auch  wenn  die  Drei-  oder  Vierecke  in  einem 
und  demselben  Fünfeck  einander  nicht  gleich  sind  und  um  daa 
Fünfeck  kein  Kreis  beschrieben  werden  kann. 

Doch  genug  von  einer  so  leichten  Aufgabe,  die  an  sich  b^ 
trachtet,  ein  blosses  Curiosum  ist,  und  nur  noch  insofern  einiger 
Aufmerksamkeit  werth  sein  möchte,  als  sie  ein  Beispiel  211  dem  mir 
neu  scheinenden  Satze  abgiebt:  «dass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
von  n  Functen  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 
bindet, und  von  den  somit  entstehenden  geradlinigen  Figuren  2n  —  5 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängige  als  gegeben  annimmt, 
man  daraus  jede  der  übrigen  bestimmen  kann>.  (Seite  60  meiner 
kleinen  Schrift  über  die  Leipziger  Sternwarte.) 

*j  Ton  einem  Bolchen  Viereck,  wo  sich  swei  Seiten  noch  innerhalb  ihrer  End- 
puncte  Bchneiden,  ist  der  Fl&cheninlialt  gleich  dem  Unterschied  der  beiden  Drei- 
ecke, welche  den  Durchschnittspunct  tu  ihrer  gemeiiiBchaftlieheD  Spitse  und  die 
beiden  anderen  Seiten  lu  Orundlinien  haben. 

Der  Flieh eninlialt  eines  FentolphaB  ist  gleich  der  Summe  der  fünf  Dreiecke, 
welche  die  fünf  Seiten  der  Figur  tu  Qnindlinieii  und  irgend  einen  Punct,  de» 
innerhalb  des  kleinen,  m  der  Mitte  sich  bildenden  gewChnlichen  Fflnfeoks  liegt, 
lur  gemeinschaftlichen  Spitie  haben,  folgUch  gleich  dem  Doppelten  dieses  kleinen 
Fflnfeeks  pluB  der  einfachen  Summe  der  fünf  Dreiecke,  welche  aber  den  Seilen 
diese«  FOnfeeka  liegen. 


lieber  die  Gleichungen, 
mittelst  welcher  aus   den  Seiten  eines   in 
einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  der 
Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des 

Vielecks  gefunden  werden. 


[Cielle's  Journal  1828  Band  3  p.  5—34.] 


Die  Gleichungen,  mit  Hülfe  deren  man  aus  den  Seiten  eines 
in  einen  Kreis  beschriebenen  Dreiecks  oder  Vierecks  den  Halbmesser 
des  Kreises  und  die  Fläche  des  Drei-  oder  Vierecks  findet,  sind  all- 
gemein bekannt.  Von  der  Entwickelung  derselben  Gleichungen  für 
Vielecke  mit  mehreren  Seiten,  mag  bis  jetzt  theils  ihr  seltenes  Be- 
dürfniss,  theils  aber  und  vorzüglich  der  Umstand  abgehalten  haben, 
dass  diese  Gleichungen  bei  wachsender  Seitenzahl  in  hohem  Grade 
immer  zusammengesetzter  werden.  Denn  die  Analysis  ist  hier,  auf 
ähnliche  Art,  wie  bei  der  Dreitheilung  des  Winkels  und  in  vielen 
anderen  Fällen,  genöthigt,  auch  diejenigen  Vielecke  mit  anzugeben, 
bei  welchen  der  Perimeter,  bevor  er  in  sich  zurückkehrt,  sich  selbst 
ein  oder  mehrere  Male  schneidet,  und  welche  man,  da  sie  im  Prac- 
tischen  keinen  besonderen  Nutzen  haben,  nur  als  Abarten  von  Viel- 
ecken zu  betrachten  pflegt.  Die  Mannigfaltigkeit  solcher  Vielecke 
wird  aber  bei  zunehmender  Seitenzahl  immer  grösser,  und  eben  so 
muss  auch  die  Anzahl  der  Kreise  zunehmen,  in  denen  sich  die  näm- 
lichen Seiten  zu  Vielecken  zusammensetzen  lassen.  Uebrigens  leuchtet 
ein,  dass  bloss  die  verschiedene  Aufeinanderfolge  der  Seiten  zur  Ver- 
mehrung der  Kreise  nichts  beitragen  kann. 

Der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  eine  nähere  Unter- 
suchung der  Beschaffenheit  der  gedachten  Gleichungen.  Ich  habe 
darin,  wenn  auch  nicht  sie  selbst  entwickelt,  doch  einen  einfachen 
Weg  zu  ihrer  Entwickelung  nachgewiesen,  und  hoffe,  dass  dieser 
Weg,  sowie  die  Bestimmung  des  Grades  der  Gleichungen,  die  Be- 
trachtung der  Natur  jener  stemartigen  Vielecke  und  noch  einiges 
Andere  für  den  Geometer  nicht  ganz  ohne  Interesse  und  für  die 
Wissenschaft  von  einigem  Nutzen  sein  werde. 


Anmerkung.  Diese  Abhandlung  ist,  wie  der  Herr  Verfasser  dem  Heraus- 
geber des  Crelle'schen  Journals  meldet,  durch  die  Aufgabe  Nr.  21,  Band  2  p.  100 
dieses  Journals  veranlasst  worden.     C. 


40S  Meleeke  im  Kreise. 

Sei  A  ein  Punct  in  der  Peripherie  eines  Kreises.  B  ein  zweiter 
Punct  in  derselben,  den  man  sich  anfangs  mit  A  xusammenfallend 
denke.  B  trenne  sich  hierauf  Ton  A,  und  bewege  sich  immerfort 
nach  derselben  Richtung,  etwa  Ton  der  Linken  nach  der  Rechten, 
wenn  man  sich  selbst  innerhalb  des  Kreises  befindet. 

Während  auf  diese  Weise  der  Bogen  AB  ohne  Ende  wächst 
und  der  Punct  B  jedesmal,  wenn  der  Bogen  einem  Viel&chen  der 
Peripherie  gleich  geworden  ist,  mit  dem  Puncte  A  von  Neuem  zu- 
sammenfällt, wird  die  Sehne  AB,  deren  anfänglicher  Werth  gleich  0 
ist,  so  lange  zunehmen,  bis  der  Bogen  AB  gleich  ISO^  geworden,  wo 
sie  die  Grösse  des  Durchmessers  erreicht  hat.  Sie  wird  hierauf 
ebenso  abnehmen,  Tersch winden ,  wenn  der  Bogen  bis  zu  360^  ge- 
wachsen ist,  und  alsdann  durch  0  in  das  Entgegensetzte  übergehen, 
so  dass,  wenn  man  die  Sehne  anfänglich  positiv  annimmt,  sie  nun- 
mehr negativ  wird,  und  während  der  Punct  B  den  zweiten  Umkreis 
beschreibt,  die  Sehne,  ebenso  wie  beim  ersten,  nur  negativ,  zu-  und 
abnimmt.  Kommt  hierauf  B  von  Neuem  nach  A,  wird  also  der 
Bogen  gleich  2.360^,  so  geht  die  Sehne  aus  dem  Negativen  in  das 
Positive  zurück,  und  so  wieder  umgekehrt,  aus  dem  Positiven  ins 
Negative,  wenn  der  Bogen  3.360"  geworden.     U.  s.  f. 

Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  q>  einen 
Bogen  <  360",  so  ist  die  Sehne  des  Bogens  n  .  360"  +  q>  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Der  absolute  Werth 
der  Sehne  aber  ist  der  Sehne  von  q)  selbst  gleich.  Auch  wird  man 
sich  leicht  durch  ähnliche  Betrachtungen  überzeugen,  dass  dieser 
Satz  seine  Giltigkeit  behält,   auch   wenn  ?t  negativ  genommen   ^vird. 

Seien  nun  A,  B,  C\  ...,  M  die  Spitzen  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vielecks,  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  im  Perimeter 
auf  einander  folgen,  und  daher  AB^  B C,  ...,  MA  die  auf  einander 
folgenden  Seiten  des  Vielecks,  deren  Anzahl  gleich  m.  Dass  die 
Puncte  A,  B,  C\  ...,  M  auch  in  der  Peripherie  des  Kreises  nach 
dieser  Ordnung  fortgehen,  ist  deshalb  keineswegs  nothwendig.  Viel- 
mj'hr  ist  dieser  Fall  nur  als  ein  specieller  und  zugleich  als  der  ein- 
fachste zu  betrachten,  jindem  alsdann  keine  Seite  von  der  anderen 
innerhall)  ihrer  Endpuncte  geschnitten  wird. 

Man  lasse  nun  von  A  einen  Punct  im  Kreise  nach  der  einen 
oder  anderen  Richtung,  die  man  für  die  positive  nehme,  im  Kreise 
fortgelicni,  bis  er  nach  B,  und  zwar  zum  erstenmale  kommt,  d.  h. 
niclit  noch  einen  ganzen  Umkreis  weiter,  wo  er  wieder  in  B  ein- 
treffen würde,  hierauf  von  B  weiter,  bis  er  zum  erstenmale  nach  C 
kommt .  u.  s.  w.,  endlicli  von  der  letzten  Spitze  M  bis  zum  ersten- 
mal' wieder  zu   der   ersten  A.      Die   Summe   der   so   zurückgelegten 
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Bogen  wird  offenbar  entweder  360°  selbst  oder  ein  gewisses  Vielfache 
davon,  z.  B.  n .  360°  sein. 

Die  diesen  Bogen  zugehörigen  Sehnen  aber,  oder  die  Vielecks- 
Seiten,  sind  nach  dem  vorhin  Gesagten  insgesammt  als  positiv  zu 
betrachten,  so  wie  man  auch,  ohne  die  positive  Beschaffenheit  auf- 
zuheben, zu  jedem  Bogen  irgend  ein  gerades  Vielfache  von  360° 
hinzufügen  oder  davon  wegnehmen,  und  daher  die  Summe  aller 

=  n .  360°  ±  2p  .  360° 
setzen  kann. 

Man  nehme  jetzt  bei  demselben  Vieleck  die  der  vorigen  ent- 
gegengesetzte Richtung  im  Kreise  für  die  positive,  und  bestimme 
danach,  wie  vorhin,  die  Bogen  AB,  BC,  ...,  MA,  Jeder  derselben 
wird  offenbar  die  Ergänzung  des  vorigen  zu  360°  und  folglich  die 
Summe  aller  m  Bogen  gleich  {m  —  w)360°  sein,  zu  welcher  Summe  man 
aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  das  Glied  ±  ip .  360°  setzen  kann. 

Allgemein  wird  man  daher  bei  einem  mEck  die  Summe  der 
Bogen  ABy  BC,  ...,  MA,  wenn  die  ihnen  zugehörigen  Sehnen  oder 
Vielecksseiten  insgesammt  positiv  sein  sollen,  zu  setzen  haben: 

=  (»±2j!>)360°   oder   =  (m  —  w  ±  2/))  360°, 

wo  m  die  Seitenzahl  des  Vielecks,  n  eine  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Spitzen  im  Kreise  nach  einer  festgesetzten  Richtung  abhängige, 
p  aber  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Hier  zeigt  sich  sogleich  ein  merkwürdiger  Unterschied  zwischen 
den  Vielecken  mit  gerader  und  denen  mit  ungerader  Seitenzahl,  oder, 
wie  wir  uns  der  Kürze  wegen  in  der  Folge  ausdrücken  wollen, 
zwischen  geraden  und  ungeraden  Vielecken.  Findet  sich  z.  B. 
bei  einem  vorgegebenen  ungeraden  Vieleck  n  gerade  (ungerade),  so 
stellt  w  ±  2p  jede  andere  gerade  (ungerade)  und  m  —  nd:2p  jede 
ungerade  (gerade)  Zahl  vor. 

Bei  einem  ungeraden  Vieleck  kann  daher  die  Bogensumme  einem 
geraden  sowohl  als  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich  gesetzt  werden. 

Bei  einem  geraden  Vieleck  hingegen  ist,  wenn  n  gerade  (un- 
gerade) sich  ergiebt,  n±z2p  sowohl  als  m  —  n±2p  der  Ausdruck 
jeder  anderen  geraden  (ungeraden)  Zahl. 

Alle  geraden  Vielecke  zerfallen  daher  in  zwei  verschiedene 
Classen.  Bei  den  Vielecken  der  einen  Classe  ist  die  Bogensumme 
einem  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich;  und  diese  Classe  heisse 
die  erste,  weil  darin  auch  die  einfachsten  Vielecke,  wo  keine  Seite 
der  anderen  innerhalb  ihrer  Endpuncte  begegnet,  begriffen  sind. 
Bei  den  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe  kann  die  Bogen- 
summe bloss  geraden  Vielfachen  von  360°  gleich  gesetzt  werden. 


So  iBt  z.  B.  bei  dem  Yierecli  AB  CD.  wenn  B  und  D  auf  vw- 
Bcbiedenen  Seiten  der  Diagonale  AC  liegen,  die  Bogensunune 

AB  +  BC+CD-\-DA  =  mO'',    oder    3.360"  etc.; 

liegen  aber  B  und  D  auf  einerlei  Seite  von  AC,  so  ist  dieselbe 
Bopensumme  gleich  2.360'*,  4.360°  etc.,  nach  welcher  Bich tu ng  man 
auch  bei  (liesem,  so  wie  beim  vorigen  Viereck  im  Kreise  fortgehen 
mag.  Mithin  gehört  jenes  Viereck  zur  ersten,  dieses  zur  zweiten 
Classe.  Dagegen  ist  bei  ein  und  demselben  Dreieck  ABC,  die 
Dogensummc  AB  +  BC-\-  CA,  nach  der  einen  Richtung  gezählt, 
gleich  360°  oder  3.360"  etc.,  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
gleich  2.360",  4.360°  etc. 

Man  kann  auch  immer  schon  aus  der  niedergeschriebenen  Reihe 
der  Buchstaben,  nach  welcher  die  damit  bezeichneten  Spitzen  eines 
geraden  Vielecks  in  der  Peripherie  auf  einander  folgen,  beurtheilen, 
ob  das  Vieleck  zur  ersten  oder  zweiten  Claase  gehört.  Vergleicht 
man  nämlich  mit  dieser  Reihe  die  Ausdrücke  für  die  einzelnen  Seilen 
AB,  BC,  CD,  ...,  MA,  und  finden  sich  in  der  Reihe  bei  einer 
ungeraden  (geraden)  Zahl  der  Seiten  die  zwei  jede  Seite  bezeichnen- 
den Buchstaben  in  derselben  Folge,  als  wie  in  jenen  Ausdrücken, 
also  auch  bei  einer  ungeraden  (geraden)  Anzahl  in  umgekehrter 
Folge,  so  gehört  das  Vieleck  der  ersten  (zweiten)  Classe  an. 

So  ist  z.  H.  bei  dem  Sechseck  (Fig.  1)  die  Reihe  der  Spitzen  in 
der  Peripherie:  ABCDJBF,  und  darin  nur  der  Seitenausdruck  FA 
in  umgekehrter  Folge  {AF]  anzutreffen.  Mithin  ist  es  ein  Sechseck 
der  ersten  Classe. 


Bei  dem  Seckseck  (Fig.  2)  ist  die  Reihe  der  Spitzen  ABEDCF, 
worin  AB,  BC,  BF  in  directer,  und  CD,  DE,  FA  in  um- 
gekehrter Folge  sich  finden,  und  das  Sechseck  gehört  daher 
ebenfalls  zur  ersten  Classe,  so  wie  auch  Fig.  3  mit  der  Reihe 
ABDFEC. 
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Dagegen  sind  Fig.  4  und  5  zur  zweiten  Classe  zu  rechnen,   in- 
dem in  der  Reihe  des  ersteren  Sechsecks  ABCFDE  die  zwei  Aus- 


B    A 


Flf.4. 


Fig.  5. 


drücke   EF  und  FA^    in    der  Reihe  des  letzteren  ABEFCD   die 
zwei  Ausdrücke  DE  und  FA  umgekehrt  anzutreffen  sind. 


Die  oben  entwickelten  Sätze  lassen  sich  sehr  einfach  durch  tri- 
gonometrische Functionen  darstellen.  Setzen  wir  nämlich  die  Bogen 
ABj  BCj  ...,  MA  resp.  gleich  2a,  2ßj  ...,  2/i,  so  ist  bei  ungeraden 

Vielecken 

2 a  +  2/:?  +  . . .  -H  2/1  =  jö  .  360°, 
also 

a  +  ß  +  ...  +  ^i=pA%{f, 

oder,  was  dasselbe  ausdrückt: 

I)  sin  (a  +  /?  +  ...  +  /£)  =  0. 

Femer  ist  bei  den  geraden  Vielecken  der  ersten  Classe: 

2a  +  2/?  +  . ..  +  2|u  =  (2jo  +  1) .  360° 
folglich: 

i(«  +  /^  +  y  +  ...  +  iu)  =  (2jt>+l).90°, 
oder 

II)  co8i(a-|-/^  +  ...  +  /0  =  0, 

und  bei  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe: 

2a  +  2^  +  . ..  +  2/t  =  2/> .  360° 

^(«  +  ^  +  ...)=^.180°, 
oder 

II*)  sin^(a-t-/?-|-...  +  ii)  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  I),  II),  II*)  können  wir  nun  ohne 
Weiteres  an  die  Lösung  der  Haupt- Aufgabe  gehen :  Aus  den  ge- 
gebenen Seiten  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  den 
Halbmesser  des  Kreises  zu  finden. 

Bezeichnen  wir  die  Seiten  des  Vielecks,  AB,  BC,  ...,  MA  mit 


und  die  gesuchte  Gleichuiig  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halb- 
messer wird  gefunden  sein,  wenn  man  mittelst  der  letzteren  Glei- 
chungen aus  I)  oder  11)  oder  II*)  die  HülCswiitkel  a,  ß,  ...,  /* 
eliminirt  hat. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  man  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen- 
summen  in  I),  ü),  11*)  als  Functionen  der  Sinus  der  einzelnen 
Bogen  a,  ß,  ...,  ju  darzustellen  haben,  und  zwar  aU  rationale  Func- 
tionen dieser  Sinus,  wenn  die  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  c,  ...,  wie 
wohl  immer  gefordert  wird,  rational  sein  soll. 

Um  den  hierbei  zu  nehmenden  Gang  mit  möglichster  Deutlich- 
keit vorzulegen,  machen  wir  mit  dem  Dreieck  den  Anfang.  Für 
dieses  ist  die  Gleichung: 

a)  Bm{a  +  ß  +  Y)  =  0. 

Damit  sie  zuerst  nach  sin  a  rational  werde,  erwäge  man,  dass  das 
Wesentliche  der  Function  sin  «  und  jeder  rationalen  Function  von 
sin  a  überhaupt  darin  besteht,  dass  eine  solche  Function  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  statt  a 

«  +  2/*.180",   oder  —  a-f- (2/» -H  I)  180° 
substituirt.     Nun    bleibt   sin  {a  •^-  ß  -\-y)    durch    erstere   Substitution 
angeändert,    verwandelt    sich    aber    durch    letztere    Substitution    in 
sin  (a  —  ß  —  y).    Mithin  wird  die  nach  ain  a  rationalisirte  Gleichung 
a]  sein: 

6)  Bin  la  +  ß  -i-  y)  an  l—  a  +  ß  +  y)  =  0, 

als  welche  bei  der  einen  sowohl,  als  bei  der  anderen  Substitution 
für  a  unverändert  bleibt. 

Um  jetzt  diese  Gleichung  b)  nach  sin  ß  rational  zu  machen,  so 
kommt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  b)  füi  ß 

_^  +  (2p-i- 1)180" 
setzt, 

sml— a  +  ß  —  y]  ain  (a  +  ß-y); 

mithin  ei^ebt  sich  die  nach  sin  ß  rationalisirte  Gleichung,  wenn 
man  das  zuletzt  Erhaltene  in  b)  multiplicirt : 

m)  sm{a  +  ß+y]sm{—a+ß+y)Binla~ß  +  y)mi{a+ß~'y)  =  a. 
Zugleich  aber  erkennt  man ,  dass  diese  Gleichui^  III]  nach  sin  / 
schon  rational  ist,  und  es  daher  wegen  sin  y  keiner  neuen  Multipli- 
cation  bedarf.     Es  bleibt  daher  nur  die  wirkliche  Entwickelung  der 
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Gleichung  IQ)  vorzunehmen  übrig.  Diese  giebt,  wie  man  bald 
findet : 

sin  a*  +  sin  /?*  -|-  sin  y*  —  2  (sin  /?*  sin  y*  +  sin  y*  sin  a*  +  sin  a*  sin*  ß) 

+  4  sin*  a  sin*  ß  sin*  y  =  0 , 

und  wenn  man  sin  a  =  — ,  etc.  setzt: 

r 

[a*  +  6*  +  c*  —  2(6*c*  +  c*a*  +  a*6*)]r*  +  4a*6*c*  =  0, 
oder 

(a  +  6  +  c){—  a  +  b  +  c){a  —  b  +  c){a  +  b  —  c)r*  —  4a*6*c*  =  0, 

die  bekannte  Gleichung  zwischen  den  halben  Seiten  eines  Dreiecks 
und  dem  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

Auf  ähnliche  Weise  wollen  wir  die  Gleichung  für  das  nächst- 
folgende ungerade  Vieleck,   das  Fünfeck,  abzuleiten  suchen. 

Die  ursprüngliche  Gleichung  für  dasselbe  ist: 

a)  sin  (a  +  /9  +  y  +  d  +  e)  =  0. 

Verwandelt  man  darin  a  in  —  a  und  multiplicirt  das  Ergebniss  in  er), 
so  kommt  die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung: 

b)    sm(a  +  ß  +  y  +  d  +  €)sm(—a-{'ß  +  y  +  d  +  €)  =  0. 

Um  b)  nach  sin  ß  rational  zu  machen ,  verändere  man  in  b)  das 
Zeichen  von  ß  in  das  entgegengesetzte,  und  man  erhält,  wenn  man 
das  so  veränderte  b)  in  das  vorige  multiplicirt: 

c)      sin  (a  +  /9  +  y  +  d  +  «)  sin  ( —  a  +  ß  +  y  +  d  +  e) 
X  sin  {a  —  ß  +  y  +  d  +  e)  Bin  {—  a  —  ß  +  y  +  d  +  b)  =  Oy 

eine  Gleichung,  welche  nach  sin  a  und  sin  ß  zugleich  rational  ist. 
Hierin  wird  noch 

sin  (a  +  /?  —  y  -f-  ^  -|-  e)  sin  ( —  (x  +  ß  —  y  +  ^  +  e) 
^  sin  {a  —  ß  —  y  +  d  +  s)  sin  (—  a  —  ß  —  y  +  d  +  €) 

multiplicirt  werden  müssen,  um  eine  auch  nach  sin  y  rationale 
Gleichung  zu  erhalten,  und  dieses  neue  Product  noch  mit 

sin  (a  +  /?  +  y  —  d  +  «)  sin  ( —  a-^-  ß  +  y  —  ^  +  c) 
X  sin  (a  —  ß  +  y  —  d  +  «)  sin  ( —  a  —  ß  +  y  —  d  +  b) 
Xsin  {a  +  ß  —  y  —  d  +  €)sin( —  a  +  ß  —  y  —  d  +  e) 
X  sin  (a  —  ß  —  y  —  d  +  e)  sin  ( —  a  —  ß  —  y  —  d  +  e), 

damit  die  Gleichung  auch  nach  sin  d  rational  werde. 

Dieses  ganze  aus  16  Factoren  bestehende  Product  lässt  sich  zur 
Uebersicht  am  bequemsten  auf  folgende  Weise  darstellen.  Man  be- 
zeichne das  Product  aus  den  5  Factoren,  welche  man  erhält,  wenn 
man  in  a)  von   den  5  Bogen  nur   einen  auf  einmal  negativ  setzt, 

durch 

^sin( —  cc-^-ß-^-y  +  d  +  e), 
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und  eben  so  das  Product  aus  den  lö  Factoren.  welche  entstehen. 
wenn  man  in  0    zwei  Bo^en  immer  zuirleich  negativ  nimmt,   durch 

2"  sin   —  u  —  ;:^  -r  /'  -r  ^  -r-  *  • 
Alsdann  ist  das  Product  aus  allen  16  Factoren: 

V;     sin'a+i^+/  +  ^-f-«;2sinf—a+;^+...;-^8m!— «—;!?+/+. .A 

und  dieses,  gleich  XuU  gesetzt,  wird  zur  unmittelbaren  Entwickelung 
der  rationalen  Gleichung  fiir  das  Fünfeck  dienen.  Denn  dass  auch 
sin  k   rational  darin  vorkomme,   folgt   sogleich  daraus,  dass  die  nach 

sin  a.    sind    rational   gemachte   Gleichung    nach    a,  ß,  y,  d,  i 

zugleich  symmetrisch  ist. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  auf  diesem  Wege  weiter  fortzugehen, 
und  die  Gleichungen  fiir  ungerade  Vielecke  Ton  noch  mehreren 
Seiten  zu  entwickeln.  So  wird  mit  Anwendung  der  vorigen  Be- 
zeichnungsart für  das  Siebeneck  die  Gleichung  sein: 

VII}      sin(a+/'if+...  +  »;)^sin(— a+^^  +  ...):S'sin(— a— ,i-hy  +  ...) 

X  2  ^m  [—  a  —  ß  —  y  +  6  +  . .)  =  0, 

wo  von  den  drei  durch  2  angedeuteten  Product en  das  erste  aus  7. 
das  zweite  aus  2 1 ,  das  dritte  aus  35  Factoren  besteht.  Dass  aber 
alle  diese  Factoren.  und  ausser  diesen  keine  anderen  nöthig  sind,  um 

sin  (a  +  /^  +  ...  +  »;) 
nach  sin  a,  sin  ß,  ....  sin  r^  rational  zu  machen,  lässt  sich  folgender- 
massen  übersehen. 

Zuerst  ist  klar,  dass,  weil 

sin  U(  -\-  y  -1-  ...  -i-  /  ■ 

eine    sviiiiiwtrisclic   Function    von    «,   -i .  y /    ist.    aucli    P   nach 

(liocii  (/lösten  svninir'trisch  sein  niiiss.  wenn  wir.  der  Kürze  willen, 
«lurch   /'  =  0  die  rationalisirte  Gleichung  vorstellen. 

2,  Aus  der  bei  dem  Drei-  und  Fünferk  an2:ewandten  Methode 
erhellt,  dass  P  ein  Product  von  ;;?  Factoren  von  der  Form 

sin  {±1  a  zh  ß  ±1  y  ±z  . . .  z^  i^) 
sein  niu^s. 

W    Jeder   dies(?r   Factoren    an    sich    ist    irrational,    giebt    aber   in 
Verhindun;.^  mit  den  m  —  1    übrigen  jedesmal  das  rationale  P. 
■\)  Es  ist  f^ewiss,    dass 

sin  (— «  +  /:?  +  ...  +  /J 

einer  der  m  Factoren  ist.  Mithin  kann  man  P  auch  als  durch 
liationalisirun;.^  dieses  Factors  hervorstehend  betrachten.  Ursprünglich 
ahi'r  entsteht   P  durch   Ilationalisirunii:  von 

sin  (u  -^  ß  -\-  ...  -r-  t  '. 
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P  wird  sich  folglich  nicht  ändern ,  wenn  man  darin  —  a  für  a, 
und  der  symmetrischen  Form  wegen,  überhaupt  irgend  ein  Element 
in  jedem  der  m  Factoren  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt; 
d.  h.  es  müssen  durch  diese  Aenderung  des  Zeichens  dieselben  Fac- 
toren, nur  in  anderer  Ordnung,  zum  Vorschein  kommen. 

5)  Hieraus  folgt  nun  leicht,  dass  in  den  Sinussen 

sin(dia±/?d=...), 
woraus  P  zusammengesetzt,  alle  möglichen  und  absolut  verschiedenen 
Combinationen  der  Bogen  a,  /?,  ...  [durch  -|-  und  —  vorkommen 
müssen,  so  wie  auch,  dass  jeder  Sinus  auf  gleiche  Art  dasein  muss, 
d.  h.  jeder  entweder  in  der  ersten  oder  in  der  zweiten  oder  dritten  etc. 
Potenz. 

6)  Es  reicht  aber  hin,  alle  die  verschiedenen  Sinus,  welche  man 
jo,  y,  r,  5,  . .  nenne,  nur  in  der  ersten  Potenz  zu  nehmen.  Denn  ge- 
setzt, dass  durch  die  Vertauschung  des  a  mit  —  a,  p  in  q  und  q  in  jö, 
r  in  Ä  und  5  in  r  übergehe,  so  werden  schon  die  einzelnen  Producte 
joy,  r«,  ...  rationale  Functionen  von  sin  a,  also  auch  das  ganze 
p  qrs . . .  eine  rationale  Function  desselben  Sinus  sein.  Ebenso  ist 
klar,  dass  durch  Zeichenänderung  des  ß  von  allen  den  verschiedenen 
Sinussen  /?,  q,  r,  5,  ...  die  eine  Hälfte  in  die  andere,  und  umgekehrt, 
übergehen  muss,  und  dass  schon  die  einzelnen  Producte  je  zweier 
sich  gegenseitig  in  einander  verwandelnder  Sinus  nach  sin  ß  rational 
sein  müssen.  Dasselbe  gilt  von  der  Rationalität  nach  sin  /,  u.  s.  w. 
Folglich  wird  schon  das  einfache  Yrodnct  p qrs,,,  selbst,  nicht  erst 
eine  höhere  Potenz  desselben,  nach  allen  den  einzelnen  sin  a,  sin  /?,... 
rational  sein. 

Da  nun  in  der  That  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  alle 
Sinus  enthält,  die  aus  der  Form 

sin  (ifc  a  dz  ß  ± dz  rj) 

durch  alle  möglichen  Combinationen  der  Vorzeichen  entstehen,  und 
auch  jeder  Sinus  nicht  mehr  als  einmal  vorkommt,  so  muss  durch 
diese  Gleichung  die  ursprüngliche, 

sin  (a  + +  ^)  =  0 , 

und  zwar  auf  die  einfachste  Weise  rational  gemacht  sein. 

Nach  denselben  Schlüssen  wird  allgemein  in  der  rational  ge- 
machten Gleichung  für  das  (2  m +1)  Eck  auf  der  einen  Seite  Null 
und  auf  der  anderen  ein  Product  aus  folgenden  Factoren  stehen: 

1)  der  Sinus  y  der  Summe  aller  2m  +  1  Bogen  a,  ß,  y,  ..,; 

2)  die  2  m  -(-  1  Sinus,  welche  hervorgehen,  wenn  man  in  /  einen 
der  2m  +  1  Bogen  negativ  nimmt; 


negativ  setzt;  u.  s,  w. 

„„d  endlich  die   1"",+ "'''"'''",- "- ""  +  "  Si„us  mi.  , 
1.2.6         ..-       m 
negativen  Bogen. 

Die  Anzahl  aller  dieser  Sinus  ist  =  2*"*. 


Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Vielecken  von  gerader  Seiten- 
zahl fort.  Sie  zerfallen,  wie  oben  gezeigt  wurde,  in  zwei  Classen, 
von  denen  wir  aber  nur  die  eine,  —  es  sei  die  erste  — ,  einer  mn- 
ständlicheren  Betrachtung  zu  untenverfen  nöthig  haben. 

Für  das  Viereck  der  ersten  Classe  ist  die  zu  rationalisirende 
Gleichung : 

Dieser  Cosinus  wird,  wenn  man  fiir  a 

substituirt, 

cos[(2i)4- 1)90"+ J  (—«  +  /?...)]  =  — sini(—o-|-yJ... )Bin (2^4-1)90"; 

ferner  wird 

sini(-«H-^...) 
durch  die  nämliche  Substitution 

am[\{a+ß+...)-l2p  +  l)n°]=-cos\{a+ß+...)6in{2p-\-l)9(lf', 
mithin  wird  bei  dieser  Substitution,  weil 

[sin  (2^+ 1)90°]»=  1, 
B  \la  +  [i  +  ...)Bm  \l- a  +  ß  +  ...) 
ungeändert  bleiben.     Es  findet  sich   aber  eben  so  leicht,   dass  dieses 
Product  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a  mit  a  -i-2p  .  180°  vertauscht, 
indem  dadurch  coa^(a  +  ß  +  . . .)  in 

cos  [J (a  +  /^  4----)  ^i»  ■  180"]  =  cos  ^(a  +  /?+...)  cos  (/>.  1 80°) , 
sinJ(-a  +  /J  +  ...)    in    sin[i(-« +  ,?  +  ...)-/..  180°] 
=  sin  \{—  a  +  ß  +  ...)coB(p.  180°) 
übeigeht,  und 


das  Product 


[cos  (i>.  180°)]»  = 


1 
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Es  muss  folglich: 

cos  \((x  +  /?  +  ...)  sin  ^( — a  +  /?  +  ...) 

nach  sin  a  rational  sein,  so  wie  es  auch  in  der  That 

=  ^  sin  (^  +  . . .)  —  \  sin  a 

ist.     Da  nun  ebenso,  wenn  man  —  a  für  a  setzt,  auch 

cos  ^ ( —  a  +  ^  +...)  sin  ^(a  +  /!?  +  .. .) 

nach  sin  a  rational  sein  muss,  so  entspringt  daraus  die  Regel,  dass,  um 

cos  oder  sin  ^{a  +  ß -\-  ,.,) 

nach  sin  a  rational  zu  machen,  man  darin 

sin  oder  cos^( — a  +  ß  +  ..,) 
multipliciren  muss. 

Die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung  fiir  das  Viereck  ist  daher: 

cos  ^{a  +  ß  +  y  +  d)8in  i(—  a+ß  +  y  +  d)  =  0. 

Um  sie  nach  ß  rational  zu  machen,  wird  in  sie  nach  jener  Kegel 

8in^(a  —  i^  +  y  +  ^)co8^( —  a  —  ß  +  y  +  d) 

zu  multipliciren  sein.      In    dieses   jetzt   aus  4  Factoren   bestehende 
Product  multiplicire  man 

sin^(a  +  ß  —  y  +  d)cos{[ — a  +  ß  —  y  +  d)cos{{a  —  ß  —  y  +  d) 

XsinK— a  — ^  — y  +  (J), 

um  es  nach  sin  y  rational  zu  machen.    Hiemach  ist  die  nach  sin  a, 
sin  ß,  sin  y  rationalisirte  Gleichung  des  Vierecks : 

cos  |(a  +  /?  +  y +  d)cos  ^( — a  —  ß  +  y  +  d) 
X  cos  i(—  a  +  ß  —  y  +  d)co8  \{—  a  +  ß  +  y  —  d) 
Xsm\{—a  +  ß  +  y  +  d)ain\{a  —  ß  +  y  +  d) 
X:Bbi\{a+ß  —  y  +  d)sm  ^(a  +  ß  +  y  —  d). 
Da  aber 

cos  ^( —  a  — ß  +  y  +  d)  =  cos  ^{a  +  ß  —  y —  d),  etc., 

so  leuchtet  ein,  dass  diese  Gleichung  nach  a,  ß,  /,  d  symmetrisch, 
mithin  auch  nach  sin  d  rational,  folglich  die  gesuchte  Gleichung  ist. 
Hieraus  lässt  sich  endlich  die  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  c,  d 
etwa  auf  folgende  Weise  am  kürzesten  ableiten.  Multiplicirt  man  je 
einen  Cosinus  mit  einem  Sinus,  so  kommt: 

[sin  a  —  B\ii(ß  +  y  +  d)] [sin  a  +  sin( —  /?  +  y  +  d)] 
X  [sin  a  +  sin(/?  —  y  +  d)]  [sin  a  +  sin(/?  +  y  —  d)]  ==  0, 

welche  Factoren  man  der  Reihe  nachy,  g,  h,  i  setze. 
Man  hat  weiter: 

fg  =  sin  a'  —  2sin  a  sin  ß  cos(y  +  d) —  \  cos  2ß  +  \  cos  2(y  +  d), 

hi  =  sin  a*  +  2sin  a  sin  ß  cos (y  —  d) —  |  cos  2/?  +  ^  cos  2 (y  —  d). 
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IV)        0  =  ' 


-d*  +  2c'(f»  +  2a6crf— 2(aÄ-{-c(/)co8  y  cos  6. 
-rf*  +  2c*(i»  +  2a6crf-}-2(aJ-|-crf)co8  /cosi, 


-d^) 


/ff  =  a*  +  b' 
/,i  =  a*  +  b' 

=  [a»+J*_c«  — «/•  +  2cd(Bi+crf)]«  — 4(aA+crf)*(l  — c«)(! 
=  (o«  +  i*  _  c*  —  d*)*  +  4  c  rf(a6  +  f  rf)  (a*  +  fi«  —  c'  —  rf«) 
—  4(afi  +  prf)'{l~c*  — rf*), 
und  wenn  man  jetzt  noch  r  hinzufügt .   so  dasa  nUe  Glieder  einerlei 
Dimension  erhalten: 

[4(afi  +  cd)*  —  (a*  +  **  —  c»  —  rf»}']»-" 

=  4(a4  +  cd)  [ab{c*  +  (/•)  +  crf(a«  +  6')], 

welche  Gleichung  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  die  bekannte  Form 


-d)r< 


* 


(—  a  +  4  +  c  H 


-d){a  —  b  +  c  +  d){a+h  —  c  +  d)ia  +  b-!rc- 
=  4{ai  -h  crf)  (oc  +  bd)  (ad  4-  ic). 

Bedeuten  a,  Ä,  <■,  rf  nicht,  wie  oben  angenommen  wurde,  die 
halben,  sondern  die  ganzen  Seiten,  so  fällt  der  Factor  4  weg. 

Um  jetzt  die  rationale  Gleichung  flir  das  Sechseck  und  die 
höheren  geraden  Vielecke  überhaupt  zu  finden,  wird  es  genug 
sein,  zu  überlegen, 

1)  dass  diese  Gleichung  nach  allen  den  darin  vorkommenden 
2m  Bt^en  (wenn  2m  die  Seitenzahl  ist)  symmetrisch  sein  musa; 

2}  dass,  indem  man  in 

cos^{a  +  ß+r  +  ...) 
nach  und  nach  einen,  zwei,  drei,  ...  Bogen  negativ  nimmt,  der 
Cosinus  in  sinus,  hierauf  wieder  in  cosinua  und  so  fort  abwechselnd, 
zu  verwandeln  ist,  wie  dies  unmittelbar  aus  obiger  Kegel  folgt:  dass 
man  also  überhaupt  cos  oder  sin  vorzusetzen  hat,  nachdem  die  An- 
zahl der  negativen  Bogen,  und  folglich  auch  der  positiven  (weil  die 
Anzahl  aller  gleich  2m),  gerade  oder  ungerade  ist; 

3}  dass  höchstens  nur  m  Bogen  n^ativ  zu  nehmen  sind,  indem 
die  Cosinus  oder  sinus  hei  m-{-n  negativen  Bogen  mit  den  cos  oder 
sin  bei  m  —  n  negativen  die  cosinus  ganz,  die  sinus  doch  ihrem 
absoluten  Werthe  nach,  identisch  sind; 
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4)  dass  man  aus  eben  dem  Grunde  von  den  Factoren  mit  m 
negativen  Bogen  nur  die  eine  Hälfte  beizubehalten  bat;  z.  B.  alle 
diejenigen,  worin  a  negativ  vorkommt,  wie  in  IV). 

Nach  diesen  Betrachungen  wird  die  rationalisirte  Gleichung  für 
das  Sechseck  sein: 

VI)  0  =  cos  i(a  +  /9  +  y  +  d  +  6  +  0 

X8in4(— a+/?...  +  ?)sini(a— /?+y+...+g...sini(a  +  ...+fi— 9 
X  cos  i(—  a—  ß  +  y  ..,  +  ^coB  \(—  a  +  ß  —  y  +  ,..  +  ^),.. 

cos  i(a  +  ...  +  d  —  e  —  ^) 
XsinK— a  — ^  — y  +  ...  +  0...  8ini(— a  +  /9  +  y+d  — fi  — ?)• 

Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist 

l+b+     2+2     1.2.3-^^- 

Dass  aber  dieses  Product  nach  allen  sin  a,  sin  /9,  ... ,  sin  ^  rational  ist, 
ergiebt  sich  leicht  daraus,  dass  für  jeden  dieser  Sinus  je  2  Factoren 
zusammengehören,  die  ein  nach  demselben  rationales  Product  mit 
einander  bilden.     So  gehört  z.  B.  für  sin  d  zu  dem  Factor 

sin  i  ( —  a  —  ß  —  y  +  d  +  6  +  Q 
der  Factor 

cos  i( — a  —  ß  —  y  —  d  +  fi  +  t)  =  cos  \{cc  +  ß  +  y  +  d  —  e  —  ^), 

und  umgekehrt  zu  letzterem  der  erstere,  indem  ihr  Product 

=  ^sind  —  \  sin  {a  +  ß  +  y  —  e  —  f) 
ist. 

Auf  gleiche  Art  wird  überhaupt  die  rationalisirte  Gleichung  für 

das  2m Eck  der  ersten  Classe  sein: 

0  =  co8\(a+ß+,..)2sm{{—a+ß  +  ..,)2cos^(—a—ß+y-\'...) 

X:2sm^(—a  —  ß  —  y  +  d  +  ...) 

und  so  fort  bis  zu  dem  Product  aus  allen  den  Cosinussen  (wenn  m 
gerade),  oder  Sinussen  (wenn  m  ungerade),  bei  welchen  nebst  einem 
und  demselben  Bogen,  z.  B.  a,  noch  m  —  1  andere  negativ,  die  m 
übrigen  aber  positiv  sind.     Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist: 

1  +  2»»+        j     2        +  1.2.3  ^•• 

_j_  J_    2m{2m—\)...{m  +  l)  ^  ^tm-.. 
2  1  .  2  ....  m 

Was  die  geraden  Vielecke   der  zweiten  Classe  anbelangt, 
so  hat  die  hierbei  rational  zu  machende  Gleichung  die  Form: 

Bin^((^+ß  +  y  +  ...)  =  0. 

27* 


b 
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Nach  der  oben  gegebenen  R^el  wird  diese  Gleichung  sach  sin  r 
ntional  gemacht,  wenn  man  aie  mit 

mtdtiplicirt,  and  dieses  nach  sin  a  rationale  Prodnct  wird  auch  nach 
ein  ji  rational  werden,  wenn  man  es  mit 

cos|(o  —  // +  /,..)  sin  !(-«  —  ;*  4---} 
multipUcirt  etc.  Die  rationalisirte  Gleichung  eines  geraden  Vielecks 
der  zweiten  Classe  erhält  man  also  anmittelbaT  aus  der  Gleichung 
desselben  Vielecks  der  ersten  Classe,  wenn  man  in  letalerer  Glei- 
chang  die  Wörter  sinus  und  cosinus  mit  einander  verwechselt.  So 
wird  z.  B.  die  rational  gemachte  Gleichung  für  das  Viereck  der 
zweiten  Classe  sein : 

/       sin  l(o  -f/t  +  y  4-  J)  9in(l(-  o  — /J  +  y  +  S) 
rv-i     ,,_     XsinJ(-ß  +  //-/  +  (i)9ini(-a+,J  +  y-J} 
'     "~\Xcos\{~a  +  ß  +  y  +  d)co9Ha-ß  +  y  +  il) 

Hier  ist  also  bei  den  Cosinussen  die  Äuznhl  der  n^ativen  Bogen 
ungerade  und  bei  den  Sinussen  gerade,  während  bei  der  ersten  Classe 
das  Gegentheil  stattfand.  Daraus  ergiebt  sich  femer.  daas  TV)  in 
rV*),  VI)  in  VI")  etc.,  und  umgekehrt,  auch  dann  sich  venvandelt, 
wenn  man  irgend  einen  der  2m  Bogen,  z.  B.  a,  oder  auch  irgend 
drei,  fünf  etc.  Bogen  negativ  nimmt,  dasa  aber  die  Gleichungen  IV), 
VI)  etc.  sowohl  als  IV"),  VI*)  etc.  unverändert  bleiben,  wenn  man 
irgend  eine  gerade  Anzahl  der  2m  Bogen  mit  dem  en^egengesetstes 
Zeichen  nimmt.  Es  mrd  folglich  auch  die  daraus  abgeleitete  Glei- 
chung zwischen  r,  a,  b,  ...  eines  geraden  Vielecks  der  einen  Claue 
in  die  Gleichung  des  der  anderen  Classe  zugehörigen  Vielecks  sich 
verwandeln,  oder  sich  nicht  ändern,  je  nachdem  man  einer  ungeraden 
oder  geraden  Anzahl  der  Seiten  entgegengesetzte  Werthe  giebt. 

Die  Gleichung  zwischen ,r,  a,  b,  ...  für  das  Viereck  der  zweiten 
Classe  wird  demnach  sein: 
la  +  h+c+d)l—a—b+c+d){—a-\-b—c+d)l—a+b+c  —  d)r* 

=  _4(aJ_crf)(ac  — 6rf)(arf— Äc). 
Diese  Gleichung,  sowie  die  vorige  für  das  Viereck  der  ersten  Classe, 
besitzen  demnach  die  Eigenschaft,  dase  die  eine  in  die  andere  über- 
geht, wenn  man  i]^end  eine  der  vier  Grössen  negativ  nimmt,  dass 
also  jede  derselben  für  sieb  auf  gleiche  Art  sich  ändert,  man  mag 
a  in  — a,  oder  b  in  — b  etc.  verwandeln,  und  dabei  in  dem  ersten 
Zustande  sowohl,  wie  in  dem  geänderten,  nach  a,  b,  c,  d  symmetrisch 
ist.     Wir  Bchliessen  hieraus,,  dass  jede  der  beiden  Gleichungen,  in 
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einzelne  Glieder  au%elöst,  ausser  symmetrischen  Functionen  von 
a^,  b^y  6^,  d*y  als  welche  bei  jedem  Zeichenwechsel  der  Elemente 
Qy  hy  ...  dieselben  bleiben,  noch  das  Product  ah  cd  enthalten  werde, 
welches  die  einfachste  symmetrische  Function  von  a,  hy  c,  d  ist,  die 
sich  bei  dem  Zeichenwechsel  eines  jeden  ihrer  4  Elemente  auf 
gleiche  Art  ändert.  Und  in  der  That  lassen  sich  die  Gleichungen 
IV)  und  rV*)  in  folgender  Form  darstellen: 

[—  a*  — ...  —  rf*  +  2(a«4«  +  a*c*  +  • ..  +  C'd^)  zb  8aJcrf]r« 
=  4(a«  J«c«  +  ...  +  i*c«rf«)  ifc4a4crf(a«  +  ...  +  rf«), 

wo  das  obere  Zeichen  für  die  erste,  das  andere  für  die  zweite  Classe 
gilt.  Auf  ähnliche  Art  wird  die  Gleichung  für  das  Sechseck  aus 
symmetrischen  Functionen  von  a*,  J*,  . . . ,  /^  und  aus  dem  Producte 
abcdef  zusammengesetzt  sein,  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  für  ungerade  Vielecke  dagegen  enthalten  nur 
symmetrische  Functionen  von  a*,  J*,  ...  und  bleiben  daher  bei  jedem 
Zeichenwechsel  ihrer  Elemente  unverändert. 

Noch  kann  man  bemerken,  dass  die  zwei  rationalisirten  Glei- 
chungen der  ersten  und  zweiten  Classe  eines  geraden  Vielecks,  in 
einander  multiplicirt  ein  Product  geben,  welches  die  Form  der 
rationalisirten  Gleichung  eines  ungeraden  Vielecks  hat,  nämlich: 

cos  ^(a  +  /?  +  ...)-^  sin  ^( — a +  /?  +  ...) ... 
X  sin  i(a -1-/?  +  ...):^  cos  ^  (—«  +  /?  +  ...)...  =  0, 

einerlei  mit 

sin  (a  +  /?  +  ...)JSsin  ( — a +  /?+-...)...=:  0, 

und  dass,  wenn  man  auch  bei  einem  ungeraden  Vielecke  als  rational 
zu  machende  Gleichung  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  bei 
geraden  Vielecken,  zu  Grunde  legen  wollte,  man  dennoch  zu  der- 
selben rationalisirten  Gleichung  wie  vorhin  gelangen  würde.  Setze 
man  z.  B.  für  das  Dreieck  die  Gleichung 

cosi(a  +  ^4-y)  =  0, 

so  müsste  man  sie,  um  sie  nach  sin  a  rational  zu  machen,  mit 

8ini(— a  +  ^  +  y) 

und  wegen  sin  ß  noch  mit 

sin  i(a  —  /?  +  y)  cos  i(—  a  —  /?  +  y) 

multipliciren.  Dieses  Product  ist  aber  noch  nicht  nach  sin  y  rational, 
sondern  wird  es  erst  durch  Multiplication  mit: 

sin  |(a  +  ß — y)  cos  \[ — a  +  ß — y)  co%\[a—ß — y)  sin \( — a— ^ — y), 

wodurch  man  auf  die  obige  Gleichung  m)  zurückkommt. 
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Das  Bisherige  wird  genug  sein,  um  zu  sehen,  wie  man  aus  der 
Seitenzahl  irgend  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks 
die  Gleicliung  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halbmesser  des  Kreises 
finden  könne,  zugleich  aber  auch,  um  einzusehen,  dass  diese  Glei- 
chungen, ilie  bereits  entwickelten  für  das  Dreieck  und  Viereck  auf- 
genommen, schon  vom  Fünfeck  an  sehr  zusammengesetzt  sein  müssen. 
Ohne  daher  im  Gegenwärtigen  diese  Entwickelung  selbst  vorau- 
nehmen,  will  ich  jetzt  nur  die  hierbei  gewiss  noch  am  meisten  inter- 
essirende  Frage  zu  beantworten  suchen,  bis  auf  welchen  Grad  eine 
solche,  nach  Potenzen  von  r  geordnete  Gleichung  steige,  wie  viel 
also  verschiedene  Kreise  esistiren,  in  denen  aus  einer  gegebenen 
Anzahl  von  Seiten  ein  Vieleck  zusammengesetzt  werden  kann. 

Weil  in  der  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  r,  ...  nur  die  Quadrate 
von  a,  b,  ,..,  und  bei  geraden  Vielecken  noch  das  Product  aus  allen 
Seiten  vorkommen,  so  ersiebt  man  zuerst,  dass  die  Gleichung  nur 
gerade  Potenzen  von  r  enthalten  könne,  und  dass  sie  mithin  nach 
ihnen  geordnet  von  der  Form  sein  werde: 

0)  0  =  ^  +  -Br"  +  Cr*  +  . . .  Pr^P, 

WO  A,  B,  C,  ...  rationale,  ganze,  symmetrische  Functionen  von 
rt*,  J*,  c',  ...  (und  abc  ...]  sind,  und  p  eine  ganze  von  der  Seiten- 
zahl m  abhängige,  jetzt  eben  zu  bestimmende  Zahl  ist.  Diese 
Gleichung  lüsst  sich  nämlich  in  p  Factoren  von  der  Form  r*  —  r/ 
auflosen,  deren  jeder,  wenn  anders  j  eine  mögliche  und  positive 
Grösse  ist,  einen  besonderen  Kreis,  dessen  Halbmesser  =^  ±  V^,  zu 
erkennen  giebt,   in  welchen   das  Vieleck   beschrieben  werden   kann. 

Um  nun  den  Grad  der  Gleichung,  oder  2p,  für  ein  gegebenes  m 
zu  bestimmen,  wird  es  hinreichen,  das  erste  und  letzte  Glied  der 
Gleichung  zu  entwickeln,  worauf  dann  der  Unterschied  in  den  Dimen- 
sionen dieser  Glieder  dem  gesuchten  2p  gleich  sein  wird;  Um  die 
dabei  anzuwendende  Methode  zuerst  am  Dreieck  darzulegen,  so  ist 
in  der  rationalisirten  Gleichung  lU)  der  erste  Factor  des  gleich  0 
gesetzten  Products:  sin(a  +  j?  +  y),  den  man  jetzt  unter  folgender 
Fonn  darstelle: 

Jj  [CO.  ("  +  (»  +  /)  +  .■  »a  (o +/»+ ?)] 

-  i  [cos  (o +  /»  +  /)-•■  »in  («  + 1»  +  C)] 

=  2i  (<»""  +  •"■■  ")  (»"s  |»  +  i»iii/»)  (cos  c  +  isin  ;■) 

—  S^{c08  a  —  tsin  a)  {cos  ß  —  i  sin  ß)  (cos/  — »  sin  j-)  =  a, 
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wo  i  =  V  —  1  ist ,  und  auf  gleiche  Weise : 

sin  ( —  a  +  ß  +  y)  =  i 
=  jTT  (cos  a  —  i  sin  a)  (cos  /?  +  ♦  sin  ß)  (cos  y  +  ♦  sin  y) 

—  ^  (cos  a  +  i  sin  a)  (cos  ß  —  ♦  sin  ß)  (cos  y  —  ♦  sin  y) , 
u.  s.  w.    Es  ist  aber,  wenn  man  einstweilen  r  =  1  nimmt: 

cos  a  zki  sin  a  =  VT— o*  ifc ia, 


co8ß±i  sin  ^  =  Vi—b*±ib, 

etc.  Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  a,  B,  c,  ...,  so  werden  sich 
in  dem  Producte  abcb  die  Wurzelzeichen  gegenseitig  yernichten  und 
dieses  Product  gleich  0  gesetzt,  und  mit  Hinzufiigung  der  Potenzen 
von  r  die  Dimensionen  überall  gleich  gemacht,  wird  die  gesuchte 
Gleichung  für  das  Dreieck  erhalten  werden. 

Zu  demselben  Resultate  wird  man  nothwendig  auch  gelangen, 
wenn  man  statt  der  Wurzelgrössen  Vi  — a*,  etc.  ihre  Entwickelungen 
in  unendliche  Reihen:  1 — ^a*  —  ...,  etc.  substituirt.  Zugleich  aber 
bieten  diese,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a,  . . .  geordneten  Ent- 
wickelungen ein  einfaches  Mittel  dar,  um  von  der  Gleichung  abcb  =  0 
das  Glied  von  der  niedrigsten  Dimension  separat  darzustellen,  da- 
durch nämlich,  dass  man  von  jeder  Reihe  ebenfalls  nur  das  niedrigste 
Glied,  welches  überall  gleich  1  ist,  beibehält.     Hierdurch  wird 

cos  a±i  sin  a  =  1  ± fa, 
etc.,  und 

a  =  ^  (1  +  ia)  (1  +  ib)  (1  +  ic)  -  ^  (1  -  ia)  (1  -  »6)  (1  -  »V), 

und  wenn  man  diese  Producte  entwickelt,  und  dabei  gleichfalls  nur 
die  niedrigste  Dimension  von  a,  i,  c  stehen  lässt: 

a  =  a  +  b  +  Cj 
und  eben  so 

b  =  —  a  +  b  +  Cy 

u.  s.  w.,  folglich  das  niedrigste  Glied  in  abcb, 

=  (a  +  b  +  c){—  a  +  b  +  c){a  —  b  +  c)[a-\'  b  —  c). 

So  wie  das  niedrigste  Glied  durch  Auflösung  der  Wurzelgrössen 
Vi  —  a*,  etc.  in  Reihen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a,  ...  er- 
halten wurde,  eben  so  wird  sich  das  Glied  ergeben,  welches  die  höchste 
Dimension  von  a,  b,  c  ia  sich  fasst,  wenn  man  die  Wurzelgrössen 
nach   absteigenden   Potenzen    entwickelt,    und   von    diesen   Reihen 
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gleichfalls  nur  den  Anfang  beibehält    Alsdann  ist: 

VI— a»  =  »yä»^=^  =  ia  —  ^ ..., 

folgUch:  Vnr^  +  ,a  =  2,«/ 

u.  8.  w.,  und 

a  =  sr^  .2«a.  2t5.2«c —  jr-,  .  ^-—  .  ^prv  .  -^r-r-  =  — 4aJc, 
2t  2i      2%a      2%o      2ic  ' 

weil  das  zweite  Glied,  wo  a,  h,  c  vm  Nenner  vorkommen,  gegen  das 
erste  wegzulassen  ist.     Aus  eben  dem  Grunde  hat  man: 

2i      2ia  2f  7,10      2%c        a 

ac      ^       ab 

folglich  das  höchste  Glied  in  abcb 

=  — 4abc —  .  -T-  .  —  =  — 4a*Ä*c*. 

a       0        c 

Da  dieses  nur  um  2  Dimensionen  höher  als  das  niedrigste  ist,  so  ist 
die  Gleichung  selbst  nur  vom  zweiten  Grade,  hat  folglich  keine 
Mittelglieder  und  ist  nach  Hinzufiigung  von  r^: 

(«  4-  j  +  c)  (_  a  +  J  +  c)  («  —  i  +  o)  (a  +  *  —  ^)  r*  —  4  a»  Ä«  c*  =  0 , 
wie  schon  oben  gefunden  wurde. 

Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  für  das 
Fünfeck  und  die  ungeraden  Vielecke  mit  noch  mehreren  Seiten  be- 
liandeln.     Ueberhaupt  nämlich  wird  von 

sin  (dz  a  ±  ß  dz  y  dz  ...), 

nach   aufsteigenden  Potenzen  von   a,  b^  r,  ...   entmckclt,   das   erste 

oder  niedrigste  Glied 

=  ±:a±b±r±:  .., 

sein.  Ent^^^[ckelt  man  aber  denselben  Sinus  nach  absteigenden 
Potenzen,  so  ist  das  erste  und  also  höchste  Glied 

oder  ,  ,  ^ 

^t(2iay    (2iby    (2ic)^    ..., 

nachdem    die    Dimension    des    einen    oder    des    anderen  Ausdruckes 
positiv  ist,  wobei  sich,  weil  die  Anzahl  von  a,  b,  c,  ...  ungerade  ist, 
die  /  immer  gegenseitig  aufheben  werden. 
Bei  dem  Fünfeck  ist  demnach  von 
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das  niedrigste  Glied  P  in  der  Gleichung  @), 
=  (a+ J  +  c+rf-4-e)  2  (— a+ J+c+rf+e)  2  (— o— Ä+c+rf+ö), 

und  dessen  Dimension 

5    4 
=  1+5  +  ^  =  16; 

für  das  höchste  Glied  A  hat  man 

sin  (a  +  1^  +  •••)  =  — i*  •  2ia  .  2«6  .  2fc  .  2irf  .  2ie  =  16abcde, 

sin  ( — a  +  |^  +  ...)  =  — 4«(2ta)      .  2« 6  .  2tc  .  2id ,  2ie  == , 

a 

8in(— a  — /J4-y  +  -..)  =  — i»■(2»a^'(2»6)~^2»•c.2trf.2te  =  ^, 
folglich  ^  selbst 

=  ie«ic..2'(-^):2'(^). 

und  dessen  Dimension 

=  5. 1+3. 5  +  1. ^-|, 

weil  jeder  der  5  unter  dem  ersten  2  begriffenen  Factoren  von  der 
dritten  und  jeder  der  10  Factoren  unter  dem  zweiten  2  von  der 
ersten  Dimension  ist;  folglich  der  Unterschied  der  Dimensionen 
zwischen  A  und  P,  oder 

2j9  =  5  —  l +  (3  —  1)5  =  4  +  2.5  und  j9  =  2  +  1  .  5  =  7; 

d.  h.  die  Gleichung  für  das  Fünfeck  ist  nach  r*  vom  siebenten  Grade. 
Sind  daher  alle  7  Wurzeln  dieser  Gleichung  möglich,  so  giebt  es 
sieben  (im  Allgemeinen)  verschiedene  ELreise,  in  welche  sich  mit 
den  gegebenen  fünf  Seiten  ein  Fünfeck  zeichnen  lässt     Weil 

_2.(_4*4')  =  (_4*^').(-4«-^«)...  =  -4.»W.. 

und 

yflcde\  ^cde     bde       abc  ^  ^,j,       ^, 

^\ab)         ab    '    ac   '"   de  ' 

so  ist  das  höchste  Glied  entwickelt  * 

=  — 4'a*6«c«rf*e\ 
mithin  das  Product  aus  den  Quadraten  aller  7  Halbmesser: 

,    ^  ,   _    2'*a^b^..,e^ . 

folglich,  wenn  a,  b,  ...  nicht  die  halben,  sondern  die  ganzen  Seiten 

selbst  bedeuten  : 

_  aH\,.e^ 

*  '  '"    '  ""   V(a+b  +  ^.,+e)2(—a+b+,..)2{—a—b-i^c+d+e) 


e^ 


Vielecke  ii 

Um  ein  einfaches  Beispie)  zu  geben,  wie  sich  mit  denselben  fiinf 
Seiten  in  sieben  verschiedene  Kreise  Fünfecke  beschreiben  lassen, 
80  wollen  wir  zuerst  alle  fünf  Seiten  einander  gleich  annehmen. 
Alsdann  reduciren  eich  die  7  verschiedeneu  Kreise  auf  3,  indem  5 
derselben  einander  gleich  werden.  Das  in  den  gröesten  derselben 
(Fig.  6)  einzuschreibende  Fünfeck  ist  das  gewöhnliche  reguläre ,    daa 


I  Fünfeck  in  dem  kleinsten  derselben  (Fig.  8)  ist  das  unter  dem  Namen 
des  Pentalpba  bekannte.  Das  Fünfeck  in  dem  mittleren  Kreise 
(Fig.  7)  hat  die  Gestalt  eines  regulären  Dreiecks,  indem  hier  drei 
auf  einander  folgende  Seiten  z.  B.  B  C,  CD,  DE,  in  einander  fallen. 
Lassen  wir  nun  jede  der  fünf  Seiten  um  beliebige  kleine  Grössen 
verkleinert  oder  ve^^rössert  werden,  so  werden  Fig.  6  und  8  ihre 
Gestalt  nicht  wesentlich  ändern;  in  Fig.  7  aber  werden  die  drei 
zusammenfallenden  Seiten  etwas  auseinandergehen,  und  dadurch 
Fluren  wie  9,  10  und  11  bilden.  Da  nun  die  mittelste  det  drei 
vorher  in  einander  fallenden  Seiten,  jede  der  fünf  Seiten  sein  kann, 
so  entstehen  aus  Fig.  7  fünf  verschiedene  Fünfecke  und  ebenso  viel, 
wenn  auch  nur  wenig,  von  einander  verschiedene  Kreise. 

Man  sieht  aus  dieser  für  das  Fünfeck  angestellten  Untersuchung, 
dass  überhaupt  aus  jedem,  in  der  rationalisirten  trigonometrischen 
Gleichung  als  Factor  vorkommenden  Sinus,  tän(±a±  ß  ± ...),  für 
das  Glied  P  in  der  nach  Potenzen  von  r*  geordneten  Gleichung  6) 
ein  Factor  von  der  ersten  Dimension  {±a±h± ...),  für  das  Glied 
A  aber  ein  Factor  von  der  Dimension  f — g  erwächst,    wenn  von 
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allen  den  in  sin  {äz  a  ± ß  dz  .,,)  vorkommenden  Bogen ,  /  derselben 
einerlei  Zeichen,  die  ff  übrigen  das  entgegengesetzte  haben ,  und  f 
die  grössere  Zahl  ist;  dass  mithin  die  Differenz  der  Dimensionen 
von  A  und  P,  gleich  2p ,  wegen  jedes  sin  {±:a±  ,,.)  einen  Zuwachs 
von  / —  ff  —  1 ,  und  also  wegen  jedes  -2  sin  (±:  a  di . . .)  einen  Zu- 
wachs von  n  [f —  ff  —  1)  Einheiten  erhält,  wenn  die  Anzahl  der  unter 
^  enthaltenen  in  einander  zu  multiplicirenden  Sinusse  gleich  n  ist. 
Wenden  wir  dieses  auf  das  Siebeneck  an,  dessen  rationalisirte 
Gleichung 

sin  (a  +  . . .  + 1?)  «2  sin  { —  a  +  . . .)  2  sin  ( —  a  —  /?  +  ...) 
X  ^  sin  (— a —  /?  — y +  ...)  =  0 
ist,  so  haben  wir  für 

sin  (a  +  ...  +  ij),    /=  7,    ff  =  0\ 
für  das  erste  Zeichen  J^, 

f—9  =  ^^    n  =  l\ 
für  das  zweite  2, 

für  das  dritte  2, 

.  ,  7.6.5 

f-ff=l,    ^=17273, 

also/ — ff  —  1  der  Reihe  nach  gleich  6,  4,  2,  0,  und  daher 

7.6 


2^  =  6. 1+4.7  +  2. 


1.2' 


^  =  3. 1+2. 7  +  1. |^  =  38, 

und  es  kann  folglich  38  verschiedene  Kreise  geben,  in  welchen  sich 
mit  denselben  gegebenen  7  Seiten  Siebenecke  beschreiben  lassen. 

Ebenso  ist  nun  auch  im  Allgemeinen  bei  dem  (2  m +  1)  Eck  für 

sin  (a  +  /?  +  .. .) 

f—ff—l  =  2m,    »=1, 
für  das  erste  2 

/— y— l=2m  — 2,    »  =  2m  +  l, 

für  das  zweite  2 

I»              .        A          .               2fn  + 1 .  2fn 
/— y— l  =  2m  — 4,     n  =  — -^, 

für  das  vorletzte  2 

j,              .       ^             2m+ 1  .  2m  ...  m  +  3 
/-^-l  =  2,    «  =  — ^ .2     ...m-1' 

für  das  letzte  2 


und  hiflrmit,  wenn   man  von  f—g—  1   die   halben  Werthe  nim 
^, „2'~+l.a»'.2».-l  ^,     2»  + 1.2;»^ 


Dieser  Reihenausilxuck  für  p   iKsst   sich  aber   leicht    in    einen   ge- 
flchloesenen  verwandeln.     Man  hat: 

;,  =  »,[,+  (2»  +  ,1  +  !^»±-il^'  + ...  +  '^'"  +  "\"  ;;;^  +  »] 


-(2m+l|[ 


1+2».+ 


2ni(2ffl—  1) 


2m(2m— l|. 


1+Jl 


2         T^      ■T^     1      ,     2         ...CT  — 2j 
Weil  nun 


-(2m+t)[2'" 


-1^2     1...      m       "" 
2m. ..»)  +  : 


1    ...«  —  1 
welches  sich  ohne  Weiteies  auf 

_2wi+  1      2»t.2m  — 1  ...m  +  g 


2m...m+  n 
1  ...     m    y 


I 


reducirt.      Hiemach    ist    also    der    Grad    der    nach    r*    geordneten 
Gleichung  fiir  das  Dreieck 


für  das  Fünfeck 
für  das  Siebeneck 
für  das  Neuneck 


5      4.3 


2       1.2 

_   1       6.5.4 
""2       1.2.3 

9       8.7.6.5 


—  2"  =  7, 
2'  =  38, 
2'  =  187, 
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für  das  Elfeck 

_11      10  .  9  .  8  .  7  .  6      o.  _  o,, 
""2   •    1.2,3.4.5  —  ö'«» 

für  das  Dreizelmeck 

_  13     12.11.  10.9.8.7      -„       -Q.ß 
■~y      1.2.3.4.5.6  ^     -3958, 

u.  8.  w.,  welche  Zahlen,  wie  man  sieht,  so  schnell  wachsen,  dass  mit 
der  Formel  für  das  Dreizehneck  ein  schon  ziemlich  starkes  Buch 
ausgefüllt  werden  könnte. 

Es  lassen  sich  diese  Zahlen  auch  noch  sehr  einfach  auf  recur- 
rirende  Weise  darstellen.  Es  besteht  nämlich  der  Ausdruck  für  p 
aus  zwei  Theilen:  einem  Binomial-Coef&cienten  und  einer  Potenz 
von  2.    Ebenso  ist  für  das  (2m  —  l)Eck 

2m  —  1      2m  —  2.2m  —  3...m+l.     m  ^.-.     . 

^*  2  1.2  ...m  — 2.m— 1 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Ausdrücken  für  p  und  p^  das  eine  Mal 
die  Binomial-Coefficienten ,  das  andere  Mal  die  Potenzen  der  2,  so 
erhält  man  folgende  zwei  recurrirende  Bestimmungen: 

mp  —  2(2m  +  \)p^  _  2*«»  — «, 


2m  —  \,2m  —  2,,,m+l 
P-^P,^        1       .    2 ...m-i 


wonach 


7  =  1(10. 1+4)  =  4. 1  +  3, 
38  =  i(14.7  +  4»)  =  4.7+^, 

187  =  i(18  .  38  +  4»)  =  4 .  38  +  |-;^, 

874  =  i(22  .  187  +  4«)  =  4  .  187  +  ff|4f|' 

u.  8.  w.  Noch  fliesst  hieraus,  dass  p  :  p^'^A  :  \,  A.h,  dass  jede  folgende 
Zahl  grösser  als  das  Vierfache  der  vorhergehenden  ist.  In  der  That 
sind  die  Exponenten  des  VerhältniBses  p  :  p^  der  Reihe  nach: 

liL  =  4?^       874  _     126       3958  _  .  231 
38    ~     38'      187  ~     187'      874  ~"     437  ' 

etc.  Auch  läset  sich  zeigen,  dass  diese  Ueberschüsse  der  Exponenten 
über  4  immer  kleiner  und  über  jede  angebbare  Grenze  kleiner 
werden,  je  weiter  man  in  der  Reihe  fortgeht. 


Was  nun  den  Grad  der  Gleichung  für  ein  gerades  Vieleck  an- 
geht, so  ist  zuerst  einleuchtend,  dass  die  Gleichungen  für  das  2*nEck 
der  einen  und  anderen  Classe  von  gleichem  Grade  sein  müasea,  in- 
dem jede  dieser  zwei  Gleichungen  in  die  andere  durch  hlosae  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  irgend  eines  der  Elemente  übergeht.  So- 
dann läsBt  sich  zeigen,  dass  diese  zwei  Gleichungen  für  das  2m Eck 
von  demselben  Grade,  als  die  Gleichung  für  das  nächst  niedrigere 
ungerade  (2ffi — l)Eck,  sind. 

um  diesen  Satü  zuerst  an  der  Gleichung  für  das  Viereck  zu 
erläutern,  so  ist  die  Gleichung  IV),  wenn  man  darin  den  Sinus  des 
letzten  Bogens  d  schon  rational  darstellt: 

(i  =  [am{a  +  li  +  y)  —  ^nS][aml~a  +  ß  +  y)  +  slnd] 
X  [Bin(a  _  /i  -}-  J-)  +  sin  d]  [sin (a-i-ß  —  y)+  ain  d]. 
Von  der  hieraus  abzuleitenden  lutionaleu  Gleichung  zwischen  a,  b,  c,  d 
wollen  wir  nun,  eben  so  wie  vorhin,  das  Glied  von  der  niedrigsten 
und  das  von  der  höchsten  Dimension  zu  bestimmen  suchen.  Za 
diesem  Zweck  wird  in  beiden  Fällen  für  sin  6  nur  d  zu  substituiren 
sein.  Dagegen  wird  man  die  übrigen  Sinus  sin(ia±...),  wie 
oben  beim  Dreieck,  das  eine  Mal  nach  aufsteigenden,  das  andere 
Mal  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  b,  c  zu  entwickeln,  und  von 
beiden  Entwickelungon  nur  die  Anfangsglieder  beizubehalten  haben. 
Subslituirt  man  daher  die  beim  Dreieck  für  diese  Glieder  gefundenen 
Werthe,  so  ergiebt  sich  in  der  Gleichung  des  Vierecks  das  Glied 
von  der  niedrigsten  Dimension 

=  {(,  +  b  +  c  —  <I)(—a  +  b  +  c  +  d)(a  —  b  +  c  +  d){a-hb  —  c  +  d}. 
und  das  Glied  von  der  höchsten: 
'bc 


=(-^«'"-^)(t  +  ^)(¥ 


welches  sich,  wenn  man  im  ersten  Factor  das  einfache  d  gegen  das 
Product  abc,  wie  erforderlich,  weglässt,  auf 

—  4{4c  -h  ad)  (ac  +  bd)  {ab  +  cd) 
reducirt.  Da  nun  letzteres  Glied  nur  um  zwei  Dimensionen  höher 
als  das  erstere  ist,  und  die  Gleichungen  für  die  geraden  sowohl  als 
für  die  ungeraden  Vielecke  nur  gerade  Potenzen  von  r  enthalten 
können,  so  wird  letzteres  Glied,  mit  Hinzufügung  des  ersteren, 
durch  r*  noch  multiplicirten  Gliedes,  gleich  0  gesetzt,  die  Gleichung 
für  das  Viereck  sein ;  vollkommen  so ,  wie  sie  bereits  oben  aof 
anderem  W^e  gefunden  wurde. 

Wenden  wir  dieselbe  Verfahrungsart  auf  die  Gleichung  VI)  für 
das   Sechseck  der  ersten  Ciasse  an,    so   verwandelt   sich    das  darin 
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gleich  0  gesetzte  Product  von  32  Factoren,  wenn  man  dasselbe  nach 
dem  Sinus  des  letzten  Bogens  ^  rational  darstellt,  und  deshalb  je 
einen  Sinus  mit  einem  Cosinus  multiplicirt,  in  ein  Product  aus 
16  Factoren  von  der  Form 

sin (dr  a  zh ß  dz  ,.,  ±  e)  dz  sin  ^, 

wobei  sin  ^  das  Vorzeichen  +  oder  —  erhält,  nachdem  in 

8in(±:  a  dz ..,) 

die  Anzahl  der  positiven  Bogen,  die  ich  immer  grösser  annehme  als 
die  Anzahl  der  negativen,  gerade  oder  ungerade  ist.  Zu  demselben 
Producte  wird  man  daher  auch  gelangen,  wenn  man  in  der  rational 
gemachten  Gleichung  V)  für  das  Fünfeck,  zu  jedem  der  16  Sinus- 
factoren noch  sin  ^  mit  +  oder  —  nach  der  eben  gegebenen  Vor- 
schrift hinzufügt,  so  dass  sich  die  Gleichung  VI)  auch  unter  folgen- 
der Form  darstellen  lässt: 

[sin (a  4-  ^  +  ...  4-  e)  —  sin  C]  2[sin  (—  a  +  /9  -f  ...)  +  sin  ^ 
X  2[Bm{—  a  —  ß  +  y  +...)  —  ain  ^  =  0, 

Denn  man  sieht  leicht,  dass  die  zwei  Factoren  von  der  Form 

cos  ^(dz  a  ±  ...  ±  Q  und  sin  ^(db  a  dt ...  dr  Q, 

in  welche  jeder  dieser  16  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  unter  den 
32  Factoren  von  VI)  vorkommen  müssen,  so  wie  auch,  dass  man 
unter  den  32  aus  dieser  Lösung  entstehenden  Factoren  keine  zwei 
einander  gleich  bekommt. 

Indem  man  nun  die  Gleichung  VI)  in  ihrer  gegenwärtigen 
Form,  eben  so  wie  im  Vorigen  die  Gleichung  V),  zur  Erforschung 
des  Grades  der  Gleichung  für  das  Sechseck  anwendet,  so  wird  offen- 
bar durch  das  Hinzutreten  von  sin  T,  wofür  man  jetzt/*  zu  setzen 
hat,  die  Dimension  des  ersten  Gliedes  in  der  Entwickelung  von 

sin  (dz  a  dz  . . .) 

sei  es  nach  aufsteigenden  oder  absteigenden  Potenzen  von  a,  i,  ^,  ... 
nicht  geändert.  Ist  nämlich  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  Falle 
dieses  erste  Glied  von  sin  (dz  a  zt: . . .)  nur  von  der  ersten  Dimension, 
so  wird  man  d=y*,  weil  es  dieselbe  Dimension  hat,  hinzusetzen 
müssen.  Gehört  aber  das  Glied  einer  höheren  Dimension  an,  so 
fällt  f  gegen  dasselbe  weg.  Es  muss  folglich  auch  in  der  Entwicke- 
lung des  ganzen  Productes  für  das  Sechseck  die  niedrigste  und 
höchste  Dimension  mit  der  niedrigsten  und  höchsten  Dimension  des 
Ausdruckes,  welcher  aus  der  Entwickelung  des  Products  für  das 
Fünfeck  entspringt,  einerlei  sein,  und  es  wird  folglich  auch  in  der 
Gleichung  für  das  Sechseck  r^  zu  demselben  Grade  als  in  der  Glei- 
chung für  das  Fünfeck  steigen. 


sctoren      | 
in  und 
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Von  den  beiden  äussenten  GUedem  in  der  Gleichung  fär  das 
Sechseck  der  eisten  ClasK  findet  sich  auf  diese  Weise  das  eine 

5(—  fl  +  i  +  c  +  '^-T-e  +/}  ^i—a  —  6-i-e  +  d-i-e  —f\  r 
vro   da«  erste  ^  6  Factoren   in   sich  ta&t-.   die   .Vn>aM  der  Factoren 
beim  zweiten  — ,    wo  drei  Elemente,    nnd  darunter   immer   i 
dawelbe.  hier  /,  negatir  zu  nehmen  find,  ist 

1.2         2       1 . 2 . S 
Das  andere  aiusente  Glied  ist: 

=  —  V*{etle  —  ab/)  [hde  —  acf)  (4c«  —  adf)  (bed  —  aef)  {ade  —  bef) 

Xlace-bdßiacd—be/){abe-~cdf}{abd-ceß{abc  —  de/), 
wo  _/  immer  in  dem  negativen  Theile  jedes  Factors  vorkommt,  so  wie 
in  dem  zweiten  —  des  ersteren  Gliedes  J"  immer  negatiT  zu  nehmen 
war.  Man  sieht  aber  bald,  dass  sich  weder  das  eine  noch  das  andere 
Glied  ändert,  wenn  man  statt  /  irgend  ein  anderes  der  6  Elemente 
dieser  Bedingung  unterwirft,  dase  mithin  beide  Glieder  nach  allen 
6  Elementen,  wie  gehörig,  synimetriscb  sind. 

Die  Gleichung  für  das  Sechseck  der  ersten  und  folglich  auch 
der  zweiten  Classe  ist  daher  nach  r*,  eben  so  wie  die  Gleichung  für 
das  Fünfeck,  vom  siebenten  Grade ;  und  es  können  mithin  unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Wurzeln  mißlich  and  verschieden  von  ein- 
ander sind,  mit  den  6  gegebenen  Seiten  in  14  verschiedene  Kreise 
Sechsecke  gezeichnet  werden,  von  denen  die  eine  Hälfte  der  einen, 
die  andere  Hälfte  der  anderen  Classe  angehört. 

Auf  eben  die  Art  wird  nun  auch  jede  der  beiden  Gleichungen 
für  das  Achteck  mit  der  Gleichung  für  das  Siebeneck  von  einerlei 
Grade,  vom  38.,  sein,  u.  s.  w.  bei  mehrseitigen  geraden  Vielecken. 
Denn  eben  so,  wie  vorhin  aus  der  trigonometrischen  Gleichung  fui 
das  Fünfeck  die  trigonometrische  Gleichung  des  Sechsecks  durch 
blosses  Anfügen  von  dz  sin  ^  zu  den  einzelnen  Factoren  der  ersteren 
Gleichung  abgeleitet  wurde,  und  durch  dieses  Anfügen  die  Dimen- 
sionen der  beiden  äussersten  Glieder  in  der  Gleichung  des  Fünfecks 
nicht  verändert  wurden,  so  wird  man  denselben  Schluss  auch  -on 
jedem  anderen  ungeraden  Vieleck  auf  das  nächstfolgende  gerade 
machen  können. 
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Wir  kommen  nunmehr  zu  dem  letzten  Theile  unserer  Unter- 
suchung, zu  der  Bestimmung  der  Fläche  eines  in  einen  Ejreis  be* 
schriebenen  Vielecks  aus  den  gegebenen  Seiten.  Man  denke  sich 
aus  dem  Mittelpuncte  des  Ejreises  nach  allen  Spitzen  des  Vielecks 
Radien  gezogen,  so  wird  dadurch  die  Fläche  des  Vielecks  in  ebenso 
viele  gleichschenkelige  Dreiecke  zerlegt,  welche  den  Mittelpunct  des 
Kreises  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Seiten  des  Vielecks 
zu  Grundlinien  haben.  Da  jeder  der  Schenkel  dieser  Dreiecke  =  r 
und  die  Winkel  an  den  Spitzen  derselben  in  ihrer  Folge  =  2  a,  2/^, . . . 
sind,  so  sind  die  Flächen  der  Dreiecke  =  ^r*  sin  2a,  ^r*  sin  2/J, ..., 
mithin,  wenn  man  durch  J^  die  Fläche  des  Vielecks  bezeichnet : 

2F  =  r* [sin  2a  +  sin  2ß +  ...], 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  aus  dieser  Gleichung,  aus  der  Glei- 
chung für  das  Vieleck  zwischen  r,  a,  J,  c,  ...  und  aus  den  Glei- 
chungen r  sin  a  =  a,  rsin/?  =  J,  etc.  die  Grössen  r,  a,  /?,...  zu 
eliminiren,  um  somit  eine  Gleichung  zwischen  F,  a,  b,  c,  ...  zm 
erhalten. 

Bevor  wir  aber  diese  Operationen  selbst  vornehmen,  wird  es 
nöthig  sein,  uns  über  die  Bedeutung  der  Vielecksfläche  vollkommen 
zu  verständigen.  Da  nämlich  die  meisten  der  hier  vorkommenden 
Vielecke  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zwei  oder  mehrere 
oder  auch  alle  Seiten  sich  innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneiden,  so 
fragt  es  sich,  was  dann  unter  dem  Werthe  der  Vielecksfläche  zu 
verstehen  sei,  und  ob  auch  in  diesen  Fällen  die  oben  gegebene 
Formel,  wobei  wir  uns  stillschweigend  ein  gewöhnliches  Vieleck 
ohne  dergleichen  Durchschnittspuncte  dachten,  angewendet  werden 
könne. 

Eine  gerade  Linie  von  veränderlicher  Länge  sei  mit  dem  einen 
ihrer  Endpuncte  im  Mittelpuncte  des  Kreises  fest,  während  der  andere 
Endpunct  den  Perimeter  des  Vielecks  durchlaufe.  Die  hiermit  von 
der  Linie  überstrichene  Fläche,  indem  man  die  mit  entgegengesetzter 
Bewegung  beschriebenen  Theile  mit  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt, 
ist  der  Flächeninhalt  des  Vielecks.  Sind  daher  A,  B,  C  drei  auf 
einander  folgende  Spitzen  im  Perimeter  und  Z  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  so  werden,  indem  der  bewegliche  Endpunct  der  Linie  von 
A  bis  B  und  von  B  bis  C  geradlinig  fortgeht,  von  der  Linie  selbst 
die  Dreiecke  ZAB  und  ZBC  beschrieben,  und  diese  sind,  jener 
Erklärung  zufolge,  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  ver- 
binden, nachdem  der  Mittelpunct  Z  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ABC  hegt.  Geht  die  eine  Seite  BC  durch  Z  selbst,  so 
ist  das  ihr  zugehörige  Dreieck  ZB  (7=0. 

Hob  im  Werke  I.  28 
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Uiennit  üt  nun  aacb  die  obige  Formel  (or  F  im  Einklang. 
Denn  die  Zeichen  der  Dreiecksflachea  Jr*3in2a.  nnd  ^r*  sin  2,^ 
richten  sich  nach  den  Zeichen  Ton  2  a  und  2/f.  Diese  sind  aber 
einerlei,  wenn  2a  =  Bogen  AB  und  Iß^BC  xugteich  grösser 
oder  zugleich  kleiner  ala  1S0°  sind;  sie  dnd  Terschieden,  wenn  von 
den  Bogen  AB  und  BC  der  eine  grösser,  der  andere  kleiner  ala 
ISO°  ist;  TTomit,  wie  man  leicht  siebt,  die  vorbin  bemerku  Lage 
TOD  Z  gegen  den  Winkel  AB  C  gani  nbcrein^timmt- 

Cm  jetzt  ZOT  Entwickelang  der  Gleichung  «wischeo  F,  a,  b,  ... 
übenogehen,  eo  übersieht  man  leicht,  daaa  diese  Gleichung,  wenn 
die  Gleichung  zwischen  r*,  a,  b,  ...  nach  r*  vom  ptea  Grade  ist, 
eben&Us  p  verschiedene  Weitfae  für  F  angeben  muss ,  indem  jedes 
in  einen  anderen  Kreis  beschriebene  Vieleck  auch  eine  andere  Flache 
haben  wird;  dass  ferner,  weil  die  Fläche  ebenso  gut  negativ  als 
positiv  genommen  werden  kann,  die  Gleichung  nach  Potenxen  von 
F^  fortgehen,  und  mithin  nai^h  F*  vom  ptea  Grade  sein  wird. 

Ich  will  nun  wenigstens  die  Möglichkeit  darthun,  zu  dieser 
Gleichung  za  gelangen,  und  deshalb  zuforderst  zeigen,  dass  f  immer 
als  rationale  Function  von  r',  a,  b.  ...  dai^stellt  werden  kann.  Zu 
dem  Ende  lasse  man  a  um  da  wachsen,  während  A,  c,  ...  unver- 
ändert bleiben,  und  suche  die  daraus  für  r  entstehende  Zunahme  dr. 
Weil  immer  a  +  ß -i-y  + ...  einem  Vielfachen  von  180°  gleich  ist. 
so  hat  man: 

da  +  dß-\-dy-i-...  =  <i. 

Sodann  folgt  aus  den  GleichnngeQ  rsin  a  ^  a,  rein  ß  =b,  u.  s.  w. 

rcos  arfot  4-8in  otrfr  =  rfo,     rcos  ßdß -\-Bin  ßdr  =  0,  ... 

Dividirt  man   diese  Gleichungen   resp.  durch  cos  o,  cos  f?,  coay,  ... 
und  addirt  sie  hierauf,  so  kommt,  wegen 

da  +  dß  +  dy  +  ...  =  0, 
(tang  a  +  tang  ß  +  tang  /  +  ...}  rfr  =:  - — ~  ■ 
Es  ist  folglich ,  weil  tang  a  +  tang ß+  ...  eine  symmetrische  Func- 
tion von  a,  ß,  ...  ist,    -y-   umgekehrt  proportional    mit   cos  a,    und 

eben  so  -tt i  ~r- ,  •■■  nut  cos  ß,  cos  y,  ... 
db'    de'  '^'         " 

Diesen  Satz,  dass  die  partiellen  Differendalquotienten  des  Halb- 
messers eines  Kreises  nach  den  Seiten  eines  eingeschriebenen  Viel- 
ecks im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Abstände  der  Seiten  vom 
Mittelpuncte  (^  r  cos  a,  r  cos  ß,  ...)  sind,  wollen  wir  nun  benutzen, 
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um    aus   dem  Ausdrucke    für  F  die  Cosinus  von  a,  ß,  ...   wegzu- 
schaffen.    Weil  ^r*  sin  2a  =  ra  cos  a  etc.,  so  hat  man: 

F^  =  r'^(a  cos  a  4-  6  cos  /?  +  ...)* 
=  ( r*  cos  a*  H ^  r*  cos*/?  +  . . .  |  (a  cos  a  +  J  cos  /5?  +  . . .) ; 

\  cos  a  cos  /?  r     t  j   \  r     I  / » 

mithin,    weil   r*  cos*a  =  r*  —  a},    etc.,    und    wenn    man    -=— ==  a', 

aa 

rfr        ,,  ,  , 

—  =:  6  ,  etc.  setzt,  wo  daher 

1    .  J_  .        _  ^  . 

a        0 

F*  =  [aa'{r*-a*)  +  bb'{r*-b*)  +  ...][^  +  A  +  ...]  • 

Sei  jetzt  die  aus  dem  Vorigen  als  bekannt  anzunehmende  Glei- 
chung zwischen  r*,  a,  6,  c,  ... 

wo  Aj  Bj  Cj  .,.  bekannte  rationale  Functionen  von  a,  5,  c,  . . .  sind. 
Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  a  und  r,  so  erhält  man: 

0  =  ^  +  r«^  +  r«|^  +  ...  +  25ra'  +  4Cr»a'  +  .... 

und  hieraus: 

—  -4-  r«  —  +  r  *  —  4- 
,              e^a  da  da 

ra  = 


2J?  +  4Cr«-h... 

und  eben  so  r^,  rc\  ...  gleich  bekannten  rationalen  Functionen  von 
r*,  a,  d,  c,  . . .  Substituirt  man  nun  diese  Functionen  in  dem  zuletzt 
erhaltenen  Ausdrucke  für  F*,  so  bekommt  man  auch  F*  durch  eine 
rationale  Function  r*,  a,  J,  c,  ...  ausgedrückt,   wie  zu  erweisen  war. 

Werde  diese  letztere  Gleichung  für  F*  durch 

F*  =  g)(r*,a,  J,  ...) 
bezeichnet,  so  ist  jetzt  noch  übrig,  aus  ihr  und  der  Gleichung 

r*  zu  eliminiren,  ein  Geschäft,  welches  ausserdem,  dass  es  überaus 
weitläufig  ist,  keine  weitere  Schwierigkeit  hat.  Heissen  nämlich  die 
p  Werthe,  welche  in  der  Gleichung 

0  =  A  +  Br*  +  ...  +  Pr^P 

28» 


fir  ^  MhMilazrt,    ihr  G«ttäg«  löRea 

B 

P'  ' 

«ad   iede   «Bäer«   titionalg  tyistBeCziKbe   P« 

B 


liaM  «ich  a^if  beluanu  Weüe  dorefa 


j,^   p. 


rational  uisdrncieB. 


Die  Qnadnte  d«T  Yirfcctaflacben  aber,  die  dinra  p  TcnchiedeBeii 
Wintbes  Ttfn  r'  «igehdten,  nid 

ifla,  a,  A,  c,  --.),     ifft,  a,  J,  c,  -.),     y((,  «,  i,  <•-,  ...1,  ... 
und  milhin  die  Gldchongr.  wiche  rie  alle  umAmt. 

(F*~Tfa,a.  *,  f,  ...)){f  —  y{i,  «,  4.  r.  . ..))...  =o. 
Eotwickelt   nun    die«e    Gleicfanii^.    «o  ««igt   de   nach  P*   bU  Bam 
pten  Oxade,   und  kaoo   toq  a,  t,  c,  ...  oflenbar  nm  sjmmetxiccbe 
Fuactionen    enthalten,   die    man.    wie    oben    bemerkt,   auch    durch 

-p.  -ß,  ...  aofdräcken  kann.     Thot  man  die«e«.    and  setzt   endücb 

•tott  A,  B,  ....  P  ihre  Weithe  doicfa  ei,  b,  ...  aiugedriickt.  m>  erhält 
man  die  genucble  rationale  Gleicbuog  für  den  FUcheninhall,  die 
tuch  F*  Tom  plen  Grade  ist.  und  in  deren  Coefficienien  ntir  a.  h.  c, ... 
noch  Torkommen. 

Um    diese  )Iethode  eeUieaelich    auf   da§   Dreieck    anzuwenden, 
obwohl   «ich   bei   diecem   and  bei  dem  Viereck   im  Kreise  die  Gle^ 
cbnng   zwischen    den    Seiten    and    der  Fläche    aof   weit    kürzeren 
W*sren  finden  Uaat.  »o  hat  man  beim  Dreieck: 
0  =  A  +  Br*, 


B  =  2(4' 
/olglich 


A  = 

—  4o'JV 

■•+«•» 

•  +  »'f)— > 

_6'  — c- 

=  ib'c' 

-(»•  + 

dA 
-di 

-_8o4'c', 

dB 

-«•) 

iBra' 

-^-'• 

dB        1 

{^'-i- 

«^) 

= 

=  ^'.c-  + 

a'  —  *')  (o- 

+  b'- 

•), 

D  auch 

■etzen  kann: 

7=«° 

•(S'+.'- 

-«•), 
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wo  Q  eine  symmetrisclie  Function  von  a,  b,  c  ist.     Auf  gleiche  Art 
wird  sein: 

folglich 

:^  +  l^  +  7-=Q-ö- 

a         o         c 

Sodann  ist 

_.       ..  _       A  +  a*B  _  a»(y  +  c*  —  g»)* 
^       <*  —  ß        —  ß 

folglich 

{r*-a*)aa=  ^^ h 

und  eben  so 

etc.,  mithin 

(r»  —  a*)  oa'  +  (r*  —  *»)  i  J'  +  (r*  —  c»)cc'  =  ^  =  -Jr, 
und  endlich: 


d.  i. 


F^  =  [(r'-a')aa'  +  ...][-J  +  ...]=  ^  .  Q5  =  5, 


i^  =  T/(a  +  J  +  c)  ( —  a  +  i  +  c)  (a  —  *  +  c)  (a  +  i  —  c) , 

von  welcher  Wurzelgrösse    der   vierte  Theil   zu  nehmen   ist,    wenn 
Uj  bj  c  die  ganzen  Seiten  bedeuten. 

Noch  kann  man  bemerken ,  dass  der  Ausdruck  für  F*  durch 
r*,  a,  6,  c,  ...,  a\  b\  ...  mit  Verzichtung  auf  dessen  symmetrische 
Form,  sich  etwas  einfacher  darstellen  lässt.     Es  ist  nämlich: 

F  cos  /5f  cos  y    ,  •    x  «'    i       «'    , 


r  cos  a  cos  a  cos  a         "  V  c 

folglich 

i^  =  (r«-«>'«(^  +  ^  +  ^ +...)*. 

Einige  andere  Formeln,  die  bei  weiterer  Fortsetzung  dieser  Unter- 
suchungen von  Nutzen  sein  können,  sind: 

— —  =  2rcos  a,     -j-^  =  2rcos  /j, 
aa  ab 

etc.,  folglich: 

rfi^     dr        dF     dr         ^  2r 

=  etc.  = 


c?a    '  rfa         db   '  db  tang  a  +  tang /?  +  . . . 


Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden 

eine  jede  in  Bezug  auf  die  andere  um-  und 

eingeschrieben  zugleich  heissen? 


[Crelle's  Journal  1828  Band  3  p.  273—278.] 


l/ass,  wenn  ein  Dreieck  in  ein  anderes  eingeschrieben  ist,  das- 
selbe nicht  auch  um  das  andere  umschrieben  sein  kann,  ist  offenbar. 
Und  ebenso  scheint  es  auch  durchaus  unmöirlich,  zwei  Pyramiden 
zu  construiren,  von  denen  die  Spiteen  der  einen  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  und  umgekehrt  die  Spitzen  ^der  anderen  in  den  Seiten- 
flächen der  ersteren  liegen.  Auch  ist  diese  Forderung  in  der  That 
unerfüllbar,  wenn  die  Spitzen  einer  jeden  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  selbst,  nicht  in  den  Erweiterungen  derselben  begriffen 
sein  sollen,  indem  dann  die  eingeschriebene  Pyramide  immer  die 
kleinere,  die  umschriebene  die  grössere  ist.  Es  schwindet  aber  das 
Paradoxe  der  Forderung  (bei  den  Pyramiden,  —  nicht  bei  den  Drei- 
ecken), wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben  wird,  und  die  Spitzen 
der  einen  auch  in  den  erweiterten  Seitenflächen  der  anderen 
liegen  können.  Heissen  nämlich  A,  B,  C,  D  die  vier  Spitzen  der 
einen,  und  F,  G,  Hy  I  die  vier  Spitzen  der  anderen  Pyramide,  so 
lässt  sich  darthun,  dass  die  acht  hierzu  erforderlichen  Bedingungen: 


I) 

Am  6  HI 

V) 

F  in  BGD 

H) 

B  in  HIF 

VI) 

Q  in  CDA 

lU) 

V  in  IFG 

V 1 1) 

H  in  DAB 

IV) 

ü  in  FGH 

Viii) 

I  in  ABC 

sehr   wohl   neben  einander   bestehen   können,    und   überdies   noch, 
diM8  jede  dieser  acht  Bedingungen  eine  Folge  der  sieben  übrigen  ist 

Es  sei  mir  erlaubt,  den  Beweis  hiervon  mit  Anwendung  meines 
barycentrischen  Calculs  zu  führen,  wo  sich  die  Sache  folgendergestalt 
symmetrisch  und  einfach  behandeln  lässt. 


Weil  der  Schwerpunct  dreier  Puncte  mit  ihnen  selbst  immer  in 
einer  Ebene  liegt,  und  weil  jeder  Punct  in  einer  Ebene  als  Schwer- 
punct irgend  dreier  anderer  Puncte   der  Ebene,    die  nicht  in   einer 


Gendra  liegen,  genomra«]  werden  kann,  w  »chrefbe  ich,  am  die 
Bedingong  I)  aiuzudräcken ,  wonach  A  ein  Ponct  der  Ebene  GH/ 
•ein  soll: 

aA=aG  +  dB  +  a"!. 

Hierbei  und  nimlich  a,  d,  o"  die  Gewichte,  womit  die  Pnucte 
G,  B,  I  belastet  werden  mnseen.  damit  A  der  Schirerpunct  denelben 
wird,  und  a  =  a  -{-  a'  +  o"  das  Gewicht .  welches,  in  A  ausbracht, 
dieselbe  Wirkung  ala  die  drei  einzelnen  Gewichte  in  G,  B.  I  her- 
vorbringt. 

Auf  gleiche  Art  werden  die  Bedingungen  II]  III)  und  TV)  durch 
die  GWchtmgen 

ßB  =  bH+6'I  +  h'-F, 

dD  =  dF+d'G+trB 

ausgedrückt.  Sind  nun  die  Pnncte  F.  G,  H,  I  mit  ihren  Gewichten 
oder  Coefficienten  o,  a',  a  ,  b,  ....  d"  gegeben,  so  sind  damit  auch 
die  Pnncte  A,  B,  C,  D  bekannt,  und  es  fragt  sich  jet«,  oh  jene 
Coefficienten  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  auch  die  Bedingungen 
V)— Vm)  erfüllt  werden. 

Man  setze  deshalb,  weil  nach  V)  F  ein  Punct  der  Ebene  BCl) 
■ein  soll; 

lF=/iiB+fyC+f'iD, 

ytof,/',/"  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.  Suhstitnirt  man  in 
dieser  Gleichung  die  Werthe  von  ßB,  yC,  ÖD  aus  den  vorhergehen- 
den, Bo  kommt,  nachdem  man  gehörig  {geordnet  hat: 

K-/J"-/-c-/'d)F={/."+/-<f)G4-(/'J'+/»)S+(/»'+/'tK- 
Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  aus,  dass  F  in  der 
Ebene  GBl  li^,  so  lange  wenigstens,  als  von  den  Coefficienten 
der  Functe  G,  H,  I  nicht  jeder  einzeln  gleich  0  ist,  indem,  diesen 
Fall  angenommen,  die  Lage  von  F  g^en  G,  H,  I  ia  der  Ebene 
dieser  Puncto  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den  Coefficienten  der- 
selben immer  bestimmt  ist.  Da  nun  F,  G,  H,  I  nicht  in  einer  Ebene 
li^en,  sondern  die  vier  Spitzen  einer  Pyramide  sein  sollen,  so 
Bchliessen  wir,  dass 

fc"+fd:=<i,    f(r+fb  =  (i,    fb'+fc  =  Ü, 
und    hieraus    ergiebt    sich    nicht    nur    das    gegenseitige    Vethältniss 
zwischen  f,  f,  f",  sondern  auch  nach  Elimination  dieser  Coefficienten 
die  Bedingungsgleichung: 

1}  hcd=  —  b'ir^. 
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wenn  F  in  B  CD  liegen  soll.  Auf  eben  die  Weise  führen  die  Be- 
dingungen VI),  Vn),  Vlll)  zu  den  Gleichungen: 

2)  cda'=  —  c'(rW', 

3)  daV=  —  d:d%\ 

4)  abc'=  —  a'b"c'\ 

Es  giebt  aber  das  Product  sowohl  aus  der  Gleichung  1)  in  3),   als 

auch  2)  in  4): 

ahcd=d'V'd'dl\ 

woraus  man  ersieht,  dass  von  den  vier  Gleichungen  1) ...  4)  jede  eine 
Folge  aus  den  drei  übrigen  ist.  Sind  mithin  die  Bedingungen  I), 
...  rV),  und  noch  von  den  Bedingungen  V),  ...  Vlll)  irgend  drei 
erfüllt,  so  ist  es  damit  auch  die  vierte  der  letzteren,  und  da  durch 
Vertauschung  der  beiden  Pyramiden  auch  die  Bedingungen  I),  ...  IV) 
und  V),  ...  Vlll)  gegenseitig  in  einander  übergehen,  so  schliessen 
wir,  dass,  wenn  von  allen  acht  Bedingungen  irgend  sieben  erfüllt 
sind,  damit* auch  die  achte  besteht. 


Ist  demnach  eine  Pyramide  AB  CD  (Fig.  1)  gegeben,  so  lässt 
sich  eine  zweite  FGHI^  welche  der  ersteren  zugleich  ein-  und  um- 
schrieben ist,   etwa  folgendergestalt   construiren.  —  Man  lege  durch 


Fig.  1. 


die  Spitze  D  der  Pyramide  AB  CD  eine  Ebene,  welche  die  Kanten 
BC^  CA^  AB  in  -4',  J?',  C  schneide.  In  dieser  Ebene  sei  nach  IV) 
die  Seitenfläche  FGH  der  Pyramide  FGHI  enthalten.  Weil  nach 
V)  F  zugleich  in  der  Ebene  BCDA  liegen  soll,  so  wird  F  irgend 


ein  Pasct  der  Geraden  DA'  sein  müsKn;  and  ebenso  wird  man 
wegen  VI)  und  VII}  Q  und  H  beliebig  in  Dff  and  DC  m  nehmen 
h&ben.  Venn^e  I),  ü),  HI)  ist  ferner  /  als  der  gemeinscbaflliche 
Durchschnittepunct  der  drei  Ebenen  AGB.  BHP.  CFG  za  be- 
HtiauneQ ,  und  es  int  somit  den  ItesdmmuDgen  I),  ■  ■  ■  VU)  Genüge 
geschehen.  Zufolge  des  erwiesenen  Satze«  muss  alsdann,  wie  es  Vlli) 
erfordert,  /  in  der  Ebene  ABC  liegen. 

Statt  die  diei  Ebenen  AGH.  ...  eu  legen,  kann  man  zor  Be- 
stimmung des  Punctes  /  auch  so  verfahren.  —  Man  ziehe  G  H. 
welche  die  Gerade  ABC  in  F'  schneide,  so  ist  F'  ein  Punct  der 
Ebene  ABC,  und  folglich  AF"  der  Durchschnitt  der  Ebenen  AGH 
und  ABC,  worin  /  liegen  muss.  Eben  so  ziehe  man  HF,  FG. 
welche  ÄSC  in  G',  H'  schneiden,  und  es  muss  1  auch  in  BG" 
CH'  enthalten  sein.  Die  drei  Geraden  AF'.  BG',  CH'  müssen  sich 
folglich  in  einem  Functe.  nänüich  in  /,  schneiden.  Hieraus  äiesM 
sugleich  folgender  nicht  uninteressante  Satz: 

ABC,  FGH  sind  zwei  Dreücie,  MN  eine  gerade  Lim»,  wehht 
mit  Jedem  der  beiden  Dreiecke  in  einer  Ebene  Hegt,  also  die  Dure/,- 
tchnitUUnie  der  beiden  Dreiecksebenen,  trenn  die  Dreiecke  in  rersrhie- 
denen  Ebenen  liegen.  Wird  mm  MN  ton  den  Dreiecketeite»  BC. 
CA,  AB,  GH,  HF,  FG.  resp.  in  A',  B',  C\  F",  G',  H'  geacj,nitten, 
und  begegnen  sich  A'F,  B'G,  CH  in  einem  Puncts  D,  so  trejfian  auch 
AF",  BG',  CH'  in  einem  Puncte  I  zusammeti. 

So  wie  dieser  Satz  eine  Folge  des  Vorigen  ist,  so  kann  man  aus 
ihm  auch  umgekehrt  jene  Eigenschaft  der  Pyramiden  selbst  her- 
leiten. Es  lässt  sich  aber  dieser  Satz,  anabhängig  Ton  dem  Vorhcr- 
gehcntlen,  mit  Hilfe  eines  anderen  Theorems  (Uaryc.  Calcul  §.  291) 
und  seiner  Inverse  darthun,  wonach,  wenn  die  drei  Spitzen  eines 
Dreiecks  FGH  mit  einem  vierten  in  der  Ebene  desselben  liegenden 
Puncte  D  durch  Gerade  verbunden  werden,  und  wenn  eine  beliebige 
andere  Gerade  MN  der  Ebene  von  den  Seiten  des  Dreiecks  GH, 
HF,  FG  in  F".  G',  H',  und  von  jenen  drei  Geraden  DF,  DG,  DE 
in  A',  B',  C  geschnitten  wird,  —  das  Product  aus  den  drei  Ver- 
hältnissen 

{G'A:H'Ä)  {H'ff.  F'B')  (F'C:  G'C)  =  1 

ist.  Denn  ebenso  muss  auch,  mit  Anwendung  der  Inverse,  weil 
BC,  CA,  AB  die  Linie  MN  in  A',  B' ,  C  schneiden,  und  weil 
AF" ,  BG' ,  CH'  in  einem  Puncte  /  zusammen  kommen  sollen, 

\ß'F'-.  CT)  {CG-.  A'G'}  [ÄH-:  JBH')  =  1 
sein.     Diese  Gleichung  ist  aber  mit  der  vorigen  identisch. 
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Zusatz:  Obschon  es  durchaus  unmöglicli  ist,  zwei  Dreiecke  zu 
construiren,  von  denen  ein  jedes  in  das  andere  eingeschrieben  und 
folglich  auch  um  das  andere  umschrieben  ist,  so  läset  sich  doch  bei 
mehrseitigen  Vielecken  diese  Unmöglichkeit  nicht  ohne  vorange* 
gangene  nähere  Prüfung  behaupten. 

Seien  z.  B.  A^  B,  C,  D  (Fig.  2)  die  auf  einander  folgenden 
Spitzen  eines  ebenen  Viereckes;  a,  by  c,  d  vier  durch  sie  resp.  ge- 
zogene Gerade,  so  bilden  diese  ein  um  AB  CD  umschriebenes  Vier- 
eck, dessen  Spitzen  die  Durchschnitte  von  a  mit  by  von  b  mit  c,  etc., 
oder,  wie  ich  der  Kürze  wegen  schreiben  will,  ab,  bc,  cd,  da  sind. 
Soll  nun  dieses  Viereck  zugleich  ein 
eingeschriebenes  sein,  so  muss  ad  in 
einer  der  Seiten  von  ABCD,  und 
zwar  in  CD,  liegen,  wenn  nicht  die 
Seiten  des  einen  Vierecks  mit  denen 
des  anderen  zum  Theil  zusammen- 
fallen sollen.  Ebenso  muss  bc  in 
DA,  cd  in  AD,  da  in  BC  liegen. 
Man  denke  sich  daher  die  Linien 
a,  6,  Cy  d  resp.  um  A,  B,  C,  D  sich 
drehend;  a  willkürlich,  b  dergestalt, 
dass  der  Punct  aJ  in  CD  fortrückt; 
c  so,  dass  bc  ia  AD  und  d  so,  dass  Fig.  2. 

cd  ia  AB  fortgeht.     Der  Punct  ad 

wird  alsdann  eine  Curve  beschreiben,  und  wenn  er  dabei  einmal 
durch  die  Gerade  BC  geht,  so  wird  das  in  diesem  Momente  von 
den  Linien  a,  b,  c,  d  gebildete  Viereck  zugleich  ein  einge- 
schriebenes sein. 

Um  nun  die  gedachte  Curve  und  ihre  vielleicht  möglichen 
Durchschnitte  mit  BC  zu  finden,  so  setze  man  zuerst,  weil  Z>  mit 
Ay  B,  C  ia  einer  Ebene  liegt: 

öD  =  aA  +  ßB  +  yCy 

oder  kürzer,  wenn  man  hier  und  in  dem  Verfolg  der  Rechnung  für 
aAy  ßBy  yCy  6D  schlechthin  A,  5,  (7,  —D  schreibt: 

A  +  B+C+D  =  {^, 

Man  bezeichne  ferner  die  Puncte  ab,  bc,  cd,  da  mit  Fy  Cr,  -ff,  / 
und  setze,  weil  F  in  CD  liegen  soll : 

F^  C+xD'y 
[oder  vielmehr 

fF=yC—xdDy 
wo 

/=  y  —  dx 
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iat,  und  y,  —  dx  die  Gewichte  sind,  womit  die  Puncte  C,  D  belastet 
Fxn  ihrem  Schwerpimct  haben.  Eben  so  aber,  wie  vorhin  in  C  und  D 
die  Coefficienten  y  und  —  6,  so  wird  hier  in  F  der  Coefficieot  /"  mit 
eingeschlossen  gedacht.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für  die  in 
der  Folge  vorkommenden  Buchstaben  G.  H,  /{Baryc.  Calcul  §.  235  ff.)]. 
Substituirt  man  für  C  seinen  Wetth  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  kommt:  • 

F=  —  A  —  B—D  +  xD 
und 

F+B  =  ^A-\-lx—\)D=G, 

weil   O  der  gemeinschaftliche   Punct   von  FB  und  AD    ist.     Dies 
giebt  weiter: 

G  =  —  A~{T~\){A~i-B+C), 
G  +  lx—l)C  =  —xA  —  {x—l}B  =  JI, 
weil  GC  und  AB  sich  in  S  schneiden; 

H=—xA  +  [r—i)(A+C+D)  =  —  A  +  {z—1)(C+D) 
=  -A  +  (x-l)D  +  lx~\)iF-xD), 
S+ix—l)*D  =  ^A  +  {x—i)F=r: 
als  dem  Durchschnitte  von  ffD  mit  AF; 
I  =  B  +  C+  D  +  [z—i]  {C+  zD)  =  B  +  xC ■{■  {\  —X  +  X*) D. 
/  iat  also   der  Schwerpunct   der  Puncte   B.   C,    D   mit  Gewichten, 
die  sich  wie 

l  :  X  :  l—x  +  x-i 
(oder  vielmehr  wie 

ß  :  yx  :  —  g  {\  —  z  +  x^)] 
ZU  einander  verhalten. 

Lässt  man  nun  F  (oder  ai)  in  der  Geraden  CD  sich  fortbe- 
wegen, so  erhält  x  nach  und  nach  alle  m<^hchen  Werthe,  und  alle 
die  damit  sich  ei^ebenden  Schwerpuncte  /  (oder  ad)  liegen  in  einem 
Kegelschnitte  (B.  C.  §.  130).  Dieser  Kegelschnitt  kann  aber  der  BC 
nicht  b^egnen,  oder,  was  dasselbe  ist,  /  kann  niemals  mit  B  und  C 
in  eine  Gerade  zu  liegen  kommen ,  weil  der  Ausdruck  von  /  durch 
B,  C,  D  sich  niemals  auf  B  und  C  allein  reduciren  kaim.  Denn 
für  keinen  möglichen  Werth  von  x  kann  der  CoefGcient  von  D, 
1  —  a:  4-  a;^  ^  0  werden. 

Es  ist  folglich  auch  nicht  möglich,  dass  von  zwei  Vierecken  ein 
jedes  dem  anderen  zugleich  ein-  und  umschrieben  sein  sollte.  — 
Auf  Vielecke  von  mehreren  Seiten  habe  ich  die  Untersuchung  nicht 
au^edehnt. 


Von  den  metrischen  Relationen  im  Gebiete 

der  Lineal-Geometrie. 


[Crelle's  Journal  1829  Band  4  p.  101—139.] 


Die  Geometrie  der  geraden  Linie  oder  die  Lineal-Geometrie,  ein 
Ausdruck,  dessen  sich  zuerst  der  scharfsinnige  Lambert*)  bedient 
zu  haben  scheint,  enthält  alle  diejenigen  geometrischen  Au%aben, 
die  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals,  ohne  Anwendung  des  Zirkels, 
lösen  lassen,  und  beschränkt  sich  eben  so  nur  auf  diejenigen  Eigen- 
schaften einer  Figur,  welche  aus  den  Bedingungen  hervorgehen,  dass 
drei  oder  mehrere  gewisse  Puncte  der  Figur  in  einer  Geraden  liegen, 
oder  dass  drei  oder  mehrere  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden;  auf  Eigenschaften  also,  welche  eine  Figur  unverändert 
beibehält,  wie  auch  ihre  Theile  die  Lage  gegen  einander  ändern 
mögen,  nur  dass  jede  drei  oder  mehrere  Puncte,  welche  anfangs  in 
einer  Greraden  lagen,  auch  fortwährend  in  einer  Geraden  bleiben. 
Die  Beziehung,  welche  zwischen  der  so  geänderten  Figur  und  der 
anfänglichen  stattfindet,  habe  ich  in  meinem  Barycentrischen  Calcul 
Collineationsverwandtschaft  genannt  und  von  ihr  im  zweiten 
Abschnitt  Cap.  5 — 8  gehandelt. 

Es  ist  diese  Beziehung  oder  Verwandtschaft,  so  lange  nur  von 
ebenen  Figuren  die  Bede  ist,  einerlei  mit  derjenigen,  welche  zwischen 
einer  ebenen  Figur  und  ihrer  perspectivischen  Projection  auf  eine 
andere  Ebene  obwaltet.  Liegen  nämlich  drei  Puncte  der  ersteren 
Figur  in  einer  Geraden,  so  sind  immer  auch  ihre  Projectionen  in 
einer  Geraden  enthalten,  in  derjenigen,  worin  die  letztere  Ebene  von 
einer  durch  das  Auge  und  die  erstere  Gerade  gelegten  Ebene  ge- 
schnitten wird.  Und  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  von  zwei 
ebenen  Figuren,  welche  in  jener  Verwandtschaft  zu  einander  stehen, 
die  eine  immer  als  perspectivische  Projection  der  anderen  angesehen 
werden  kann.  (Bar.  Calc.  §.  230,  Anmerk.)  Doch  habe  ich  von 
dieser  an  sich  sehr  fruchtbaren  Ansicht  in  genannter  Schrift  keinen 
Gebrauch  gemacht,  da  mir  theils  der  Hülfsbegriff  des  Augenpunctes 


*)  Lambert 's  freie  Perspective  1774,  Anmerkungen  und  Zusätxe  S.  162. 
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^^  ^\  tttt  Figiiraa  im  Räume 

^  '■^fiix  daher  n.  a.  O.  von  der 

'^■''    iKf''   d^  geraden   Linie   iin- 

,  ^^^  hierher  gehörigen  Relationen, 

^  ^^^•*^^^'^^Jien,   entwickelt,   und  habe,  was 

'^^'^^^^  ^^»W**'  *^  ■ügemeinen  Charakter  der- 

^^ß^^t^^MJ/^fiirmea   und   gegenseitige   Abhängigkeit 

0^^^  f^^t^di^ea  Entwickelungen  der  barj-centrischen 

^^^^**^*!jk'  ond  hierdurch,  sowie  durch  die,  neuen  dabei 

^^^f^'^lfOfie,   mancher  von   einem   näheren  Eingehen   in 

*^*^ü     fco»»*''  zurückgehalten  werden  mag.  gleichwohl  aber 

*^  V**^  „    ßesultate    für    die    Geometrie    nicht    ohne    einigen 

Mr  f^düf^"'  ***  ^"^  ^^  ""^  zweckmässig  geschienen,   die  ge- 

W****  ^^Ä*"*'''"^*    '"*    Vorliegenden    mittelst   der   gewöhnlichen 

jn^f"  ^niethode,    und   somit  allgemein  verständlich,   von  neuem 

*^'^'b»od^'<   "'^'^  dieses  um  so  mehr,   da  die  lineal-^eometrischen 

'" ^^j^iungen  in  neuester  Zeit,  besonders  von  französischen  Mathe- 

,  mit  einer  Art  Vorliebe  betrieben  zu  werden  scheinen. 

■ausserdem   aber,    dass   hier   nur    die  gewöhnliche  Coordinaten- 

zu    Grande   gelegt    ist,     unterscheidet    sich    gegenwärtiger 

von  dem,  was  oben  erwähnte  Schrift  über  diese  Gegenstände 

juthält,  durch  mehrere  neu   hinzugekommene  Bemerkui^en,   beson- 

L  ders  aber  durch  die  am  Schlüsse  aufgestellten  metrischen  Relationen 

Kegelschnitten,    die    ich    erst  neuerdings   gefunden   habe.      Um 

igens  diesem  Aufsatze  einen  nicht  zn   grossen  Umfang  zu  geben, 

habe   ich   mich   bloss   auf  ebene  Figuren  beschrankt.  —  Die  eitirten 

.  beziehen  sich  auf  den  Barycentrischeu  Oalcul. 


1.  Ton  zwei  Ebenen,  deren  gegenseitige  Lage  hierbei  nicht  in 
Rücksicht  kommt,  entspreche  jedem  Puncte  der  einen  Ebene  ein  Punct 
in  der  anderen  so,  dass  für  jede' drei  Fuacte  der  einen  Ebene, 
welche  in  einer  Geraden  liegen,  die  entsprechenden  drei  Puncte  der 
anderen  ebenfalls  in  einer  Geraden  enthalten  sind;  ditas  folglich, 
wenn  man  in  der  einen  Ebene  eine  Gerade  zieht,  die  den  Puncten 
dieser  Geraden  in  der  anderen  Ebene  entsprechenden  Puncte  gleich- 
falls eine  Gerade  bUden;  oder  kürzer,  dass  jeder  Geraden  in  der 
einen  eine  Gerade  in  der  anderen,  (folglich  auch  jeder  krummen 
Linie  in  der  einen  eine  krumme,  nicht  gerade  Linie  in  der  anderen) 
entspricht. 
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2.  Um  dieses  gegenseitige  Entsprechen  der  Puncte  beider 
Ebenen  analytisch  auszudrücken,  ziehe  man  in  jeder  derselben  zwei 
sich  unter  beliebigem  Winkel  schneidende  Coordinatenaxen ,  und 
nenne  :r,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  der  einen  Ebene; 
tj  u  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punctes  der  anderen.  Hier- 
nach müssen  t  sowohl  als  u  Functionen  von  x  und  y  sein: 

t  =  F(x,y),     u=  G{x,y). 

Um   die  Formen  dieser   Functionen  auszumitteln,    nehme    man  an, 

es  sei  in  der  Ebene  der  t^  u  irgend  eine  gerade  Linie  gezogen,  deren 

Gleichung: 

at  +  ßu  +  y  =  0. 

Die  Gleichung  für  die  entsprechende  Linie  in  der  Ebene  der  Xj  y 
wird  sein: 

1)  CLF(x,y)  +  ßG{x,y)  +  Y  =  {^. 

Da  nun  diese  Linie  ebenfalls  gerade  sein  soll,  so  muss  die  Glei- 
chung 1),  so  wie  sie  nach  a^  ßj  y  linear  ist,  auch  nach  x  und  y 
linear  sein.     Die  allgemeinste  Form  einer  solchen  Gleichung  ist  aber : 

2)        a(ax  +  by  +  c)  +  ß{fx  +  siy  +  h)  +  y{x  +  my  +  n)  =  0, 

wo  in  dem  letzten  Gliede  der  Coefficient  von  x  weggelassen  ist,  in- 
dem man  sich  mit  demselben  alle  übrigen  Coefficienten  a,  bj  ..,,  n 
dividirt  vorstellen  kann.     Aus  der  Identität  der  Gleichungen  1)  und 

2)  für  alle  Werthe,  welche  man  den  Constanten  a,  ß,  y  ertheilen 
mag,  folgt  aber: 

3)  Fix,  y)  =  t  = .        ^  .       ,     G(x,  y)  =u=        .  .       j 

'  ^  '  ^'  x  +  my  +  n'        ^  '  ^'  x  +  my  +  n' 

und  hiermit  sind  die  Formen  der  Functionen,  welche  t  und  u  von 
X,  y  sein  müssen,  vollkommen  bestimmt. 

3.  Drückt  man  mittelst  der  Gleichungen  3)  umgekehrt  x  und  y 
durch  tj  u  aus,  so  wird  man  Ausdrücke  von  derselben  Form  wie  die 
vorigen  erhalten,  nämlich  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  lineare 
Functionen  von  t  und  w,  und  deren  Nenner  überdies  einander  gleich 
sind;  woraus  zu  schliessen,  dass  wenn  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
der  tj  u  eine  Gerade  in  der  Ebene  der  x,  y  entspricht,  auch  um- 
gekehrt jede  Gerade  der  letzteren  Ebene  eine  Gerade  in  der  ersteren 
zur  entsprechenden  Linie  hat. 

Ebenso  erhellet,  dass  die  Gleichungen  3)  ihre  Form  nicht  ändern, 
wenn  statt  x  und  y,  oder  statt  t  und  u  Ausdrücke  von  der  Form 
öx  -{-  ey  -\'t   oder    Xt'\-iiu  +  v   gesetzt   werden,    d.  h.  wenn    man 

29* 
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statt  der  anfänglichen  Coordinatenaxen  beliebige  andere  Linien  zu 
Axen  wählt;  wie  dies  auch  schon  aus  der  Natur  der  Sache  folgt. 

Aus  der  Gleichung  3)  geht  weiter  hervor,  dass  einem  in  end- 
licher Entfernung  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  gelegenen 
Puncto  der  einen  Ebene,  in  der  anderen  auch  ein  unendlich  ent- 
fernter Punct  entsprechen  kann,  und  dass  einem  unendlich  entfernten 
Puncto  der  einen  Ebene  im  Allgemeinen  ein  endlich  gelegener  in 
der  anderen  entspricht.  Ueberhaupt  nämlich  werden  alle  unendlich 
entfernten  Puncto  der  Ebene  t,  u  in  der  Ebene  der  Xy  y,  durch  die 
Puncte  der  Geraden  vorgestellt,  deren  Gleichung 

x-^my  +  «  =  0 

ist;  und  ebenso  giebt  es  eine  gewisse  Gerade  in  der  Ebene  der  t,  u 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder  Punct  der  Ebene  der  x,  y,  welcher 
einem  Puncte  dieser  Geraden  entspricht,  unendlich  fem  ist.  —  Bei 
der  perspectivischen  Projection  ist  diese  Gerade  einerlei  mit  der- 
jenigen, in  welcher  eine  durch  das  Auge,  parallel  mit  der  abzu- 
bildenden Ebene,  gelegte  Ebene  die  Tafelebene  schneidet. 

Von  zwei  oder  mehreren  Linien,  welche  mit  einander  parallel 
laufen,  sind  daher  die  entsprechenden  Linien  nicht  ebenfalls  ein- 
ander parallel,  sondern  schneiden  sich  in  einem  Puncte.  Jedem 
Systeme  paralleler  Linien  in  der  einen  Ebene  gehört  daher  in  der 
anderen  Ebene  ein  Punct  zu :  der  Durchschnittspunct  der  den  Paral- 
lelen des  jedesmaligen  Systems  entsprechenden  Geraden.  Alle  diese 
Puncte  aber  sind  in  einer  und  derselben  Geraden  enthalten,  in  der 
Geraden,  deren  Puncte  den  unendlich  entfernten  Puneten  der  ersteren 
Ebene  entsprechen. 

4.  In  den  zwei  Gleichungen  3)  kommen  acht  von  einander 
unabhängige  Constanten  «,  i,  r,  f^  g^  ä,  tw,  n  vor.  Sic  lassen  sich 
bestimmen,  wenn  man  von  vier  Puneten  in  der  einen  und  den  vier 
ihnen  entsprechenden  Puneten  in  der  anderen  Ebene  die  Coordinaten 
kennt.  Substituirt  man  diese  der  Reihe  nach  für  .r,  y,  /,  u  in  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man  4  solcher  Paare  von  Gleichungen, 
woraus  sich  die  8  Constanten,  durch  die  Coordinaten  der  vier  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  ausgedrückt,  ableiten  lassen.  Auch 
können  nunmehr  für  jeden  fünften  durch  seine  Coordinaten  ge- 
gebenen Punct  der  einen  Ebene  die  Coordinaten  des  entsprechenden 
Punctes  in  der  anderen  gefunden  werden.  Man  bemerke  nur  noch, 
dass  wenn  jene  Bestimmung  der  8  Constanten  ausführbar  sein  soll, 
von  den  anfänglichen  vier  Puneten  in  der  einen,  und  folglich  auch 
von  den  vier  ihnen  entsprechenden  in  der  anderen  Ebene  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen  dürfen. 
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Wenn  daher  die  Puncte  zweier  Ebenen  in  die  jetzt  in  Rede 
stehende  lineare  Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden  sollen,  so 
nehme  man  irgend  4  Puncte  A,  B,  C,  D  in  der  einen  und  beliebige 
4  Puncte  A\  Sy  C\  D'  in  der  anderen  Ebene,  —  nur  dass  weder 
von  den  4  ersteren,  noch  von  den  4  letzteren  irgend  3  in  einer  Gre- 
raden  sind,  —  und  setze  sie  einander  entsprechend:  A'  dem  A^  ..., 
D'  dem  D.  Hiermit  ist  für  jeden  fünften  Punct  E  der  einen  Ebene 
der  Ort  des  entsprechenden  fünften  E'  in  der  anderen  vollkommen 
bestimmt.  Zwischen  je  vier  Puncten,  —  dies  folgt  daraus  schliess- 
lich —  und  den  ihnen  entsprechenden,  wo  weder  von  jenen  noch 
von  diesen  vier  Puncten  irgend  drei  in  einer  Geraden  sind,  kann 
daher  eine  hierher  gehörige  metrische  Relation  noch  nicht  statt- 
finden, wohl  aber  wenn  ein  fünftes  oder  mehrere  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  hinzu  kommen. 

5.  Um  jetzt  diese  Relationen  zu  entwickeln,  wollen  wir  von 
dem  speciellen  Falle  ausgehen,  wo  die  in  Betracht  zu  ziehenden 
Puncte  der  einen,  und  folglich  auch  die  entsprechenden  in  der  an- 
deren Ebene,  in  gerader  Linie  liegen.  Heissen  X,  X',  X",  ...  die 
Puncte  in  der  Ebene  der  a:,  y,  und  T,  2",  T\  ...  die  ihnen  ent- 
sprechenden in  der  anderen  Ebene  der  ^,  u.  Weil  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  die  Coordinatenaxen  nach  Willkür  gelegt  werden 
können,  so  werde  die  Axe  der  x  durch  die  Puncte  X,  X',  ...  und 
die  Axe  der  t  durch  die  Puncte  T,  2",  ...  gezogen.  Seien  hiernach 
die  Abscissen  von  X,  X',  ...  resp.  gleich  Xy  x\  ...,  und  von  T,  2",  ... 
resp.  gleich  ty  t\  ...,  so  hat  man,  weil  die  Ordinaten  (y  und  w)  für 
die  einen  sowohl  als  die  anderen  Puncte  null  sind,  folgende  Glei- 
chungen : 

ax  -^^  c        . ax*  -\-  c       ., ax'  -\-  c 

etc.  Da  in  jeder  derselben  von  den  obigen  acht  Constanten  nur 
noch  drei  vorkommen,  so  wird  man  durch  Verbindung  irgend  vier 
solcher  Gleichungen  eine  Gleichung  zwischen  den  Abscissen  von 
vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncte  allein  erhalten  können.  Da 
ferner  durch  Annahme  anderer  Anfangspuncte  in  den  Axen  der 
X  und  t  jene  Gleichungen  zwischen  t  und  x  ihrer  Form  nach  offen- 
bar unverändert  bleiben,  und  nur  die  darin  vorkommenden  Con- 
stanten ttj  Cy  n  andere  Werthe  erhalten,  so  wird  auch  die  durch 
Elimination  dieser  Constanten  hervorgehende  Gleichung  von  den 
Anfangspuncten  der  Abscissen  unabhängig  sein  und  nur  solche 
Grössen  enthalten,  wodurch  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte  X,  X', . . . 
und  Ty  T\  ...  selbst  bestimmt  wird. 
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Liegen  daher  die  in  Betracht  gezogenen  Puncte  der  einen  und 
folglich  auch  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  Ebene  in  ge- 
rader Linie,  so  wird  zwischen  je  vier  Puncten  derselben  eine  metrische 
Belation  obwalten.  Die  zu  ihrer  Herleitung  erforderliche  Elimina- 
tion von  a,  c,  n  lässt  sich  durch  folgende  Rechnung  bewerkstelligen. 
Zuerst  hat  man: 

(an  —  c)  (x'  —  x)       vr  _  ^  _  {an  —  c)  (x"  —  x') 
^       ^—   (x  +  n){x'+n)  '  ^~    {x'  +  n){x"  +  n)' 


und  daher 


tind  ebenso 


folglich 


f  —  t        x"  +  n      x' 


f  —  i         a:  +  «      T^'  —  x'' 
r  —  t        x''  +  n      x'"  —  x 


i' 

— 

■  r~ 

x-\-n 

•  sT 



-ar"" 

< 

— 

t 

• 
• 

r 

t 

x' 

—  x 

• 
• 

x'"- 

—  X 

{' 

~  x" 

•r' 

,r" 

xf" 

Ist  nun  M  der  Anfangspunct  in  der  Axe  der  t,  so  hat  man 
t  =  MT,  t'  =a:  MT',  f  =  MT\  etc. ,  von  welchen  Linien  je  zwei, 
wie  MT  und  MT\  einerlei  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  je 
nachdem  die  Puncte  T  und  T'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten 
von  M  liegen.  Hierdurch  wird  f  —  t=TT\  f —  <  =  T'T\  etc., 
von  denen  man  daher  wiederum  je  zwei,  wie  TT'  und  T'T",  mit 
einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  die 
durch  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  angedeuteten  Rich- 
tungen, von  T  nach  T'  und  von  T'  nach  T'\  in  der  Axe  der  t 
einerlei  oder  entgegengesetzt  sind.  Auf  gleiche  Art  ist  x  —  x  =  XX', 
etc.   in   der  Axe    der  x\    die    gefundene   Proportion    aber    erhält    die 

Gestalt : 

TT        TT"'         XX'       XX' 


■rtt 


rpt  rptf  rpffi  rwvf  "V  Y"     '      V"  \'" 

6.  Für  drei  Puncte  A^  B^  C  der  einen  Ebene,  welche  in  einer 
Geraden  liegen,  können  daher,  —  so  lange  noch  keine  anderen 
Paare  sich  entsprechender  Puncte  angenommen  worden,  —  die  ent- 
sprechenden Puncte  A' j  B' ,  C  in  der  anderen  Ebene  nach  Belieben 
gewählt  werden,  nur  dass  sie  ebenfalls  in  einer  Geraden  sind.  Für 
jeden  vierten  Punct  D  in  der  Geraden  ABC  ist  alsdann  der  ent- 
sprechende Punct  D'  in   der  Geraden  A'B'C    durch   die   Proportion 

bestimmt: 

AB       AD        AB'      A'D' 


BC       I)C        B'C      D'C 


I  ) 
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wo  nur  die  vorigen  T,  T',  X,  X',  mit  A,  B,  ...,  A\  B\  ...  ver- 
tauscht sind. 

Ä'ß 

Das  erste  Glied  -^-^  ist,  wie  aus  dem  vorhin  Gesagten  erhellt, 

positiv  oder  negativ,  nachdem  B  zwischen  oder  ausserhalb  A  und  C 
liegt,  und  drückt  das  Verhältniss  aus,  nach  welchem  die  Linie  AC 
im  Puncte  B  geschnitten  wird.  Dasselbe  ist  auch  auf  die  übrigen 
Glieder  der  Proportion  anzuwenden. 

Das  Verhältniss    ^^  :  -jtp^  ist  daher  nichts   anderes,   als  das 

Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Gerade 
AC  das  eine  Mal  in  B  und  das  andere  Mal  in  D  geschnitten  wird. 
Ein  solches  aus  vier  Puncten  in  einer  Geraden  sich  bildende  Ver- 
hältniss habe  ich  (§.  182)  Doppelschnittsverhältniss  genannt. 

Da,  wie  die  Folge  zeigen  wird,  alle  bei  der  Linealgeometrie 
vorkommenden  metrischen  Relationen  aus  Doppelschnittsverhältnissen 
zusammengesetzt  sind,  oder  sich  doch  auf  solche  zurückführen  lassen, 
so  sah  ich  mich  zur  Einfuhrung  einer  abgekürzten  Schreibart  ver- 
anlasst. Zu  |dem  Ende  drückte  ich  ein  Doppelschnittsverhältniss 
bloss  dadurch  aus,  dass  ich  die  vier  Puncte,  als  den  ersten  und 
zweiten  Grenzpunct  der  geschnittenen  Linie,  den  ersten  und  zweiten 
Schneidepunct  in  der  genannten  Ordnung  nebeneinander  setzte,  sie 
durch  Commata  unterschied  und  mit  Haken  einschloss  (§.  183) 
und    hiemach   das    vorige    Doppelschnittsverhältniss    also    darstellte: 

Das  einfachste  Beispiel  eines  Doppelschnittsverhältnisses  giebt 
die  bekannte  harmonische  Theilung.  Eine  Linie  AB  wird  in  C 
und  D  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  C  und  D  nach  gleichen 
Verhältnissen  getheilt  wird,  nur  dass  die  Exponenten  dieser  Ver- 
hältnisse entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dass  mithin  von  den  zwei 
Puncten  C  und  D  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  A  und 
B  liegt;  also  in  Zeichen,  wenn 

AC  :  CB^  —  {AD  :  DB), 
d.  i. 

AC     A_D  __ 

CBDB~         ' 

oder,  nach  der  kürzeren  Schreibart,  wenn 

(A,  JS,  C,  D)  =  —  l, 

7.  Das  in  Nr.  5  erhaltene  Resultat  können  wir  jetzt  kürzlich 
so  ausdrücken:  Jedes  Doppelschnittsverhältniss  zwischen  vier  Puncten 
einer    Geraden   in   der   einen  Ebene   ist   dem  aus  den  entsprechenden 


Pimrten  der  atutere»  gehtlihten  DoppelscAmÜgveriäUnMe  yleieA.  Haben 
äahfT  A,  B,  ...,  A',  if ,  ...  dieselbe  Bedeuttu^  wie  in  Nr,  6,  so  tat 

(J,  B,  C,  Vi  =  {A\  BT,  C-,  If). 

Hiermit  kuin.  wie  Achon  dort  bemedct  ward«,  wenn  ron  diesen 
S  PiiDcteti  7  gegeben  eind.  der  *lle  geftinden  weiden,  Anf  eben  diese 
Art  muM  nun  uich  sein: 

{A,  C.  B,l/)  =  [A'.  Cff.Jf],     B,  A.C.D)=  (ff,  A'.  CT,  B), 

etc.,  wie  auch  die  Buchstaben  in  jedem  der  swei  einander  gleichen 
])uppekchnitt«T«rhaltnii#e  miteinander  vertanscht  werden,  wenn  es 
nur  in  beiden  auf  gleiche  Art  geschieht.  Da  aber  hierdurch  keine 
neoea  Beatimmungea  fui  den  achten  Ponct  herrorgehen  können,  «o 
müfiBen  die  Doppekchnittarerhiltnisse  {A,  B,  C.  D).  [B,  A.  C.  D),  etc. 
und  wie  auch  sonst  noch  die  vier  Elemente  A.  ...  D  permutirt 
werden  mögen,  insgesanunt  Functionen  Ton  {A,  B.  C.  D).  also  aoeb 
von  einander  abhängig  sein.  Und  in  der  That  findet  sich  leicht, 
I itaM,  wenn  man  {A,  B,  O,  L)  =  a  setzt: 

^L  Q  iB,A,  c.^=^,  m 

^H  n}  (A,  O,  B,  ß)  =  t  —  ^^J 

^H  m)  ^^^^ 

I  i«t,  woraus  man  alle  übrigen  Permutationen  berechnen  kann.    Denn         I 

von    ii^end    einer    der  24  Permutatioiien .   welche   aus  4   Elementen  ' 

eich  bilden  lassen,  kann  man  Bchiittweise  zn  jeder  anderen  von  ihnen 
gelangen,  indem  man  nach  und  nach  bald  die  zwei  ersten,  bald  die 
zwei  mittleren,  bald  die  zwei  letzten  Elemente  mit  einander  rer- 
tauscht.  Durch  Vertauechung  der  zwei  ersten  I)  oder  der  zwei 
letzten  III)  erhält  man  aber  den  recipioken  Werth  des  vorhergehen- 
den, und  durch  Vertauschung  der  zwei  mittleren  Element«  II)  die 
Ergänzung  des  vorbeigehenden  Werthes  zur  Einheit.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich,  dass  jedes  der  24  Doppelschnittaverhältniase, 
welche  sich  aus  den  vier  Puncten  bilden  lassen,  einen  der  6  Werthe 
hat: 

1  a— 1 


1)  a,     2)  ^,     3)  ^^,     4)  -£-,     5) 


1— a' 


(§■  184). 

NB.    Setzt  man  diese  6  Werthe  in  ihrer  Folge  =  a,  b,  c,  a 
so  ist: 

ab  =  cd=  ef=  i     und    b  +  c  =  d +  e  =/+a  =  i. 
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Eine  unendliche  Reihe,  deren  erstes  Glied  =  a,  und  wo  das  Product 
aus  jedem  ungeraden  Gliede  in  das  nächstfolgende  gerade  gleich  1 ,  so 
wie  die  Summe  jedes  geraden  Gliedes  und  des  nächstfolgenden  un- 
geraden =  1  sein  sollte ,   würde  daher  nichts  anderes,  als  eine  con- 

tinuirliche  Wiederholung  jener  6  Werthe  a,  — ,  ...,  1  —  a  sein. 

8.  Um,  wenn  die  Puncte  -4,  B,  C,  D  einer  Geraden  a,  und 
von  den  entsprechenden  Puncten  A'j  JS',  . . .  der  entsprechenden  Ge- 
raden a'  drei  Puncte  A\  B\  C"  gegeben  sind,  den  vierten  U  zu 
finden,  kann  man  sich  folgender  einfachen  Construction  bedienen. 

Man  setze  die  Linien  a  und  a'  (Fig.  1)  unter  einem  beliebigen 
Winkel  an  einander,  so  dass  die  Puncte  A  und  Ä  zusammenfallen. 
Hierauf  ziehe  man  BB'  und  CC\  welche  sich  in  O  schneiden,  so 
ist  der  Durchschnitt  von  OD  mit  a'  der  gesuchte  Punct  D\ 


CD  ^  ß  y  e 

Fig.  1. 


Um  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  zu  beweisen,  ist  nur  dar- 

zuthun,  dass 

(^',  5',  C",  Uf)  =  M,  B,  C,  D). 

Man  denke  sich  zu  dem  Ende  eine  der  eben  construirten  Figur  ent- 
sprechende gezeichnet;  die  den  Puncten  A^  Bj  ...,  J?',  ...,  O  ent- 
sprechenden seien  darin  a,  /?,  ...,  /?',  ...,  o,  und  daher 

(a,  ß,Y,S)  =  (A,  B,  0,  D),     {a,  /?',  /,  d')  =  [A,  R,  C,  IT). 

Werde  nun,  was  immer  geschehen  kann  (Nr.  3),  der  Punct  O  un- 
endlich entfernt  angenommen,  so  sind  ßß'j  yy\  33'  mit  einander 
parallel,  und  es  verhält  sich 

ay  :  yß=  a/  :  //?,     a3  :  3ß  =  ol3'  :  d'/f. 
Mithin  ist 

(«,  ß,  Y,  d)  =  (a,  ß',  /,  8'), 


also  auch 


(A  B,  C,  D)  =  {A,  R,  C,  DT). 


9.     Seim   jetrt   in  der  Geiaden  AB  «user 
jt,  ...  D  noch   mehrere  andere.  E,  F,  G.  ...   gegeben.     Die  {hnen 

esMiprechenden  in  der  Geraden  A'B'  heisren  f,  f,  G" So  wie 

mta  nach  «nUkörlieher  Annahmn  toq  A',  B',  C.  der  Punct  XX 
doidi  die  Gleichheit  der  DoppeUchninsrerbältnisse 

(A.  B,  C,  D)  =  {A%  B-,  C,  iy)  =  d 
boümmt  wurde  (Nr.  6),  »o  werden  aach  die  äbi%en  Pnncte  K.  F", 
&,  ...  mittelst  d«r  Gleichungen 

{A.  B.  C  E\  =  {A',  BT,  C,  W\  =  e, 

(A,  B.  C.  F}  =  IA:  B',  C,  f^  =/, 

o.  •.  w.,  rieh  finden   ta«»en,   und  es   werden  nach   verrichteter  Con- 

■tmction    auch   je  xwei   andere   Doppelschnittererbältnäce   iwischen 

rieh  entcprechenden  Puncten,  z.  B.: 

[Ä,  O,  E.  F)   und  (B',  C\  E\  F) 
einander  gleich   sein,  jedes  deraelben   gleich  z.     Da  nno   xnr  Con- 

Btntction  de»  Syetems  der  Puncte  A',  B",  ...  E',  F wegen  der 

Wülkürlichkeit  der  Bestimmung  der  drei  ersten,  auch  schon  die 
Kenntnias  der  Expoocotcn  d.  e.  f,  ...  hinreicht,  and  eich  alsdann 
nuN  der  ('onatruction  der  Wenh  ron  x  selbst  ei^ebt.  so  musa  x  eine 
Function  von  d,  e,  f,  ...  sein.  Hat  man  also  ein  System  von 
m  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer  geraden  Linie,  so  ist  von  den 
m  —  3  Doppelschnittsverhältnissen  d.  e ^  f,  ...,  welche  die  drei 
ersten  Puncte  A,  B,  C  mit  jedem  der  m  —  3  übrigen  bOden,  jedes 
andere  Doppi.-Ischnittaverhältniss  x  des  Systems  eine  Function. 
Denkt  man  sich  daher  alle  möglichen  Doppelschnittsrerhältnisse  von 
den  m  Puncten  als  Functionen  dieser  m  —  3  Grössen  d,  e.  f,  ... 
ausgedrückt,  so  kann  man ,  wenn  irgend  m  —  3  von  einander  unab- 
hängige dieser  Doppelscbnitts Verhältnisse  gegeben  sind,  daraus  die 
Wcrthe  von  d,  e,  f,  ...  und  somit  den  Werth  jedes  anderen  Doppel- 
schnittfiverhältnisaes  finden.     Also: 

Am  irgertd  m  —  3  eon  einander  unabhängigen  DoppehchmtUcer- 
häliniteen  eines  Systems  von  m  Puncten  in  einer  geraden  Linie  kann 
jedes  andere  Doppelsc/initfsverhältnies  dieses  Systems  gefunden  werden. 
(§.  187.) 

So  findet  sich,  wenn  bei  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  die  zwei 
Doppelfichnittsverhältnisse 

[A,  S,  C,D)=p   und   (B,  C,  D,  E)  =  q 
gegeben  sind,  jedes  dritte  als  Function  von  p  und  q,  z.  B. : 
[A,  E,  B,  D)  =  {\-p){\-q). 


^^ 
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10.  Die  durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsrerhältnisse 
ausgedrückte  Relation  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  in  gera- 
den Linien  lässt  sich  auch  noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art 
darstellen.  —  Man  hat: 

und  daher 

AD.  CB  .d=ÄC.DB, 
oder 

AD(AB  —  AC)d=AC(AB  —  AD), 

und  wenn  man  mit  AB .  AC .  AD  dividirt: 

1— rf      _rf_^     1 


AB     '  AC       AD' 
und  wenn  man  noch  1  —  d  :  d  =  ß  :  y  setzt: 

'  AB^AC        AD  ' 

so  wie  umgekehrt  hieraus  die  Gleichung 

{A,B,C,D)  =  d=j^^, 
und  hieraus  weiter  die  Gleichung 

(A',  B,  C,  D)  =  jL- 

folgt.  Besteht  daher  zwischen  den  Abschnitten  AB^  AC,  AD  die 
Relation  a),  so  muss  auch  für  die  entsprechenden  Abschnitte  A'ff^  etc. 

^  A'B'^  A'C        AD' 

sein;  d.  h.  ist  AD  das  harmonische  Mittel  von  AB  und  AC  für  die 
Coefficieaten  ß  und  y,  so  ist  es  auch  A'U  von  A'B'  und  A'C*  für 
dieselben  Coefficienten. 

Dass  diese  Relation  auf  jede  grössere  Zahl  von  Paaren  sich 
entsprechender  Puncte  in  geraden  Linien  ausgedehnt  werden  kann, 
so  dass,  wenn 

AB'^  AC'^  AD'^ AM 

ist,  dieselbe  Gleichung  noch  besteht,  wenn  man  für  A,  B,  ...,  M 
die  entsprechenden  Puncte  A\  B\  ...,  M*  setzt,  dies  zeigt  Poncelet 
in  seinem  Memoire  sur  les  centres  de  moyennes  harmoniques  im 
3.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  Seite  240. 

Um  diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  mit  Hülfe  der  Lehre 
von  den  Doppelschnittsverhältnissen  zu  beweisen,  so   folgt  aus  der 
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angenommenen  Gleichung 

d.  i. 

^       BM  CM       ,   ^       DM  _ 

'^  AB.AM^y  ACAM^*^  AD.AM'^ "' 

also  auch 

BM     PM  CM     PM        .  DM     PM_  _ 

^  AB   '•  AP  ^^  AC  '•  AP^  ^  ad'-  AP^ "' 

wo  P  einen  beliebigen  Punct  der  Geraden  AB  ..-.  bezeichnet;  und 

weil 

BMP^_AP_.AB^_        j^  p  ß.   ^^ 
AB      AP-  PM     BM-  ^^'  ^'  ^'  ^^'  ***'•• 

SO  kommt 

ß  (A,  M,  P,  5)  +  y  {A,  M,P,C)  +  d (A,  M,  P,  Z))  +  ...  =  0. 

Wegen    der  Unveränderlichkeit   der   Doppelschnittsyerhältnisse    von 
dem  einen  Systeme  zum  anderen  ist  daher  auch 

ß  {Ä,  M\  P\  B')  +  Y {A\  M\  P\  O  +  ...  =  0, 

woraus  sich  auf  umgekehrtem  Wege 


ergiebt. 


1 1 .  Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Relationen  zwischen  zwei 
Systemen  von  Puneten  über,  wo  die  Puncte  jedes  Systems  für  sich 
nicht  mehr  -wie  bisher  bloss  in  einer  Geraden,  sondern  in  einer 
Ebene  überhaupt  liegen.  Seien  demnach  A,  S,  (7,  D  (Fig.  2)  irgend 
vier  Puncte  der  einen  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
sind,  und  A' ^  B\  C\  V  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  in  der 
anderen,  von  denen  ebenfalls  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen. 
Ausser  diesen  negativen  Bedingungen  finden  zwischen  beiden  Sy- 
stemen keine  weiteren  statt,  und  die  vier  ersteren  Puncte  sowohl, 
als  die  vier  letzteren,  können  ganz  nach  Willkür  genommen  werden. 
Mit  jedem  fünften  Puncte  E  aber,  der  zu  den  vier  ersteren  hinzu- 
kommt, >\ird  auch  der  entsprechende  Punct  E'  in  der  Ebene  der 
vier  letzteren  bestimmt  sein  (Nr.  4). 

Um  nun  E'  zu  finden,  wenn  E  gegeben  ist,  hat  man  auch  hier 
bloss  das  Princip  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse 
in  Anwendung  zu  bringen.  Man  ziehe  zu  dem  Ende  BDy  BE, 
welche  AC  in  M,  P  treffen,   und   AD,  AE,   welche   jBC  in  iV,   Q 
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schneiden.  Auf  dieselbe  Art  werden  M\  P\  iV',  Q'  in  der  anderen 
Ebene  bestimmt,  wo  f ,  und  damit  P',  Q\  einstweilen  als  schon 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Da  nun  B,  S  und  D,  D*  zwei  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  sind,  so  wird  auch  jedem  anderen  Puncte 


Fig.  2. 

der  Linie  BD  ein  Punct  in  B'D\  und  ebenso  jedem  Puncte  in  -4(7 
ein  Punct  in  A!C\  folglich  dem  Puncte  M^  als  dem  gemeinschaft- 
lichen Puncte  der  BD  und  AC^  der  Durchschnittspunct  M'  von 
B*D'  und  ÄG*  entsprechen.  Auf  gleiche  Art  sind  auch  N  und  iV, 
P  und  P',  Q  und  Q  Paare  sich  entsprechender  Puncte.  Es  liegen 
aber  -4,  C,  3f,  P  und  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  Ä^  C",  JT,  P 
in  geraden  Linien.     Mithin  muss  sein: 

AM     AP  _A!M'      AP' 

^  MC     PC  ~  M'C  '  P'C  ' 

woraus  sich  P  finden  lässt,  da  alle  übrigen  in  dieser  Proportion 
vorkommenden  Puncte  gegeben  sind.  —  Ebenso  wird  Q'  durch 
die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  (-B,  (7,  JV,  Q)  und 
(B',  Cy  N\  Q')  gefunden.  Hiermit  ergiebt  sich  endlich  E'  als  der 
gegenseitige  Durchschnitt  von  B'P'  und  A'Q'. 

12.  So  wie  der  Punct  E'^  so  kann  auch  für  jeden  anderen 
Punct  in  der  ersten  Ebene  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  ge- 
funden werden,  woraus  nothwendig  folgt,  dass  alle  metrischen  Rela- 
tionen zwischen  beiden  Systemen  auf  die  Gleichheit  ihrer  Doppel- 
schnittsverhältnisse hinauskommen,  und  dass  eine  solche  Relation 
im  allgemeinen  Falle,  wo  von  den  in  Betracht  kommenden  Puncten 


H) 
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keine  diei  in  eioei  Geraden  liegen,  zwischen  nicht  wenigei  ab  fünf 
Paaren  sich  entsprechender  Puncte  bestehen  kann. 

Die  zur  Aufstellung  einer  solchen  Relation  im  Vorigen  ange- 
wendeten Hülfspancte  M,  P,  oder  N.  Q,  und  die  Ihnen  entsprechen- 
den M",  P' ,  etc.  können  folge ndei^stalt  beseitigt  werden.  Es  ist 
ein  bekannter  Satz,  dass,  wenn  eine  Gerade  AC  von  einer  anderen 
BD  im  Puncte  M  geschnitten  wird,  das  Verhältniss,  nach  welchem 
dies  geschieht, 

AM  -.  CM=  dem  Verhältniaae  der  Dreiecke  ABU  :  CBJ) 
ist.     Auf  gleiche  Art  hat  man,  weil  BE  äie  AC  in  P  schneidet, 

AP:  CP=  ABB  :  CBE, 
tmd  ebenso  in  der  anderen  Figur: 

A'M'  :  CM'  =  A'BD-  :  C'B'IX,  A'P"  :  CP'  =  etc. 
Uierdurch  aber  verwandelt  sich  die  obige  Proportion  I)  in ; 
ABD  ABB  _  Ä'B'P-  ABB' 
CBD  ■  CBE  C'Bjy  "  CSE' 
Sind  demnach  A,  ...,  E  irgend  fünf  Puncte  der  einen  Ebene,  und 
A,  ...,  E'  die  ilinen  entsprechenden  in  der  anderen,  so  findet  zwi- 
schen den  durch  ihre  Verbindung  gebildeten  Dreiecken  immer  die 
Proportion  II)  statt. 

Da  die  fünf  Paare  sich  entsprechender  Puncte  ganz  nach  Be- 
lieben zu  nehmen  sind,  so  können  auch  die  in  IIj  sie  bezeichnenden 
\  Buchstaben  willkürlich,  nur  in  beiden  Systemen  auf  einerlei  Weise, 
mit  einander  verlauscht  werden.    So  folgt  z,  B.  durch  Verwechselung 
des  A  mit  B  und  des  Ä  mit  B' \ 

BAD      BAE  _  B'Aiy      BA'E' 

CAD   ■   CAE  ~~  C'A'D'  '   C'A'E" 

eine  Proportion,  welche  auch  geradezu  aus  der  Gleichung  der  Doppel- 

Bchnittsverhältnisse    (B,    C,   N,    Q)\  und  {B,  C,  N',   Q')    entspringt 

(Nr.  11). 

13,  Wenn  es  nicht  darauf  ankommt,  bei  Angabe  der  von  einer 
Ebene  zur  anderen  constant  bleibenden  Verhältnisse  nur  die  mög- 
lich kleinste  Anzahl  (gleich  5)  willkürlich  genommener  Puncte  zu- 
zulassen, so  kann  man  diesen  Verhältnissen  noch  mehrere  andere 
Formen  geben,  die  ihrer  symmetrischen  Bildung  wegen  angeführt 
zu  werden  verdienen.  —  Werde  die  Linie  AB  (Fig.  3)  von  den 
Linien  CD  und  EF  in  den  Puncten  M  und  N  geschnitten,  so  ist. 
wie  in  Nr.   12: 


I 

I 
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AM:  BM=ACD  :  BCD, 
AN:  BN=AEF:  BEF, 

und  folglich  das  Verhältniss 

n*)  (ACD  :  BCD)  :  (AEF  :  BEF) 

dem  Doppelschnittsverhältnisse 

(AM:  MB)  :  [AN:  NB) 

gleich,  und  daher  das  ebenso  aus  den 
6  entsprechenden  Puncten  A'j  ...,  F 
gebildete  von  gleichem  Werthe ;  wobei 
man  noch  bemerke,  dass  von  den  vier 
Dreiecken  des  Verhältnisses  11*)  die 
zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  einer- 
lei Grundlinien  (CD  und  EF),  das 
erste  und  dritte  aber,  sowie  das  zweite 
und  vierte  einerlei  Spitzen  (A  und  B) 
haben. 

Kürzer   noch   kann    man    daher    dieses  Verhältniss    ausdrücken 
durch 

(Aa  :  Ba)  :  (Ab  .  Bb)  =  ^  .^, 

'       Ba     Ah 

wo  a,  b  für  die  Linien  CD,  EF  gesetzt  sind,  und  somit  Aa  das 
Dreieck  bezeichnet,  welches  A  zur  Spitze  und  a  zur  Grundlinie 
hat,  u.  s.  w. 


Fig.  3. 


14.     Seien  jetzt  A,  B,   C,  ,,.  mehrere  Puncte,  und  a^  b,  c,  .,, 

mehrere  gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  in  der  einen  Ebene, 

so  ist,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  von  dieser  Ebene  zur  anderen 

das  Verhältniss 

Aa     Bb_ 

Ba'  Ab~'' 
constant,  und  eben  so  müssen  es  auch  die  Verhältnisse 


Ab      Cc 


Cb  '  Ac 


_  Ac     Dd  _ 

~^'       Dc'Ad~^ 


Ad     Ee 
Ed  •  Ae 


=  <J, 


etc.  sein.     Bildet  man  aus  ihnen  die  Producte  aß,  ccßy,  aßyi,  etc., 
so  bekommt  man: 

Aa     Bb     Cc 


m) 


IV) 


Ba'  Cb  '  Ac' 

Aa     Bb      Cc      Dd 
Ba'  Cb   '  De  '  Ad' 


4M 


V) 


Ba 


Metrische  ReUtionen 

Sh       Ce       Dd     Ee 
'  Cb    '  Wc'  Ed-  Ä^' 


etc.,  maanunengesetztc  Verhältnisse,  die  daher  gleich&lls  Ton  der 
einen  EbcDe  zur  anderen  constant  sein  müssea. 

Es  lafieen  sich   aber  diese  Verhältnisse  noch  anschaulicher  dar- 
stellen, wenn  man  statt  der  Linien  a,  h,  c,    ...  ihre  Durchschnitte  mit 
den  die  Puncte  A,  B,  C,  ...  untereinander  verbindenden  Linien  ein- 
fuhrt.   Werde  nämlich  die  Linie  AB  von  a  im  Puncte  M,  BC  voa  h 
in  JV,  CA  und  CD  von  c  in   0  und  P,  DA   und  DE  von  J  in  Q 
und  S,  EA  von  e  ia  S,  etc.  geschnitten,  so  ist,  nach  dem  in  Nr.  )2 
angeführten  Satze: 
Aa  _  A^M    Bb  ^  BN     Cc^^CO     Ce^  _^  CP     Dd  _  DQ^ 
Ba~  BM'  Cb  ~  CN'  Ac~  AO'  Dc~  DP'   Ad~  AQ' 
etc.  und  die  Verhältnisse  III),  TV],  V),  etc.  werden  damit 

mi  d^    ^^    ^ 

"^  '  MB  ■  NC  ■  OA' 

AM      BN^      CP^      DQ 

'  MB   '   NO  '  PD   '   QA' 

AM      BN      CP      DR      ES 

MB    "   WO   "   PD   ■   BE   '  SA' 

etc.*),  wobei  jeder  einzelne  Factor,  wie  -tttt,  das  Verhältniss  aus- 
drückt, nach  welchem  der  zweimal  gesetzte  Punct  M  die  Linie 
schneidet,  welche  die  zwei  anderen  Puncte  A  und  B  verbindet,  nnd 
wo  daher  die  drei  in  jedem  Factor  vorkommenden  Puncte  immer  in 
einer  Geraden  liegen. 

Hiemach  ist  das  Verhältniss  lU*]  zusammei^setzt  aus  den 
drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des 
Dreiecks  ABC  von  den  resp.  in  ihnen  liegenden  Puncten  M,  N,  0 
getheilt  werden.  Eben  so  ist  IV*]  das  Verhältniss,  nach  welchem 
die  vier  Seiten  AB,  ...,  DA  des  Vierecks  ABCD  resp.  in  M,  N,  P,  Q 
geschnitten  werden,  u.  s.  w.  Ich  habe  daher  die  solchei^stalt 
gebildeten  Verhältnisse  HI*),  IV"),  V*),  u.  s.  w.  Dreieck-,  Vier- 
eck-, Fünfeckschnittsverhältnisse  u.  s.  w.  und  überhaupt  Viel- 
eckschnittsverhältnisse genannt  (§.  215). 


V) 


*|  Dmb  hierbei  die  Buchatabeu  in  den  Nennern  der  eiuelnen  Faetoreo  in 
umgekehrter  Folge  gescbriebeu  irorden,  MB  statt  des  vorigen  BM,  etc.,  iat  des- 
halb geschehen ,  um  diese  Formeln  mit  denen  im  Baryeentrischen  Caleul  Dherein- 
itimmend  duiustellen.  Die  absoluten  Werthe  derselben  ftndem  sich  dadurch  nicht, 
sondern  nur  von  Hl),  V),  VII),  etc.,  die  Voraeichen. 
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15.  Jedes  Vielechschmttsverhältmss  ist  daher  van  der  einen 
Ebene  zur  anderen  coftstant;  d.  h.  sind  A  und  A'j  B  und  ^,  ..., 
/  und  /'  mehrere  Paare  sich  entsprechender  Puncte,  also  AB,,,I 
und  AB*,..!'  zwei  sich  entsprechende  Vielecke,  sind  femer 
M,  N,  ...,  X  resp.  in  den  Seiten  ABj  BCy  ...,  lA  des  ersteren 
Vielecks  nach  Belieben  genommene  Puncte,  und  3f,  N',  ...,  X' 
die  entsprechenden  Puncte,  die  daher  resp.  in  den  Seiten  A'B\ 
B'C'y  ...,  FA'  des  anderen  Vielecks  liegen  werden,  so  ist  das  Pro- 
duct  aus  den  Verhältnissen  AM  :  MBj  BN  :  NCj  ...,  IX  :  XA, 
nach  welchen  die  Seiten  AB,  BC,  ...,  lA  des  einen  Vielecks  von 
den  in  ihnen  gewählten  Puncten  Jf,  iV,  . . . ,  X  getheilt  werden,  von 
derselben  Grösse,  als  das  Product,  welches  aus  den  entsprechenden 
Verhältnissen  A'M' :  AT  ff,  B'N' :  ]SrC\  ...,  /'X':  X'A'  des  anderen 
Vielecks  zusammengesetzt  wird. 

Dieser  Satz  gilt  immer,  wie  auch  die  Puncte  A,  J?,  ...,  /  oder 
die  Spitzen  des  Vielecks  liegen  mögen,  selbst  wenn  sie  alle,  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  3/,  N,  ...,  X  in  einer  und  der- 
selben Geraden  enthalten  sind;  er  gilt  immer,  welches  auch  die 
Zahl  der  Spitzen  sein  mag.  selbst  wenn  deren  nur  zwei  sind,  und 
mithin  das  Vieleck  zum  Zweieck  wird.  Denn  seien  A,  B  die  beiden 
Spitzen  und  folglich  AB,  BA  die  beiden  Seiten,  3/,  N  ihre  Schneide- 
puncte, so  reducirt  sich  das  Vielecks chnittsverhältniss  auf  (AM :  MB) 
X  (BN  :  NA)j  welches  einerlei  mit  dem  Doppelschnittsverhältniss 
(AM  :  MB)  :  (AN  :  NB),  und  mithin  von  der  einen  Ebene  zur 
anderen  ebenfalls  coiistant  ist.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  lässt 
sich  daher  auch  als  das  einfachste  Vieleckschnittsverhältniss ,  näm- 
lich als  ein  Zweieckschnittsverhältniss,  betrachten. 

Der  Begriff  des  Vielecks  ist  demnach  hier  in  ganz  allgemeiner 
Bedeutung  zu  nehmen  und  darunter  eine  Figur  zu  verstehen,  die 
von  einer  in  sich  zurückkehrenden,  gebrochenen  geraden  Linie  ge- 
bildet wird.  Die  Rückkehr  in  sich  selbst,  welche  daran  erkannt 
wird,  dass  bei  jeder  der  Formeln  IH*),  IV*),  V*),  etc.  die  Vielecks- 
spitzc  im  Zähler  des  ersten  Factors  zugleich  im  Nenner  des  letzten 
vorkommt,  und  dass  überhaupt  von  je  zwei  nebeneinander  stehenden 
Factoren  die  Spitzen  im  Nenner  des  vorangehenden  und  im  Zähler 
des  nachfolgenden  einerlei  sind,  —  diese  Rückkehr  ist  etwas  wesent- 
lich Noth wendiges,  indem  mit  Weglassung  eines  der  Factoren,  als 
wodurch  die  Schliessung  des  Vielecks  unterbrochen  würde,  auch  die 
ünveränderlichkeit  des  Verhältnisses  von  der  einen  Ebene  zur  anderen 
nicht  mehr  stattfinden  würde. 
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16.  Sind  iD  dner  Ebene  m  Paarte  gegeben,  nid  aoBea 
einer  uidnrn  Ebene  die  iham  eatsprecbenden  Pnnrte  eeftutdeu 
werden.  •<>  luim  num  tod  letsteren  iTgeod  4  nach  Willkör  nehmen, 
wonnf  jeder  dn*  m  —  4  nbi^en  Pancte  dadurrh  geüinden  wird,  Ams-i 
umn  zwei  die  Lage  d»  Punetcs  in  der  ersten  Ebene  bestimmende 
DoppeUcbnittsTeThälmisse  in  der  anderen  Ebene  von  gleicher  Gros««- 
macht  (Nr.  II).  Zur  Construclion  des  ganxen  äynenu  in  der  anderen 
Ebene  «ind  daher  nicht  mehr  als  2{«n  —  4)  I>(ippelH'hnitt«verhälini9se 
nberentngen  nöthift,  nnd  es  werden  sodann  auch  je  nrei  andere 
DoppebehnitUveThiltniwe  «wischen  sich  entsprechenden  Puncten 
beider  Ebenen  einander  gleich  aein.  —  Es  folgt  hierans.  wie  in 
Nr.  9,  daM  von  den  giedachten  2|m  —  4)  DoppeUchmttsTerhältniEeen 
alle  anderen  in  den  Figuren  noch  vorkommenden  Doppelschnitls- 
Tcrhältnime  abhängig  sind,  und  überhaupt,  weil  jedes  Vieleck«:hnitts- 
Terhältniw  al»  eine  Function  von  Doppelsehnittsi'erhaltnissen ,  und 
jedes  DoppcUchnittKverhältnis«  KU)^eich  a]a  Vieleckschnittsrerhältniss 
betrachtet  werden  kann  (St.  15); 

•SiW  6ei  einem  Systeme  eofi  m  Puncien  in  einer  Ebene  con  dm 
au»  der  gegeiueiiigeH  Verbindung  der  PUncte  dttrth  gerade  Linieit 
itnUtehenden  t'ieiec/ur/initUcer/iäUitisse»  irgend  2  ih  —  8  eon  einander 
unafihätigige  gegeben,  »o  kann  daraas  jede»  andere  Virlee]c*ehmtt*- 
Derhültnias  der  Figur  gefunden  werden  (§.  233)-  Oder  mit  anderen 
Worten: 

Zvisrlum  Je  2m  —  7  Vieleck»<:hnitt«eerhülbiissen .  weiche  durch 
geradlinige  Verbindung  von  m  Punrten  in  einer  Efiene  enttte/ien.  findet 
immer  wenigstens  eine  Gleichung  statt. 

Uebrigens  ist  diese  geradlinige  Verbindung  keinesw^s  bloss  auf 
die  \m(m — 1)  Linien  zu  beschränken,  welche  die  m  Puncte  eu 
zweien  mit  einander  verknüpfen.  Denn  die  hierdurch  in  beiden 
Ebenen  entstehenden  Burchschnittspuncte  entsprechen  sich  wiederum 
(Nr.  11);  die  durch  je  zwei  derselben,  die  noch  nicht  durch  eine 
Gerade  verbunden  waren,  von  Neuem  gezogenen  Geraden  sind  daher 
gleichfalls  sich  entsprechende  Linien,  und  folglich  die  neuen  durch 
sie  gebildeten  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  von  der 
einen  Ebene  zur  anderen  einander  gleich.  Wie  weit  man  daher  auch 
die  Verbindung  der  m  Puncte  fortsetzen  mag,  so  daes  immer  die 
entstehenden  Durchschnitte  von  Neuem  unter  sich  und  mit  den 
anfänglichen  m  Puncten  oder  den  schon  vorhandenen  Durchschnitts- 
puncten  verbunden  werden,  so  können  doch  alle  hiermit  sich  bilden- 
den Viclecksehnitts Verhältnisse  aus  irgend  2fn  —  8  derselben,  die  von 
einander  unabhängig  sind,  gefunden  werden. 
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17.  Eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  so  eben 
erhaltene  Satz  für  den  Fall,  wo  m  seinen  möglich  kleinsten  Werth 
gleich  4  hat,  und  daher  2  m  —  8  =  0  wird.  Bei  einem  Systeme  vcm 
vier  Puncten  in  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
li^en,  werden  daher  alle  durch  fortgesetzte  Verbindung  dieser  Puncte 
entstehenden  Doppelschnitts-  und  Yieleckschnittsverhältnisse  sich 
finden  lassen,  ohne  dass  ein  einziges  von  ihnen  gegeben  zu  sein 
braucht.  Dieses  merkwürdige  Resultat  erhellet  auch  schon  daraus, 
dass  bei  der  Construction  eines  entsprechenden  Systems  die  ersten 
vier,  also  gegenwärtig  alle  Puncte  nach  Willkür  genommen  werden 
können,  und  dass  dann  alle  durch  geradlinige  Verbindung  der  Puncte 
in  beiden  Systemen  auf  gleiche  Art  sich  bildenden  Vieleckschnittsver- 
hältnisse von  gleicher  Grösse  sind;  dass  also  diese  Verhältnisse,  oder 
vielmehr  die  Exponenten  derselben,  keineswegs  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  anfänglichen  4  Puncte,  sondern  bloss  von  der  Art  und 
Weise  abhängen,  wie  die  4  Puncte  nach  und  nach  mit  einander 
verbunden  worden  sind. 

Aber  noch  mehr:  diese  Exponenten  müssen  immer  rational 
sein.  Denn  sind  die  vier  Puncte  gegeben  und  ausserdem  noch  die 
Art  ihrer  Verbindung  durch  gerade  Linien,  wodurch  man  zu  den 
irgend  ein  Vicleckschnittsverhältniss  bildenden  Puncten  gelangt,  so 
kann  man  damit  die  letzteren  Puncte  immer  ohne  Zweideutigkeit 
finden.  Der  Exponent  des  Vieleckschnittsverhältnisses,  der  nach  dem 
Vorigen  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  ersteren  vier  Puncte, 
sondern  bloss  von  ihrer  Verbindungsart  durch  gerade  Linien  abhängt, 
kann  daher  ebenfalls  keine  zwei-  oder  mehrdeutigen  Ausdrücke,  also 
keine  Wurzelgrössen  enthalten,  und  noch  weniger  irrationale  Zahlen, 
die  aus  transccndeiiten  Operationen  entspringen;  er  muss  folglich 
eine  ganze  Zahl  oder  ein  rationaler  Bruch  sein. 

18.  Die  Figur,  welche  hervorgeht,  wenn  man  vier  Puncte  einer 
Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  durch  Gerade 
verbindet,  die  drei  damit  entstehenden  Durchschnitte  abermals  zu 
zweien  durch  Gerade  zusammenzieht,  und  diese  geradlinige  Ver- 
bindung der  immer  neu  entstehenden  Durchschnitte  unter  sich  und 
mit  den  schon  vorhandenen,  so  weit,  als  man  will,  fortsetzt,  diese  Figur 
habe  ich  ein  Netz  genannt  (§.  200),  die  Linien  selbst  und  ihre  gegen- 
seitigen Durchschnittspuncte,  die  Linien  und  Puncte  des  Netzes, 
und  die  vier  Puncte,  von  denen  die  Construction  ausgeht,  die 
llauptpuncte  des  Netzes.  Das  in  dem  Vorhergehenden  erhaltene 
Resultat  lässt  sich  hiermit  einfach  so  ausdrücken: 
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Jrdea    in   dem   Hfix*   üek    hSdtnd*    llfiMitcAmtüe^riältitit*    hat 

tiami  rationalm,  hio$t  von  der  Conti mttionaart  tutd  tücht  ztigffith  pon 
Ar  ^eyrfatrififfrn  IjOfr  ilrr  der  ilattptptmett  ahhän^ig*»  Werth  ($.  202 
nni)  f  215). 

Sind  daher  A,  B.  O,  D  die  vier  Hauptponctp,  P  irgend  ein 
Nvizpanct,  «o  (iad  auch  die  Durch«chnitte  tod  PD  mit  AB  und 
HC,  welche  M  und  S  hettsen,  Netxpuncte,  und  folglich  das  Doppel- 
st hnittsTerhaltniBs  ' 

(PM  :  MB)      (PX  :  yi)). 
nUo  auch  da«  ihm  gleiche  Verhaldüss  swischBii  Dreiecken: 

[PAB  :  ABD)  [PBC  ■  BCD) 
rational,  und  dieses  letztere,  wie  itiiui  auch  die  Wer  Hauptpunct^ 
iIiiHd  mit  einander  vertauschen  mag.  Die  Katioaalität  dieses  Ver- 
hültniases  kann  uU  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Netz- 
puncte»  P  in  Bezug  auf  die  vier  Hauptpuncte  betrachtet  werden, 
indem  sich  zeigen  lässt  (§.203),  dass  umgekehrt  jeder  Punct  der 
Khene,  fiir  welchen  jene  Verhältnisse  von  Dreiecken  zwischen  ihm 
und  den  Hauptpuncteu  rational  sind,  ein  Punct  de»  Nettes  ist,  und 
mithin  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Hauptpuncte  gefunden 
werden  kann. 

HierauH  lässt  sich  weiter  die  nicht  weniger  merkwürdige  Eigen- 
Hchafi  eines  Netzes  folgern  [§.  205),  dass,  wenn  nächst  deu  vier 
Hauptpuncten  noch  irgend  ein  fünfter  Punct  der  Ebene  gegeben  irt, 
umn  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  einen  Pnnci 
finden  kann,  der  mit  dem  fünften  entweder  zusammenfällt.  i«ier  von 
ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  kleiner  ist,  als  jeder  ge- 
gebene; —  dass  folglich,  wenn  das  Weben  des  Netzes  ohne  Auf- 
hören fortgesetzt  wird,  die  Ebene  in  allen  ihren  Theilen  und  nach 
allen  Richtungen  mit  Puncten  und  Linien  des  Netaes  angefüllt  wird. 

1 9.  Wir  wollen  jetzt  die  in  Nr.  1 7  erwiesene  Rationalität  der 
Vielecks chnitts Verhältnisse  im  Netze  durch  einige  Beispiele  erläutern. 

1)  Man  verbinde  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  (Fig.  4)  zu  zweien 
durch  gerade  Linien,  und  nenne  die  Durchschnitte  von  AD  mit  BC, 
von  BD  mit  VA,  von  CD  mit  ^S  resp.  F,  G,  H,  so  gehören  diese 
Puncte  dem  aus  A,  B,  O,  D  entstehenden  Netze  an.  Ohne  daher 
noch  den  Exponenten  des  Dreiecks  chnitts  Verhältnisses 

{BF  :  FC){CG  :   GA)IAH  :  HB] 
zu  kennen,   kann   man  doch   schon   im  Voraus   behaupten,    dase   er 
eine  rationale  Zahl  sein  werde.    Nun  weiss  man  aus  den  ersten  Ele- 
menten,  dass,    wenn   AB<'   ein  gleiehseitiges   Dreieck,   und   D  der 
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Mittelpunct  des  umschriebenen  ELreises  ist,  JF,  G,  H  die  Mittelpuncte 
der  Seiten  sind,  und  folglich  der  Exponent  jenes  Verhältnisses  gleich  1 
ist.  Mithin  muss  er  auch  für  jede  andere  Lage  der  vier  Puncte 
A,  ...,  D  gleich  1  sein. 

Ä 


Fig.  4. 

2)     Ein  anderes  bei  dieser  Figur  vorkommendes  Dreieckschnitts- 

verhältniss  ist 

(BC  :   CF)(FD  :  DA)  (AH  :  HB), 

nach  welchem  die  Seiten  BF,  FA,  AB  des  Dreiecks  ABF  von 
einer  Geraden  in  Cy  D,  H  geschnitten  werden.  Auch  dieses  Ver- 
hältniss muss  daher  einen  constanten  rationalen  Werth  haben.  Es  ist 
aber  in  dem  vorhin  zu  Hülfe  genommenen  speciellen  Falle  FD  =  DH, 
und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AHD,  AFB: 

DH  :  DA  =  BF  :  BA=\  :  2, 
also  auch 

FD  :  DA  =  \: 
ferner 

BC  :  CF=—2   und   AH  :  HB=  1. 

Hierdurch  wird  der  Werth  jenes  Dreieckschnittsverhältnisses  bei 
dieser  und  folglich  auch  bei  jeder  anderen  Lage  von  A,  ...,  D 

=  |.  — 2.1  =  —  1; 

d.  h. : 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen^  nach  welchen  die  Seiten 
eines  Dreiecks  von  einer  Trafisversale  geschnitten  werden,  ist  immer 
der  7iegativefi  Einheit  gleich. 

Anmerkung.  Daraus,  dass  dieses  Product  immer  negativ  sein 
soll,  erkennt  man,  dass  von  den  drei  Factoren  desselben  entweder 
einer  oder  alle  drei  negativ  sein  müssen ;  dass  folglich  die  Transversale 
entweder  zwei  Seiten  selbst  und  die  dritte  in  ihrer  Verlängerung, 
oder    alle    drei    Seiten    in  ihren  Verlängerungen    schneidet.      Vergl. 
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Nr.   5.    —    Ebenso   ät  bei   dem  vorhergehenden  DreieckÄchnitteTer- 
hältnisse 

iBF:  FC){CO  :  GA)[An  :  HB], 
weil  es  der  positiven  Einlieit  gleich  gefunden  wurde,  entweder  jeder 
der  drei  Factoren,  oder  nur  einer  positiv,  und  daher  sind  entweder 
alle  drei  Puncte  F,  G,  H  in  ihren  resp.  Seiten  selbst,  oder  nur  einer 
derselben  in  seiner  Seite,  die  beiden  anderen  in  den  Verlängerungen 
der  ihrigen  enthalten,  und  ausserdem  kein  dritter  Fall  möglich.  — 
Wiewohl  sich  nun  dieses  auch  aus  höchat  einfachen  geometrischen 
Betrachtungen  ei^ebt,  so  ist  doch  eine  solche,  bis  jetzt  noch  nicht 
angestellte  Vergleichung  der  Formel  mit  der  Figur  schon  an  sich 
bemerkenswerth ,  und  kann  bei  weniger  einfachen  Figuren  selbst 
NutEen  bringen,  indem  man  dadurch  zu  Resultaten  über  die  gegen- 
seitige Lage  der  Theile  geführt  wird,  die  man  auf  anderem  Wege 
nicht  eben  so  leicht  erhalten  haben  würde. 

So  findet  sich  z.  B.  (§.  199,  <■),  dass  jedes  Vieleckschuittsverhält- 
niss,  bei  welchem  die  Schneidepuncte  in  einer  Geraden  liegen,  der 
Einheit  gleich  ist,  und  zwar  der  positiven  oder  negativen,  nachdem 
die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraiis  folgt 
auf  ähnliehe  Weise,  dass,  wenn  ein  Vieleck,  dieses  in  der  allge- 
meinen  Bedeutung  wie  Nr.  15  genommen,  von  einer  Transversale 
geschnitten  wird,  die  Anzahl  der  in  ihren  Verlängerungen  geschnit- 
tenen Seiten  beim  Vieleck  mit  gerader  Seitenzahl  gerade,  mit  un- 
gerader ungerade  ist;  dass  folglich,  welches  auch  die  Seitenzahl  sein 
mag,  die  Anzahl  der  innerhalb  ihrer  Endpuncte  geschnittenen  Seiten 
immer  gerade  ist.  —  Lässt  man  die  Seiten  des  Vielecks  unendlich 
klein  werden ,  so  entsteht  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve ,  die 
daher  von  einer  Geraden  immer  in  einer  geraden  Anzahl  vou  Puncten 
geschnitten  wird.  Auch  gilt  dieses  noch,  wenn  man  statt  der  Ge- 
raden eine  zweite  Curve  setzt,  die  sich  entweder  über  alle  Grenzen 
ausdehnt,  oder  ebenfalls  in  sich  zurückläuft. 

3)  Man  ziehe  GH,  welche  SC  in  Ä"  schneide.  Um  den  Wetth 
des  damit  entstehenden  nothwendig  rationalen  Doppelschnittsverhält- 

{BF  :  FC]  :  (SA"  ;  KC) 
zu  finden,  so  ist,  unter  der  in    1)  gemachten  Annahme, 

BF  :  FC=i, 
HO  mit  BC  parallel,  und  daher  BK  der  CK  gleich  zu  achten,  also 

BK  :  A'e=  — 1, 
wodurch   der   Werth   jenes  Doppel schnitts Verhältnisses  ^  —  1   wird: 
d.  h.  BC  wird  in  F  und  K  harmonisch  getheüt  (Nr.  6). 
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4)  Schneide  GH  die  AV  in  L.  Man  ziehe  noch  FG,  welche 
ABy  CD  in  3f,  N  treffe,  und  werde  der  Exponent  des  Viereck- 
schnittsverhältnisses 

{AM  :  MB)  (BK  :  KC)  {CN  :  ND)  {DL  :  LA) 
verlangt,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vierecks  AB  CD  in  M,  K,  iV,  L 
geschnitten  werden.     Am  einfachsten  gelangt  man  dazu,  wenn  man 
sich  A^  Bj  Cj  D  als  die  Spitzen 
eines  Parallelogrammes  vorstellt. 
Denn  alsdann,  werden,  wie  man 
bald  aus  Fig.  5  wahrnimmt,  J/, 
Ny  K,  L  die   Mittelpuucte   der 
Seiten  desselben,  und  mithin  der 
gesuchte  Exponent  gleich  1. 

Dass  übrigens,  und  wie  mit 
Hülfe  dieser  neuen  Ansicht  der 
Figur,  die  Werthe  der  vorigen 
Doppel-  und  Dreieckschnittsver- 
hältnisse hätten  gefunden  wer- 
den können,  bedarf  keiner  Erörterung. 

5)  Sei  O  der  Durchschnitt  von  AC  mit  BLj  so  findet  sich  das 
Dreieckschnittsverhältniss : 

{BL  :  LO)(OC  :  CG){GD  :  DB)  =  —2. 

Zeichnet  man  nämlich  AB  CD  als  Parallelogramm,  und  nennt 
Z  den  Durchschnitt  von  BL  mit  GM,  sö  verhält  sich 

LO  :OZ  =  AO:  OG=LA:GZ  =  KB:  GZ  =  LK:LG  =  2:^. 

Da  ferner  LZ=  ZB,  so  ist 

L0  =  2  0Z  =  iLZ  =  ^LB] 
OG  =  {AO  =  ^AG  =  \GC;     OC  =  \GC\ 

und  endlich 

GD=\BD, 

woraus   der  angegebene  Werth   des  Dreieckschnittsverhältnisses   her- 
vorgeht. 

6)  Sei  P  der  Durchschnitt  von  FH  mit  BL,  so  hat  man: 

{BL  :  LO){OP  :  PB)  =  3. 
Denn  beim  Parallelogramm  ist 

LB  =  dLO   und    OP=BP, 

weil  F  und  H,  also  auch  P,  unendlich  entfernte  Puncte  sind. 

7)  Dividirt  man  das  Zweieckschnittsverhältniss  6)  in  das  Dreieck- 
schnittsverhältniss 5],  so  kommt  das  Dreieckschnittsverhältniss 

{OC  :   CG)  {GD  :  DB)  {BP  :  PO)  =  — f 
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20.  Werden  fünf  willkürlich  in  einer  Ebene  genommene  Puncte 
durch  Gerade  verbunden,  oder  was  dasselbe  ist:  construirt  man  ein 
Netz,  indem  man  von  diesen  fünf  Puncten  als  Hauptpuncten  aus- 
geht,  so  sind  nicht  mehr  alle  damit  sich  bildenden  Vieleckschiutts- 
Verhältnisse  bloss  von  der  Art  der  Verbindung  abhängig;  wohl  aber 
wird  jedes  von  ihnen  sich  bestimmen  lassen ,  wenn  man  irgend 
2.5  —  8  =  2  von  einander  unabhängige  derselben  kennt  (Nr.  16). 

Beispiel.     Seien  -4,  5,  C,  1)^  E  (Fig.  6)  fünf  beliebige  Puncte 

in  einer  Ebene.  Man  ziehe  die  fünf 
Geraden  AB,  BC,  CD,  DE,  EA, 
welche  sich  in  F,  G,  H,  I,  K  schnei- 
den, wie  die  Figur  zeigt.  Zwischen 
den  vier  Puncten,  in  denen  jede  der 
fünf  Geraden  von  den  jedesmal  vier 
übrigen  geschnitten  wird,  bilden  sicli 
mehrere  Doppelschnittsverhältnisse, 
die  aber,  in  jeder  Geraden  für  sich, 
von  einander  abhängig  sind  (Nr.  8). 
Werde  daher  verlangt:  aus  einem 
der  Doppelschnittsverhältnisse  in  BO 
und    aus    einem   in   DE    ein   Doppelschnittsverhältniss    in    CD    zu 

finden. 

Weil  die  Seiten  FC,  CD,  DF  des  Dreiecks  CDF  von  EA  in 
/,   G,  E,  und  von  AB  in  B,  K,  H  geschnitten  werden,  so  hat  man 

(Nr.  19.2): 

(FI  :  IC)  [CG    :   Gl))  [DE   :  EF)  =  —  1. 
[FB  :  BC)  [CK  :  KD)  [DH  :   HF)  =  —  1, 

und  wenn  man  die  letztere  Gleichung  in  die  erstere  dividirt: 

IFI     FB\  IFH     FE\  _  ICK      CG\ 
\IC  ■  Bc)\HD  •  ED)  ~"  \KD  '  Gl))  ' 

Setzt  man  daher  die  Doppelschnittsverhältnisse 

{K  r/,  /,  B)=p,     [I\  I),  IL  E)  =  n. 

so  ist 

(V.  D,  K,  0)=pq\ 

und  oben  so  muss  jedes  andere  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältniss  dieser  Figur  durch  p  und  q  ausgedrückt  werden  können. 
So  finde  ich  mittelst  barycentrischer  Rechnung,  dass  die  beiden 
Fünfeckschnittsverhältnisse: 

DH     EI          ,     AG      EF     DK      VI      BU 
~-       —     ""''     G'E      FD     """     - 


AK 
kB 


BF 
FC 


CG 
Gl) 


HE      lA 


KO     IB      HA 
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einander  gleich  sind,  jedes  von  ihnen 

21.  Hat  man  ein  System  von  6,  7,  8,  ...  willkürlich  in  einer 
Ebene  genommenen  Puncten,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
ein  System  von  eben  so  vielen  in  der  Ebene  beliebig  gezogenen 
Geraden,  so  müssen,  4,  6,  8,  ...  von  einander  unabhängige  Vieleck- 
schnittsverhältnisse gegeben  sein,  um  die  Werthe  aller  übrigen  finden 
zu  können.  Indessen  sind  die  hierher  gehörigen  Aufgaben  zu  com- 
plicirt,  als  dass  ein  Beispiel  an  diesem  Orte  gegeben  werden  könnte. 
Auch  möchten  die  Hülfemittel,  welche  man  in  der  Geometrie  ge- 
wöhnlich in  Anwendung  zu  bringen  pflegt,  bei  Aufgaben  solcher 
Art  nur  mühsam  zum  Ziele  führen.  Die  Vortheile,  welche  der 
barycentrische  Calcul  hierbei  gewährt,  der  sich  zu  diesem  Zwecke 
noch  besonders  vereinfachen  lässt,  habe  ich  in  dem  8.  Capitcl  dos 
2.  Abschnittes  auseinander  gesetzt,  worauf  ich  daher  Diejenigen, 
welche  sich  mit  diesem  Gegenstande  näher  beschäftigen  wollen, 
verweise.  —  Hat  man  es  bloss  mit  einem  Systeme  beliebig  gezogener 
Geraden  zu  thun,  deren  Durchschnittspuncte  nicht  wiederum  durch 
Gerade  verbunden  werden,  so  reicht  auch  diejenige  Methode  aus, 
die  im  5.  Capitel  desselben  Abschnitts  erklärt  worden,  und  welche 
in  einem  besonderen  Algorithmus  mit  Doppelschnittsverhältnissen 
besteht. 

22.  Den  Beschluss  dieses  Aufsatzes  mögen  einige  Sätze  über 
die  metrischen  Relationen  machen,  welche  in  der  Lineal-Geometrie 
bei  Kegelschnitten  vorkommen. 

Ist  in  der  einen  der  beiden  oft  gedachten  Ebenen  eine  Curve 
verzeichnet,  und  die  Gleichung  derselben  zwischen  den  recht-  oder 
schiefwinkligen  ("oordinaten  t  und  u  gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  die  entsprechende  Curve  zwischen  den  C/Oordinaten  Xj  y 
in  der  anderen  Ebene,  wenn  man  in  der  Gleichung  zwischen  t  und  w, 

X  -|-  my  -f-  /i  ^  ^  +  ^ny  +  n 

setzt  (Nr.  2).  Da  die  Nenner  in  diesen  Ausdrücken  für  t  und  u 
einander  gleich  sind,  so  ersieht  man  leicht,  dass  die  solchergestalt 
sich  ergebende  Gleichung  z^^dschen  x  und  y  mit  der  Gleichung 
zwischen  t  und  u  von  demselben  Grade  ist,  dass  also  je  zwei  sich 
entsprechende  Curven  immer  zu  derselben  Ordnung  gehören.  So 
wie  daher  einer  Geraden  immer  eine  Gerade  entspricht,  so  entspricht 
auch  jedem  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt,  u.  s.  w. 
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Sind  ferner  A  und  A'  zwei,  in  sich  entsprechenden  Curven 
liegende,  sich  entsprechende  Puncte,  so  werden  auch  die  in  A  und 
A'  an  die  Curven  gezogenen  Tangenten  zwei  sich  entsprechende 
Geraden  sein.  Denn  ist  B  ein  dem  A  unendlich  nahe  liegender 
Punct  der  einen  Curve,  so  wird  der  ihm  entsprechende  B'  in  der 
anderen  Curve  dem  A'  unendlich  nahe  sein,  weil  unendlich  kleine 
Aenderungen  von  t  und  u  auch  nur  unendlich  kleine  Aenderungeu 
von  X  und  y,  im  Allgemeinen  wenigstens,  zur  Folge  haben.  Die 
Geraden  AB  und  A'B'j  so  weit  man  will  verlängert  gedacht,  d.  i. 
die  an  A  und  A'  gezogenen  Tangenten,  werden  sich  daher  gleich- 
falls entsprechen. 

Werde  nur  noch  erinnert,  dass  einer  Asymptote  der  einen  Curve 
im  Allgemeinen  nicht  auch  eine  Asymptote,  sondern  eine  Tangente 
der  anderen  entspricht,  weil,  wenn  ty  u  unendlich  gross  sind,  des- 
halb nicht  auch  :r,  y  unendlich  sein  müssen. 

23.  Ist  in  der  einen  Ebene  ein  Kegelschnitt  gegeben,  so  kann 
man  diesem,  so  lange  noch  keine  anderen  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  bestimmt  sind,  nicht  nur  irgend  einen  beliebig  in  der  anderen 
Ebene  verzeichneten  Kegelschnitt  entsprechend  setzen,  sondern  noch 
irgend  3  Puncten  des  einen  Kegelschnitts  3  willkürlich  in  dem  an- 
deren genommene  Puncte  sich  entsprechen  lassen. 

Seien,  um  dieses  zu  beweisen,  k  und  k'  (Fig.  7)  zwei  beliebige 
Kegelschnitte,  k  in  der  einen,  k'  in  der  anderen  Ebene;  A,  B,  C 
irgend  drei  Puncte  in  /•;  A\  B\  C  in  k\  die  man  den  ersteren 
A,  B,  C  resp.  entsprechend  setze.  Man  ziehe  noch  an  /•  in  A  und  B 
zwei  Tan<»enten,  welclie  sidi  in  I)  sehneiden,  und  au  /'  in  A'  und  Ji' 
zwei  Tangenten ,  welche  sich  in  //  sclmeiden ,  und  setze  J)  und  I>' 
sich  entsprechend,  so  liat  man  jetzt  vier  Paare  sich  entsprechender 
Puncte:  A  und  A\  ...,  I)  und  1)\  und  es  ist  damit  für  jeden  fünften 
Punct  der  einen  Ebene  der  entsprediende  in  der  anderen  be- 
stimmt Nr.  4).  Icli  beliauj)te  nun,  dass  nach  Voraussetzung  dieser 
vier  Paare  sich  entsprechender  Puncte  jedem  Puncte  in  /•  ein  I^unct 
in  k'  entspredien  wird,  oder  kürzer,  dass  /•  und  k'  sicli  entsprechende 
Curven  sein  werden.  Denn  entspräche»  dem  Ke<;elschnitte  /•  niclit  /', 
sonch'rn  di(^  Curve  /,  so  müsste  diese  erstlidi  nadi  Nr.  22  wieder  ein 
Kej2;elschnitt   sein. 

Da  ferner  /'  durch  A.  /A  (J  geht  und  von  AI)  und  BJ)  berührt 
wird,  so  müssen  aucli  A' ,  B\  C'  in  /  liegen  und  A'J)\  B' D'  Tan- 
«icnten  von  /  sein.  Diese  Eigensdiaften  von  /  kommen  aber  auch 
dem   Kegelsdmitte  /'  zu. 

Da    nun    ein    Keirelschnitt    durch    drei   in    ihm    licirende   Puncte 


£' 
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und  durch  die  an  zwei  derselben  gezogenen  Tangenten  immer  und 
ohne  Zweideutigkeit  bestimmt  ist,  so  kann  /  von  k'  nicht  ver- 
schieden sein. 

\ 


w 

l 


\ 

w 


kl 


Fig.  7. 

Hat  man  daher  zwei  Kegelschnitte  k  und  k\  und  setzt  drei 
Puncte  Aj  B,  C  des  ersten,  dreien  Puneten  A! ,  B\  C  des  letzteren 
entsprechend,  so  wird  auch  jedem  anderen  Puncte  in  k  ein  Punct 
in  k'  entsprechen,  d.  h.  k  und  k'  werden  sich  entsprechende  Curven 
sein,  wenn  man  noch  als  viertes  Paar  sich  entsprechender  Puncte 
die  Durchschnitte  D  und  D'  der  in  A^  B  und  A'  und  B'  an 
k  und  k'  gezogenen  Tangenten  hinzufügt.  Je  zwei  Kegelschnitte 
k  und  k'  lassen  sich  daher  immer  als  sich  entsprechende  Curven 
betrachten,  und  überdies  noch  irgend  dreien  Puneten  Aj  B,  (J  des 
einen  beliebige  drei  Puncte  A\  B\  C  des  anderen  entsprechend 
annehmen. 

24.  Man  ziehe  noch  an  C\  6"  Tangenten,  welche  AB,  AB' 
in  E,  E'  schneiden,  ziehe  CD,  CU ,  welche  AB,  AB'  in  F,  F' 
treffen,  so  sind  E,  E'  und  F,  F'  zwei  neue  Paare  sich  entsprechender 
Puncte,  und  folglich  die  Doppelschnittsverhältnisse  [A,  B,  E,  F)  und 
[Ä ,  B',  E',  F)  einander  gleich.  Wie  daher  auch  in  einem  Kegel- 
schnitte die  drei  Puncte  A,  B,  C  genommen  werden  mögen,  so  muss 
immer,  wenn  E  und  F  auf  die  besagte  Weise  daraus  abgeleitet 
worden,  der  Exponent  des  Doppelschnittsverhältnisses 

[AE  :  EB)  :  [AF  :  FB) 

denselben  Werth  haben,  also  eine  bestimmte  und  zwar  rationale  Zahl 


I 


I 
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wein,    weil   E  und  F  aus   A.  S.  C  nur   auf  eine  Weise 
nerdeii  können.     Es  ivit  aber,  wenn  man  für  den  Kegelschnitt  einen 
Kieis.    und    C  xam  Slittelpuncte  des  Bogens  AB   nimmt,    E  in   der 
Geraden  AS  unendlich  entfernt,  und  F  der  Hittelpunct  dieser  Ge- 
raden;  folglich 

AE     EB= —  },     AF  :  FB=1, 
und  daher  der  Exponent   des  Doppelschnittsverhältnisses    in    diesem       | 
Falle,  also  auch  in  allen  anderen  Fällen,  gleich  —  1,  d.  h.  AB  wird 
in  E  nnd  F  harmonisch  getheOt 

Schneide  femer  ^6'  die  ß/>  in  G.  Gf  den  Kegelschnitt  in  H, 
DB  die  AB  in  K,  so  muss,  nach  derselben  Art  wie  vorhin  «u 
§«hliefl8en,  der  Exponent  des  dadurch  sich  bildenden  Doppelsehnilts- 
verhältnisses  [A,  B.  F.  K]  eine  bestimmte  Zahl  sein,  die  aber  nicht 
mehr  rational  ist,  sondern  eine  Quadratwurzel  enthält,  weil  die  Ge- 
rade FG  den  Kegebchnitt  nolhwendig  zweimal  trifft,  wodurch  der 
Punct  H,  und  somit  auch  der  Fuuct  A',  zweideutig  wird.  In  der 
Tliat  findet  sich 

{A,  B,  F,  ff)  =  j(3±V5>    und     iA.  B,  F.  ff,)  =  i(S  =P  VS). 
wenn  FG  dem  Kegelschnitte    «um   zweiten   Male   in   II,    begegnet, 
and  DH,  die  AB  in  A',  schneidet. 

Um  sich  hiervon  auf  das  Einfachste  zu  iiberaeugen,  nehme  man 
fiir  den  Kegelschnitt  einen  Kieis.  A,  B  als  Endpuncte  eines  Durch- 
tuessers,  und  ('  als  Mittelpuuct  des  Halbkreises  ACB.  Alsdauu 
siod  FC,  KH,  BG  auf  AB  normal,  F  ist  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  und  ÄF  =  FB  =  FC  =  FH  =  dem  Halbmesser,  den  man 
gleich  t   setze. 

Hieraus  folgt  weiter  5G  ==  2,  FG  =  Vb,  und  es  verhält  sieh 
FB  :  FK=FG  :  FH  =  Vb    :    1, 
also 

FB  +  FK  :  FB  —  FK=yb  +  ]   :  V5  — 1, 
d.  i. 

AK:   KB  =  b—\    :  (V5  —  l)*  =  2  ;  3  — »5. 
Da  femer 

AF  :  FB=^   :  \, 
so  hat  man 

[A  F  :  FB)  :  [AK  :  KB)  =  i  (3  —  V5}, 
wie  zu  erweisen  war. 

Auf  eben  diese  Art  wird  nun  auch  jedes  andere  durch  ferneres 
Ziehen  gerader  Linien  in  unserer  Figur  entstehende  Doppelschnitts- 
verhäUniss  oder  Vieleckechnittsverhältniss  einen  bestimmten  Wertb 
liaben,  und  wir  erhalten  somit  folgenden  merkwürdigen  Satz: 

Verbindet  man  drei  in  einem  Kegehchnitte   liegende  Puncte  durch 


/^ 
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gerade  Lvnefi,  und  zieht  in  denselben  Puncten  Tafigetiten  an  deti  Kegel- 
schnitt; erweitert  man  hierauf  die  Figur  ^  indem  man  immer  die  schon 
corhandetien  Durclischnitte ,  welche  die  Geraden  mit  einander  und  mit 
dem  Kegelschnitte  machen^  durch  neue  Geraden  verbindet  und  von  defi 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  fallenden  Durchschnitten  Tangenten  an 
demelben  zieht,  deren  Berührungspuncte  man  tviederum  unter  sich  und 
mit  jeneti  Durchschnitten  verbindet :  so  ist ,  vne  weit  man  auch  diese 
Construction  fortsetzen  mag ,  der  Werth  Jedes  somit  sich  büdetiden 
Vieleckschnittsverhältnisses  weder  von  den  Parametern  des  Kegelschnittes, 
noch  von  der  Lage  der  anfänglichen  drei  Puncte  in  demselben,  sondern 
bhss  von  der  Art  und  Weise  abhängig,  auf  welche  man,  von  jenen 
drei  Puncten  ausgehend,  zu  den  Puncteti  des  Vieleckschnittsverhältnisses 
gelangt  ist.  Der  Werth  eines  solchen  ist  daher  immer  eine  bestimmte 
Zahl,  Weil  aber  Jede  durch  einen  Pufwt  innerhalb  des  Kegelschnitte 
geführte  Gerade  denselbefi  in  zwei  Puncten  schneidet,  und  weil  von 
Jedem  Puncte  ausserhalb  des  Kegelschnitts  zwei  Tafigenten  an  ihn  ge- 
zogen werden  können,  so  wird  diese  Zahl  im  Allgemeinen  nicht  rational 
sein,  sondern  Quadratwurzeln  enthalten, 

25.  Die  so  eben  beschriebene  Figur  kann,  analog  dem  Obigen 
(Nr.  18),  ein  Netz  heissen,  dessen  Construction  von  einem 
Kegelschnitte  und  drei  in  demselben  enthaltenen  Puncten 
A,  B,  C  ausgeht.  Wir  wollen  jetzt  dieser  Construction  noch  einen 
vierten,  willkürlich  in  dem  Kegelschnitte  anzunehmenden  Punct  M 
zu  Grunde  legen.  Um  den  entsprechenden  Punct  M'  in  der  anderen 
Ebene  zu  finden,  ziehe  man  DM,  welche. -45  in  N  schneide;  be- 
stimme hierauf  in  A'B'  den  Punct  N'  so,  dass 

{A',  B-,  E',  N')  =  (A,  B,  E,  N), 

und  ziehe  D'N\  welche  den  Kegelschnitt  A'B'C  in  zwei  Puncten 
schneiden  wird.  Um  zu  entscheiden,  welcher  von  ihnen  der  dem  M 
entsprechende  M'  ist,  denke  man  sich  den  Kegelschnitt  ABC  von 
einem  Puncte  so  durchlaufen,  dass  dieser,  von  A  ausgehend,  nach  B 
kommt,  ohne  dem  C  zu  begegnen,  wo  er  dann,  nach  derselben 
Richtung  von  B  fortgehend,  nach  C  kommen  wird,  ohne  A  zu 
treffen,  und  von  C  nach  A  zurück,  ohne  B  zu  treffen*). 


*;  Wie  dieser  Forderung  bei  der  Ellipse  immer  Genüge  geschehen  kann, 
sieht  man  ohne  Weiteres.  —  Eine  Parabel  hat  man  sich  hierbei  als  eine  sich  ins 
Unendliche  erstreckende  Ellipse  zu  denken,  so  dass  der  beschreibende  Punct,  nach- 
dem er  unendlich  weit  in  dem  einen  Schenkel  fortgegangen  ist,  in  den  anderen 
Schenkel  aus  dem  Unendlichen  zurückkehrt.  —  Bei  einer  Hyperbel  muss  der 
Punct  beide  Male,  wenn  er  sich  unendlich  weit  nach  der  Richtung  einer  As}7nptote 
entfernt  hat,  nach  dem  entgegengesetzten  unendlich  entfernten  Puncte  derselben 
Asymptote  überspringen  und  in  das  Endliche  zurückkehren. 
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Miin  bezoichae  die  drei  somit  durchlaufenen  Theile  dutch  A  B, 
BC.  CA,  so  sind  ihnen  die  auf  gleiche  Art  in  dem  andere»  Ke^el- 
Hi^hnitte  beatdmmteti  und  durch  A'^,  B'C\  CA'  zu  bezeichaeaden 
Theile  resp.  entsprechend;  und  wenn  daher  M  z.  B.  in  BC  liegt, 
wie  dies  in  unserer  Figur  der  Fall  ist,  so  musa  auch  M'  in  fi'6" 
begriffen  sein. 

Irgend  zwei  Vieleckschnitt« Verhältnisse,  die  in  beiden  Ebenen 
MUS  den  Kegelschnitten  und  ans  den  in  jedem  derselben  liegenden 
vier  Puncten  durch  Construction  von  Netzen  auf  gleiche  Art  sich 
bilden,  werden  nunmehr  einander  gleich  sein;  woraus  wir  zunächst 
schliessen,  diiss  nut  dem  Do ppelschnitts Verhältnisse  {A,  B,  E.  N)  Ae» 
einen  Netzes  auch  alle  übrigen  in  demselben  vorkommenden  Doppel- 
schnitts- und  Vieleckschnitts Verhältnisse  gegeben  sind:  und  über- 
liaupt ; 

Aile  VielecksFliiiiUncerhälhiiiso  eines  Netzes,  das  au*  einem  Kegel- 
srhuitte  und  vier  in  ihm  liegenden  Pm/rten  eojtstmiirt  ist.  lasset*  »ieh 
finden,  usenii  irgend  eines  derselbeti,  das  bou  allen  vier  Puncten  zuffletcA 
ahliiingt,  gegelien  ist. 

26.  So  wiy  der  Punct  M,  so  wird  auch  jeder  andere  willkür-  i 
liehe  Punct  des  KegcUchuittcs,  in  Itezug  auf  die  drei  ersten  A,  B,  V, 
durch  ein  Doppelschnittsverhältniss  bestimmt.  Für  jeden  neu  hin- 
zukommenden willkürlichen  Punct  des  Kegelschnittes  muss  daher  ein 
Doppels chnitts-  oder  Viele ckschnittsverhaltnisa  mehr  gegeben  sein. 
Da  nun  bei  vier  Puncten  ein  Vieleckschnitts  verbal  tniss  nöthig  ww, 
HO  ziohen  wir  die  allfirmeiiip  Folp;eniiit; 

Hat  man  einen  Kegelschnitt  und  beliebige  m  in  demselben  liegende 
Puncie,  so  müssen  in  dem  daraus  constmirten  Netze  irgend  m  —  3  eo» 
einander  unabhängige  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben  sein,  um  alle 
übrigen  finden  zu  können. 

Es  ist  dieser  Satz  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  in  Nr.  9  zu 
betrachten,  wo  bei  einem  Systeme  von  m  Puncten  in  einer  geraden 
Linie,  ebenfalb  m  —  3  Doppelschnitts  Verhältnisse  gegeben  sein 
mussten.  —  Man  bemerke  noch,  dass  bei  einem  Kegelschnitte  und 
fiinf  Puncten  desselben  5  —  3^2  Vieleckschnitts  verbal  tnisse  erfor- 
dert werden,  eben  so,  als  wenn  man  ein  System  von  fiinf  Puncten 
in  einer  Ebene  überhaupt  hat  (Nr.  2ü).  Der  Grund  davon  liegt  in 
dem  bekannten  Satze,  dass  dxirch  fünf  Puncte  einer  Ebede  immer 
ein  Kegelschnitt  und  nur  einer  beschrieben  werden  kann,  dass  folg- 
lich mit  irgend  (unf  Puncten  der  Ebene  immer  auch  schon  der 
Kegelschnitt,  in  welchem  sie  Hegen,  vollkommen  bestimmt  ist.  Sechs 
Puncte  einer  Ebene  liegen  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Kegel- 
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schnitte.  Soll  daher  auch  der  sechste  Punct  in  dem  Kegelschnitte 
enthalten  sein,  welcher  durch  die  fünf  ersten  geht,  so  ist  eben  damit 
eine  Bedingung  für  die  Lage  des  sechsten  in  der  Ebene  gegeben, 
und  da  zur  vollkommenen  Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  Ebene 
zwei  Bedingungen  erfordert  werden,  so  bedarf  es  noch  einer  zweiten 
Bedingung  für  den  sechsten,  und  so  für  jeden  anderen  Punct  des 
Kegelschnitts.  Diese  zweite  Bedingung  ist  aber  das  für  jeden  sechsten 
Punct  hinzuzufügende  Yieleckschnittsverhältniss. 

27.  Man  habe  in  einer  Ebene  einen  Kegelschnitt  und  ausser- 
halb desselben  m  beliebig  genommene  Puncte,  wo  m  >  1 .  Von  jedem 
derselben  ziehe  man  an  den  Kegelschnitt  zwei  Tangenten,  so  erhält 
man  2  m  Berührungspuncte ,  die  ebenfalls  von  einander  unabhängig 
sein  werden,  und  aus  denen  man  hinwiederum  die  ersten  m  Puncte 
finden  kann.  Construirt  man  nun  aus  den  letzteren  2  m  Puncten  in 
Verbindung  mit  dem  Kegelschnitte  ein  Netz,  so  sind  nach  dem 
Vorigen  alle  Vieleckschnittsverhältnisse  desselben  bekannt,  wenn 
2  m  —  3  derselben  gegeben  sind.  Dieselbe  Anzahl  von  Vieleck- 
schnittsverhältnissen muss  daher  auch  gegeben  sein,  wenn  man  aus 
dem  Kegelschnitte  und  den  ersteren  m  Puncten  ein  Netz  construirt, 
indem  dieses  Netz  mit  dem  vorigen  aus  2  m  Puncten  construirten 
identisch  ist. 

Man  denke  sich  jetzt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  n  be- 
liebige Puncte  innerhalb  desselben ,  wo  n  ^  2.  Man  nehme  diese 
Puncte  in  einer  gewissen  Ordnung,  und  verbinde  hiemach  den  ersten 
mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem  dritten,  u.  s.  w.,  den  nten 
mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  deren  jede  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Puncten  schneiden  wird.  Dies  giebt  ein  System  von  n  von 
einander  unabhängigen  Geraden  und  von  2  n  sich  gegenseitig  nicht 
bestimmenden  Puncten  im  Kegelschnitte,  aus  welchen  letzteren  man 
umgekehrt  die  n  Geraden  und  aus  diesen  die  n  anfänglichen  Puncte 
finden  kann.  Das  aus  dem  Kegelschnitte  und  den  ?i  anfänglichen 
Puncten  construirte  Netz  ist  daher  einerlei  mit  demjenigen,  welchem 
der  Kegelschnitt  und  die  darin  enthaltenen  2  n  Puncte  zu  Grunde 
liegen,  und  ist  folglich  seinen  Vieleckschnittsverhältnissen  nach  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  2  w  —  3  derselben  gegeben  sind. 

Hat  man  also  endlich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  m  -f-  n 
Puncte,  von  denen  m  ausserhalb,  n  innerhalb  der  Curve  liegen,  so 
erhält  man  auf  die  eben  besagte  Weise  ein  System  von  2  m  -}-  2  w 
von  einander  unabhängigen  Puncten  im  Kegelschnitte  selbst,  aus 
denen  sich  hinwiederum  die  anfänglichen  fn-^n  Puncte  finden  lassen ; 
—  und    damit    ein  System    von   2  (m  4-  '^)  —  ^   von  einander    unab- 
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hängigen  Vieleckschnittsverhältnissen.  Dass  dieses  gilt,  auch  wenn, 
gegen  die  yorhin  gemachte  Annahme,  in  m-^-n  entweder  m  =  1  oder 
n  =  1  oder  2  ist  (nur  muss  m  +  »  >  1  sein) ,  davon  überzeugt  man 
sich  leicht  selbst,  und  kann  somit  den  Satz  folgendergestalt  ganz 
allgemein  ausdrücken: 

Wird  aus  einem  Kegelschnitte  und  irgend  m  in  seiner  Ebetie,  nicht 
in  ihm  selbst,  liegenden  Puncten  ein  Netz  construirt,  so  müssen  2  m  —  3 
von  einander  unabhängige  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben  sein,  um 
alle  übrigen  ßnden  zu  können,  —  also  fünf  Vieleckschnittsverhältnisse 
mehr,  als  wenn  die  m  Puncte  bloss  unter  sich,  nicht  auch  mit  dem 
Kegelschnitte  in   Verbindung  gesetzt  werden, 

Beispiel.  A,  B  (Fig.  8)  sind 
zwei  Puncte  innerhalb  eines  Kegel- 
schnitts; die  Gerade  AB  schneide 
ihn  in  C  und  7>.  Man  ziehe  in 
diesen  Puncten  Tangenten,  welche 
sich  in  E  treffen;  ziehe  EA,  EB, 
welche  dem  Kegelschnitte  in  Fj  G 
begegnen;  ziehe  endlich  DF,  CG, 
welche  CE,  DE  in  II,  I  schneiden. 
Hier  ist  also  die  Zahl  der  anfäng- 
lichen Puncte,  m  =  2.  Damit  wird 
2  m  —  3  =  1,  und  es  braucht  daher 
bei  dieser  Figur  nur  ein  Vieleck- 
schnittsverhältniss  gegeben  zu  sein, 
um  die  Werthe  aller  übrigen  zu 
können;  d.  h.  zwischen  je  zwei  Vieleckschnittsverhältnissen  wird  eine 
Gleichung  obw^alten. 

So   ist  z.  H.  die  zwischen  den   zwei    Dreieckschnittsverhältnissen 

(CA  :  AD)  (DI  :   /jt)  (Ell  :   HC)  = /K 
(CB  :  BD)  (DI  :  IE)  (EH     HC)  =  y, 

stattfindende  Gleichun«^;:  pq  z=  \^ 

ein  R(»sultat,  welches  sich  auch  durch  die  Proportion  darstellen  lässt : 

CA       DB  _ICHX    /^A* 
Al)    '    BC  ~\He)  '  1/1.7  ' 

Kben  so  niuss  jedes  andere  Yieleckschnittsverhältniss  durch  p  oder  q 
ausgedrückt  werden  können,  wie  das  Doppelschnittsverhältniss : 

(CA   :   AD)  :   (C B  :   BD)  =p  :  q  =  P' 

und  das  ihm  gleiche  Viereckschnittsverhältniss: 

[CE  :  EH)  (HF  :  FD)  (DE  :  El)  (IG  :   GC)  =  p\ 


Fig.  8. 
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Herrn  Clausen 

in  Crelle's  Journal  1829  Band  4  p.  391. 
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Wenn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in,  das  andere  um  einen 
Kreis  beschrieben  ist,  und  das  erstere  zugleich  in  das  letztere  ein- 
geschrieben sein  soUy  so  sieht  man  augenblicklich,  dass  man  zu  den 
Spitzen  des  ersteren  die  Berührungspuncte  des  letzteren  mit  dem 
Kreise  zu  nehmen  hat.  Eine  sehr  interessante,  von  Herrn  Clause n 
a.  a.  O.  vorgelegte  und  gelöste  Au%abe  entsteht  aber,  wenn  um- 
gekehrt gefordert  wird,  dass  die  Spitzen  des  um  den  Kreis  be- 
schriebenen Dreiecks  in  den  (verlängerten)  Seiten  des  in  ihn  be- 
schriebenen liegen  sollen.  Im  Gegenwärtigen  will  ich  diese  Aufgabe 
auf  Kegelschnitte  überhaupt  ausdehnen,  und  zeigen,  wie  sie  mit 
Hülfe  der  barycentrischen  Rechnung  sich  lösen  lässt. 

Sei  ^  Ä  C  ein  in  und  A'B'  C 
ein   um  einen  Kegelschnitt   be-  A' 

schriebenes  Dreieck,  und  letzteres 
zugleich  in  ersteres  beschrieben, 
so  dass  A  in  B  C,  B  in  CA  und 
C'in^ÄUegt.  Weü  der  Kegel- 
schnitt durch  A^  5,  C  gehen  soll, 
so  kann  man  seinen  Ausdruck 
setzen : 


I)    fpA-\-gqB  +  hrC, 


wo 


1)    1  +  1  +  1  =  0 

P         q         r 
die   Gleichung  ist,    welche  zwi- 
schen   den    Veränderlichen    des 
Ausdrucks  bestehen  muss.     Und 

weil  der  Kegelschnitt  die  Seiten  des  Dreiecks  ÄB'C  berühren  soll, 
so  muss  sein  Ausdruck  auch  die  Form  haben: 

H)  ixA'\^kyE+lzC\ 
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2)  Vx  -1-  Vy  +  Vs  =  0 

itie  Gleichung  zwiechea  den  Veränderlichen   des  AusdruclLS  ist 
Da  ferner  A'  in  BC  u.  s.  w.  Hegen  soll,  so  setze  man 
iiA'  =  affB  +  ahC 
m)  1&B'=  dhC+b'/A 

\/C-=cfA  +  r-ffB, 
wo  a,  «',  b,  ...  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.    Substitiürt 
man   hieraus  die  Werthe  von  A',  B',   C  in  II)  und  setzt  der  Kürze 
willen 

3}    b-y  +  cz^'S,     c'z+ar=>i.     (i-x  +  by  =  t. 
80  geht  H)  über  in: 

IV)  /§A+ff,iB  +  htC, 

und  die  hierdurch  ausgedrückte  Curvn  muss  mit  dem  Kegelschnitt  I) 
identieich  sein.  Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  beider  auf  einerlei 
Fundamentalp uncte  bezogenen  Curven  I)  und  IV)  verhält  sich  aber: 

p  :  q  ■■  r  =  §  :  ,1  :  t. 
also  auch 


m 


1 


! 


1 


1 


folglich 


oder 


wegen  1). 
aus  4) 


Wären 


.  die  Curven  nicht  identisch,  so  müssten  sich 
L  Verbindung  mit  2),  nachdem  man  in  4)  für  |,  ij,  ^  aus 
3)  ihre  Werthe  durch  x,  y,  z  ausgedrückt  gesetzt  hat,  die  Verhähniss- 
werthe  von  x,  y,  z  für  den  oder  die  gemeinschaftlichen  Puncte  beider 
Curven  finden  lassen.    Da  aber  die  Curven  alle  Puncte  mit  einander 


')  Setct  man  nümlieh,  weil  es  nur  auf  das  gegenseitige  Vethältniss,  nicht  b 
die  absoluten  Werthe  von  p,  q,  r  ankommt,  in  I)  und  1) 


Bo  reducirt  sich  \]  auf  den  Ausdruck  Ij  : 
geht  II;  in  die  Fonn  I)  §.  25S  über,  ve 
y7=  1  —  e  seUt. 


1  BaTycentrischen  Calcul  S>  349.    Ebenso 
1  man   Yz  e=  p,    1^'=  —  '    '^"^   damit 
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gemein  haben  sollen,  so  muss  die  Gleichung  4)  bestehen,  was  auch 
den  Veränderlichen  Xy  y,  z  für  Werthe  beigelegt  werden,  wenn  nur 
damit  immer  auch  die  Gleichung  2)  erfüllt  wird. 

Nun  giebt  die  Entwickelung  von  4) 

0  =  aa'a:*  +  bc'yz  +  cazz  +  abxy 
4-  4^'y*  +  bcyz  4-  ca'zx'\-  a*Vxy 
+  cc'^  -{-Vc'yz  +  ca'zx  +  ah'xy, 

und  wenn  man  die  Bedingungsgleichung  2)  rational  darstellt: 

0  =  a;*  +  y*  +  «*  —  2y«  —  7.zx  —  2xy, 
Nach  der  bekannten  Methode  der  Multiplicatoren  addire  man  jetzt 
diese  zwei  Gleichungen,  nachdem  man  vorher  die  letztere  mit  einem 
unbestimmten  Coefficienten  m  multiplicirt  hat,  und  setze  hierauf  die 
Coefficienten  von  x*,  y*,  z*,  xy,  yzj  zx  jeden  für  sich  gleich  0.  Hier- 
mit erhält  man: 

aa  +  m  =  0,  4c  4-  ic'4-  iV  =  2m, 
bb'+m  =  0,  ca  +  ca'+c'a'  =  2m, 
cc'4-  m  =  0,     ab  +  aV+  ciV  =  2m, 

und  wenn  man  die  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  fliessenden 
Werthe  von  a',  b\  c*  in  den  drei  letzteren  substituirt: 

(m  —  ic)*  =  m4*,     [m  —  cd)^  =  mc*,     (m  —  aJ)*  =  ma*, 

also,  wenn  man  m  =  tj*  setzt: 

71?  —  hc^=^±nh,     r?  —  ca  =  dl  «c,     «•  —  aJ  =  diwa, 

wo  entweder  zugleich  die  drei  oberen  oder  zugleich  die  drei  unteren 
Zeichen  genommen  werden  müssen.  Beides  ist  wegen  der  bleibenden 
Unbestimmtheit  von  n  gleichgültig.  Wollte  man  z.  B.  in  der  ersten 
Gleichung  das  untere  und  in  den  beiden  anderen  die  oberen  Zeichen 
nehmen,  so  würde  man  a  =  c»,  i  =  — n,  c  =  0,  folglich  a'=  0, 
b'  =  n  und  c'  =  c»  erhalten,  und  dadurch  nach  HI)  zu  dem  unstatt- 
haften Resultate  gelangen,  dass  A  und  C*  mit  B  zusammenfallen. 
Mit  Annahme  der  oberen  Zeichen  findet  sich  nun  leicht: 

a  =  J  =  c  =  — i(l  ±V5)«, 
und  damit 

a:=V=c'=— —  =  —  —  =  — ^[\zpVl)n  =  —va, 

wenn  man  _ 

^^  lq:V5  ^ 

«  ""  1  ±Vb~       ^' 
d.  i. 

V5  ztl 
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r-'  iu  ni)  in^eaBjmt  durch  a 


sewt.     Drückt  man  somit  i,  c 
aus,  so  kommt 

UÄ  =  agB—vahC, 

V)  h  B  =ahC  —  vafA , 
\lC-=afA~vagB, 

und  hieraus  weiter: 

kB'-\-vW=ahC—v*agB. 
Bezeichnet   man  daher   die  Durchschnitte    von  B'C   mit  BC,    von 
VÄ  mit  CA,  von  ji'Ä"  mit  AB,  resp.  durch  /.  K,  L,  so  ist 

VI)  I^kB'+vlC, 
lind  eben  bo 

7r=  /C"+  fiJ',     Z,  =  t^'+  vkB'. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sei  zuerst  der  Kegelschnitt  und 
das  um  ihn  beschriebene  Dreieck  A'B'C  gegeben,  und  werde  das 
einzuschreibende  ABC  gesucht.  Die  damit  zugleich  gegebenen 
Iterilhrungspuncte  des  Kegelschnittes  B'C\  CA',  A'B'  heissen 
/',  A",  L',  so  hat  man  zufolge  des  Ausdrucks  II)  Barycentxischer 
(Mcul  §.  260: 

Vn)     r=kB'+lC\     K'=lC'+iA\     L-=iA'+kB. 
Hiemach  verhält  sich 

BT   rc'=i :  &. 

und  auf  gleiche  Art  wegen  VT) 

B'I  ;  IC'=vl  :  k, 
folglich 

B'I  :  IC'=v.BT:  fC' =  {vS  =p  l)  B'I' :    (Vs'dz  l) /'C, 
und  eben  so 

CK  :  KA-=  V  .  CK'  :  K'A',     A'L  :  LB'=  v  .  AV  :  L'B\ 
Hiermit   kann    man    die   Puncte  /,  K,  L    finden,    welche    mit    den 
gegenüberliegenden  Spitzen  A',  B,  C  verbundeu,  die  Seiten  des  in 
den  K^elschnitt  einzuschreibenden  Dreiecks  ABC  bestimmen. 

Wenn  zweitens  aus  dem  eingeschriebenen  Dreieck  ABC  das 
umschriebene  A'B'C  gefunden  werden  soll,  so  lege  man  an  den 
Kegelschnitt  m  A,  B,  C  die  Berührenden  QH,  HF,  FG,  so  dass 
FQH  ein  umschriebenes  Dreieck  ist;  und  ziehe  die  Geraden  AF, 
BG,  CH,  welche  BC,  CA,  AB,  resp.  in  F,  G\  H'  schneiden. 
Vermöge  des  Ausdruckes  I)  ist  alsdann : 

\F=gB  +  kC-fA, 

VIH)  {G^hC+fA-^gB, 

\h=  fA^-gB  —  hC, 
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(Bar.  Calc.  §.  268),  und  daher  gB  +  hC^  dem  Durchschnitte  von 
BC  mit  AF^  F^  und  ebenso 

hC+fA=G\    fA  +  gB  =  H\ 

Es  verhält  sich  daher 

BF:  FC=h  :  g, 
und  wegen  V) 

BA  :  AC=—vh  :  g, 
oder 

BÄ\  CA'=vh  :  g, 
folglich« 

BA  :  CA  =  V.  BF  :  FC  =  (V5  q:  l)  BF  :   (V5  lir  l)  FC, 

und  ebenso: 

CB':  AB'=v.CG' :  GA,     AC  :  BC'=v.AH':  H'B. 

Mittelst  dieser  Proportionen  können  also  die  in  5 C,  CA,  AB  resp. 

liegenden  Spitzen  A'y  B',  C  des  umschriebenen  Dreiecks  gefunden 

werden. 

Uebrigens  hat  jede   dieser  beiden  Aufgaben  zwei  Auflösungen, 

wegen  des  zweideutigen  Werthes   von  v,  der  durch  die  quadratische 

Gleichung 

y*  — 3v+l=0 
gegeben  ist. 

Zusätze.  1)  Drückt  man  /',  Ä",  L'  in  VII)  mit  Hülfe  der 
Gleichung  V)  durch  A,  By  C  aus,  so  kommt: 

r   =kB'  +  IC  =  (\—v)fA  —vgB  +hC, 

IC  =IC'  +  iA  =  fA  +  (\—v)gB  —vhC, 

n  =  lA  ^kR  =       —vfA  -^gB  +  (\—v)hC 

Man  multiplicire  den  Ausdruck  für  IC  mit  v  und  ziehe  ihn  von 
dem  Ausdrucke  für  L'  ab.     Dies  giebt: 

—  2 vfA  +  (\  —V  +  V')  gB  +  (\  —V  +  v'')  hC, 

welches  daher  der  Ausdruck  eines  Punctes  in  der  Linie  K'L'  sein 
muRS,  und  welcher  sich  wegen 

v^  =  Zv—\ 
auf 

—  2vfA  +  2vgB  +  2vh  C  =  —fA  +  gB  +  hC=F 

(vergl.  VIII)  reducirt.  Es  liegen  daher  Ä',  L'  mit  -F,  und  ebenso 
L\  r  mit  6r;  /',  Ä"  mit  H  in  gerader  Linie,  wodurch  folgender 
merkwürdige  Satz  entsteht: 

Wenn  von  ztaei  Dreiecken  ABC  und  AB'C  das  erste  in  und 
das  ztceite  um  eifien  Kegelschnitt  beschrieben  ist,  und  zugleich  die 
Spitzen  des  zweitefi  in  den  Seiten  des  ersten  liegen,  so  stehen  in  der- 
selben  Beziehung  zu  einatider  das  eingeschriebene  Dreieck  TKV,  dessen 
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Spitxtn  die  BeriÜirtutgtpuncte  de»  unuritriehenen  J>rei0ciu  ABC  find, 
und  da»  amtehriebme  Dreieck  FGH,  (/«Me»  Seite»  die  an  den  Kegef- 
»f-hnitt  in  den  Spiltert  des  eingeicftriebenen  Dreieck»  ABC  gezogenen 
Beriüirendi-n  sind,  indem  auch  hier  die  Spitzen  ton  FGH  in  den  Seiten 
eon  I'K'L'  liegen. 

2)  Die  drei  Geraden,  welclie  die  Spitzen  eines  um  eiaeo  Kegel- 
Hchnitt  beschriebenen  I>mecks  mit  den  gegenäberliegenden  Berüh- 
ningsponcten  verbinden.  Bchnetden  sich  bekanntlich  in  einem  Puncte. 
HeisHe  P  dieser  Punct  für  das  umschriebene  Dreieck  A'B'C,  so  ist 

J'^iA--\-JiB-+lC, 
(Bar.  Calc.  §.  26«).     Setzt  man  femer 

Q  =  fA-\-ffB  +  hC. 
»o  kommt,  wenn  davon  die  Ausdrücke  für  F,  G.  H  in  VllI)  sahtrahirt 
werden;  IfA.  2gB,  2bC.  d.  h.  bei  dem  umachriebenen  und  den 
Kegelschnitt  in  A,  B,  C  berührenden  Dreiecke  FGH  schneiden  sich 
FA,  GB,  HC  gemeinschaftlich  in  Q.  Nun  folgt  durch  Addition 
der  Gleichungen  V) 

iA- -\- kB'  +  IC  =  a{l  -r)  (/A  +  gB  +  AC), 
A.  i.  P=  Q,  also: 

Die  Mchs  Linien  AT,  B'K',  CV,  FA,  GB,  HC  sehneiden  nch 
m  einem  Punkte. 
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lieber  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse 

zwischen  Figuren  im  Eaume. 


[Crelle'g  Journal  1833  Band  10  p.  317—341.] 


Zu  den  vorliegenden  geometrischen  Untersuchungen  bin  ich  zu- 
nächst durch  einige,  bei  Beschäftigung  mit  der  Statik  erhaltene, 
an  sich  sehr  einfache  Resultate  veranlasst  worden.  Ich  fand  näm- 
lich, dass  von  den  zwei  Kräften,  auf  welche  ein  System  von  Kräften 
im  Räume  immer  reducirbar  ist,  und  welche  im  Allgemeinen  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  Richtung  der  einen  nach 
Willkür  genommen  werden  kann;  dass  femer,  wenn  die  Richtung 
der  einen  Ejrafib  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  die  Richtung  in 
einer  mit  dem  Puncte  bestimmten  und  ihn  enthaltenden  Ebene 
liegen  muss,  und  dass  umgekehrt,  wenn  die  eine  Richtung  in  einer 
gegebenen  Ebene  enthalten  ist,  die  andere  einen  mit  der  Ebene 
gegebenen  und  in  ihr  begriffenen  Punct  trifft.  Auf  diese  Weise  ent- 
spricht also  in  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften  jedem  Puncte  des 
Raumes  eine  gewisse  Ebene,  jeder  Ebene  ein  Punct,  und  jeder  Ge- 
raden, als  der  Richtung  der  einen  von  zwei  mit  dem  System  gleich- 
wirkenden Kräften,  eine  andere  Gerade  als  die  Richtung  der  anderen 
Kraft;  und  es  entstehen  somit  zwischen  allen  Theilen  des  Raumes 
duale  Verhaltnisse,  die  im  Allgemeinen  von  derselben  Beschaffenheit 
sind,  als  die  in  neueren  Zeiten  schon  öfter  behandelten  Dualitäts- 
verhältnisse der  Figuren,  nur  dass  hier  die  beschränkende  Bedingung 
hinzukommt,  dass  die  einem  Puncte  entsprechende  Ebene  durch  ihn 
selbst  geht,  und  dass  in  jeder  Ebene  der  ihr  entsprechende  Punct 
selbst  liegt. 

Ich  habe  nun  diese  Verhältnisse,  abgesehen  von  ihrem  statischen 
Ursprünge,  rein  geometrisch  zu  behandeln  gesucht,  und  theile  was 
ich  gefunden  jetzt  mit,  in  der  Hofihung,  dass  mehrere  aus  jener 
speciellen  Voraussetzung  hervorgehende  Beziehungen  nicht  ohne 
Interesse  sein  werden.  Insbesondere  dürfte  die  hier  gegebene  Con- 
struction  von  Polyedern,  die  zugleich  in  und  um  einander  beschrieben 
sind,  so  wie  das  System  von  Linien,  deren  jede  sich  selbst  zur  ent- 
sprechenden hat,  und  welche  bei  einem  System  von  Kräften  die 
Axen  sind,   für  welche  die  Momentensumme    der  Kräfte    Null    ist, 


einige  Aufmerksamkeit  verdienen.     Zum  Schlüsse  habe  ich  noch  i 
Zusammenhang   erörtert,   der  zwischen  diesen  Dualität^ Verhältnissen 
und  statischen  Sätzen  obwaltet. 


1-  Seien  X.  y,  s  and  a-',  y',  »'  die  recht-  oder  achiefVinkeligen 
(^ordinalen  zweier  Puncte  P  und  P' ,  und  diese  sechs  Grössen  durch 
eine  einzige  Gleichung, 

mit  einander  verbunden.  Giebt  man  alsdann  den  Coordinaten  t,  y.  z 
oder  x' ,  y'.  z'  bestimmte  Werthe,  so  wird  J'^O  eine  Gleichung 
zwischen  nur  noch  drei  Unbestimmten  x' ,  y',  z  oder  x,  y,  z.  Die 
beiden  Puncto  werden  daher  durch  die  Gleichung  in  eine  solche 
Abhängigkeit  von  einander  gebracht,  dass,  wenn  der  Ort  des  einen 
/'  oder  P'  bestimmt  ist.  der  andere  f  oder  P  in  einer  damit  ge- 
gebenen Fläche  liegt 

2.  Werde  nun  verlangt,  dase  die  Fläche,  in  welcher  P'  fiii 
einen  bestimmten  Ort  von  P  liegt,  stets  eine  Kbene  sei,  wo  auch  P 
angenommen  werde.     Zu  diesem  Ende  muss   V  von  der  Form  sein: 

Lx'  -irMt/'  +  N2'  +  0. 
wo  L,  M,  S,  O  beliebige  Functionen  von  x,  y,  z  sind;  und  nach 
der  Beschaffenheit  dieser  Functionen  richtet  sich  die  Natur  der 
Fläche,  in  welcher  für  einen  willkürlich  g^ebenen  Ort  von  P'  der 
Piinct  P  begriffen  ist.  Soll  daher  auch  letztere  Fläche  Stets  eine 
Ebene  sein,  so  müssen  L.  M.  N,  O  lineüre  Functionen  von  x.  y.  r, 
und  daher  die  Gleichung  F'=  0  von  der  Form  sein: 
Ä)  {ax  -\-by  +  cx-\-  d)x'  +  (a'x  +  b'y  -\-  c'z  +  d')y' 

+  {a"x  +  b"y  +  c"z  +  d")  z  -f-  ä"x  -f-  b"'y  +  c"'r  +  d"'  =  0. 
Die  Constanten  a,  h,  c,  d,  a',  ...,  d'"  als  gegeben  angenommen,  ent- 
spricht alsdann  jedem  Puncte  P  eine  Ebene  p',  als  der  geometrische 
Ort  des  Punctes  P',  und  jedem  P'  eine  Ebene  p,  als  der  Ort  von  P. 
Ist  femer  eine  lineare  Gleichung  zwischen  x',  y,  z ,  als  Gleichnng 
der  Ebene  p'  gegeben,  und  setzt  man  die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chung den  Coefficienten  derselben  Coordinaten  in  Ä)  proportional, 
so  erhält  man  drei  lineare  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  aus  denen 
sich  letztere  Coordinaten,  und  damit  der  Punct  P  bestimmen  lassen. 
Mithin  gehört  auch  umgekehrt  jedem  Puncte  P'  irgend  einer  ge- 
gebenen Ebene  p'  einet  und  derselbe  Punct  P,  sowie  jedem  Puncte 
P  einer  Ebene  p  einer  und  derselbe  Punct  P'  zu. 

Hiemach  hat  man  also  zwei  Systeme  von  Puncten  und  Ebenen, 
—  das  eine,  dessen  Coordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnet  worden,   und 
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welches  S  heisse,  das  andere  S'  mit  den  Coordinaten  x'y  y',  z\  — 
und  diese  zwei  Systeme  stehen  in  einer  solchen  gegenseitigen  Be- 
ziehung, dass  jedem  Puncte  P  und  jeder  Ebene  p  des  einen  eine 
Ebene  p'  und  ein  Punct  P'  des  anderen  entspricht. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  die  einem  Puncte  entsprechende 
Ebene  die  Gegenebene  des  Punctes,  und  den  einer  Ebene  ent- 
sprechenden Punct  den  Gegenpunct  der  Ebene  nennen. 

3.  Zwischen  einem  Puncte  und  seiner  Gegenebene,  oder  einer 
Ebene  und  ihrem  Gegenpuncte  findet  demnach  immer  die  Beziehung 
statt,  dass  die  Coordinaten  dieses  Punctes  und  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punctes  der  Ebene  der  Gleichung  A)  Genüge  leisten.  Und 
umgekehrt:  Hat  man  zwei  Puncte,  durch  deren  Coordinaten  die 
Gleichung  erfüllt  wird,  so  liegt  jeder  von  ihnen  in  der  Gegenebene 
des  anderen. 

Ist  folglich  P  ein  Punct  in  der  Gegenebene  von  P\  so  wird 
durch  die  Coordinaten  von  P  und  P'  die  Gleichung  A)  erfüllt,  und 
es  ist  auch  P'  ein  Punct  in  der  Gegenebenen  von  P;  oder  mit  anderen 
Worten:  Hat  man  eine  Ebene  p  und  einen  darin  liegenden  Punct 
P,  so  liegt  auch  der  Gegenpunct  P'  der  ersteren  in  der  Gegenebene 
p'  des  letzteren. 

Liegen  daher  vier  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene,  so 
müssen  die  Gegenebenen  der  Puncte  den  Gegenpunct  der  Ebene  in 
sich  enthalten,  und  sich  daher  in  diesem  Puncte  gemeinschaftlich 
schneiden.  Und  umgekehrt:  Schneiden  sich  vier  oder  mehrere 
Ebenen  in  einem  Puncte,  so  liegen  die  Gegenpuncte  der  Ebenen  in 
einer  Ebene,  nämlich  in  der  Gegenebene  des  Punctes. 

Wir  schliessen  hieraus  weiter :  Sind  mehrere  Puncte  P,  5,  T,  ... 
zweien  Ebenen  /?,  q  gemeinsam,  liegen  sie  also  in  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  Ebenen,  so  muss  auch  die  Gegenebene  jedes  der 
Puncte  sowohl  den  Gegenpunct  P'  der  Ebene  j»,  als  den  Q'  der 
Ebene  g,  mithin  die  Linie  P'Q'  enthalten,  d.  h.  liegen  drei  oder 
mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so  schneiden  sich  die  Gegenebenen 
der  Puncte  ebenfalls  in  einer  Geraden.  Auf  ähnliche  Art  wird  der 
umgekehrte  Satz  bewiesen,  dass  von  drei  oder  mehreren  sich  in  einer 
Linie  schneidenden  Ebenen  die  Gegenpuncte  gleichfalls  in  einer 
Geraden  enthalten  sind. 

So  wie  also  jeder  Punct  seine  Gegenebene,  und  jede  Ebene 
ihren  Gegenpunct  hat,  so  entspricht  auch  jeder  geraden  Linie 
eine  Gegenlinie  dergestalt,  dass  eines  jeden  in  der  einen  Linie 
genommenen  Punctes  Gegenebene  die  andere  Linie  in  sich  enthält, 
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und  einer  jeden  durch  die  eine   Linie   gelegten  Ebene  Gegenponct 
in  der  anderen  Linie  sich  findet. 

4.  Ohne  uns  mit  weiterer  Entwickelung  dieser  ndem  schon 
mehrfach  behandelten  reciproken  Verhältnisse  au&uhallen.  wollen 
wir  jetw  «wischen  den  beiden  Systemen  die  specielle  Beziehung  an- 
nehmen, diu»  jeder  Puttct  P'  des  Systems  S'  in  seitier  dem  System  S 
angehiirigifn  Geffenebene  p  selbst  enthaUen  ist.  dasa  also  die  Gleichunj; 
A),  da  Hie  als  Gleichung  der  Ebene  p  augesehen  werden  kann,  auch 
dann  noch  besteht,  wenn  man  x  ^  r\  y  ^=  tf,  z  =^  s'  setit.  Dies 
giebt  aber: 

aar'*  +  b'y'*  +  r"z*  +  (4"  -hcV^"  +{c  +  a')z'jr  -H  («'  -f-  h)if^ 

.      +  [d+a-)x'  +  [d-  -h  fi"')y'  +  {d"  +  c"')='  +  rf"'  =  0 : 
und  da  diedc   Gleichung    für  jede  beliebige  Annahme  des  P"   oder 
{x',  y',  3^)  Gültigkeit  haben  soll,  so  muss  sein: 

a  =  0,     J'  =  0,     c"  =  0,     c' =  — h",     a"  =  —  c.     A  =  — a'. 
d"  =  —  d,     b'"  =  —  d',     c-  =  —  d",     d'"  =  0. 
Hiermit  zieht  sich  die  Gleichung  A)  zusammen  in: 

(—  a'y  +  cz-\-  d)x'  +  [a-z  —  ^z  -)-  rf')y  +  (—  ca:  +  Vy  -f-  rf-)r 
—  dx-  —  d'y'-d"z=  0, 
oder  wenn   wir  mehrerer  Einfachheit   willen   statt  der  Coefficienien 
i",  c,  o",  rf,  d',  d"  von  jetzt  an  a,  J,  c,  f,  g,  h  schreiben : 

B)  {bz  —  cy  4-/) J:'  +  {fx  -az  +  g)y'  -i-  [ay  —  bT  +  /i)z' 

-^fT^gy-hz^(\- 
Da,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  diese  Gleichung  ungeändert 
bleibt,  wenn  x,  y,  z  mit  x',  y' ,  z'  gegenseitig  vertauscht  werden,  so 
liegt  nunmehr  nicht  allein,  wie  verlaugt  wurde,  jeder  Punct  P'  des 
Systems  S'  in  seiner  dem  System  S  angehörigen  Gegetiebene  p, 
sondern  auch  jeder  Punct  P  des  letzteren  Systems  in  seiner  Gegen- 
ebene p'  des  ersteren.  Aus  demselben  Grunde  erhellet  femer,  dass 
von  zwei  zusammenfallenden  Puncten  P  und  P'  des  einen  und  an- 
deren Systems  auch  die  Gegenebenen  zusammenfallen,  wt^egen  im 
Vorigen  dem  Puncte  (p,  q,  r),  wenn  er  als  dem  System  S'  an- 
gehörig betrachtet  wurde,  eine  Gegenebene  zukam,  deren  Gleichung 

war,  und  demselben  Puncte,   als   einem  Puncte  des  Systems  •$,  eine 
Gegenebene  entsprach,  deren  Gleichung 

{ax-  4-  ay  -f  ..:)p-\-{bx-  -H  iy  -i- .. .)?  +  ...  =  o. 

Durch  die  Gleichung  B]  sind  demnach  alle  Puncte  und 
Ebenen  des  Raumes  in  eine  solche  gegenseitige  Beziehung  gesetzt 
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dass  je  ein  Punct  und  eine  Ebene  zusammengehören  ^  und  ersterer 
in  letzterer  enthalten  ist.  Aller  Unterschied  zwischen  den  beiden 
Systemen  S  und  S'  ist  daher  jetzt  als  gänzlich  aufgehoben  anzusehen. 

5.  Nichts  desto  weniger  aber  werden  die  bei  der  allgemeinen 
Betrachtung  in  Nr.  3  gefundenen  Sätze  auch  jetzt  noch  gültig  bleiben. 
Ist  daher  p  eine  Ebene,  und  Q  irgend  ein  in  ihr  liegender  Punct, 
so  ist  auch  der  Gegenpunct  P'  von  p  in  der  Gegenebene  q'  von  Q 
enthalten;  und  da  jetzt  P'  in  j»,  und  Q  in  q'  selbst  liegt,  so  liegen 
P'  und  Q  in  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  von  p  und  y',  und 
wir  können  den  Satz  auch  folgendergestalt  ausdrücken: 

I)  Wenn  von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen  der  Oegenpunct  der 
einen  in  der  Durchschnittslinie  liegt^  so  ist  darin  auch  der  Gegenpunct 
der  anderen  begriffen ;  und  wenn  von  zu}ei  Puncten  die  Oegenebene  des 
einen  den  anderen  Punct  trifft^  so  enthält  auch  die  Gegenebene  des 
anderen  den  ersteren  Punct.  Hieraus  folgern  wir  ebenso  wie  vorhin 
weiter : 

n)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  liegenden  Puncten  schneiden 
sich  die  Gegenebenen  in  einem  Puncte,  welcher  in  ersterer  Ebene  liegt 
und  ihr  Gegenpunct  ist, 

TU)  Von  mehreren  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  Ebenen 
liegen  die  Gegenpuncte  in  einer  Ebene,  welche  ersteren  Punct  enthält 
und  seine  Gegenebene  ist. 

TV)  Alle  geraden  Linien  des  Raumes  lassen  sich  paarweise  als 
Linien  und  Gegenlinien  zusammennehmen,  und  jedes  dieser  Paare  be- 
sitzt die  Eigenschaft,  dass  von  allen  in  der  einen  Linie  genommenen 
Puncten  die  Gegenebenen  die  andere  Linie  in  sich  enthalten;  dass  also 
Jeder  Punct  der  einen  Linie  die  durch  ihn  und  die  andere  Linie  gelegte 
Ebene  zu  seiner  Gegenebene  hat,  und  dass  ebenso  umgekehrt  der  Gegen- 
punct  einer  Jeden  durch  die  eine  Linie  gelegten  Ebene  der  Durchschnitt 
der  Ebene  mit  der  anderen  Linie  ist 

V)  Eine  durch  zwei  Puncte  gezogene  Gerade  hat  daher  den  Durch- 
schnitt der  Gegenebenen  der  Puncte  zur  Gegenlinie,  und  von  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen  ist  die  Linie,  welche  die  Gegenpuncte  der 
Ebenen  verbindet,  die  Gegenlinie. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  diesen  Eigenschaften  der  Gegen- 
linien ist  noch: 

VI)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  schneiden 
sich  die  Gegenlinien  in  einem  Puncte  der  Ebene,  nämlich  im  Gegen- 
puncte der  letzteren;  und  von  mehreren  in  einem  Puncte  zusammen- 
treffenden Geraden  sind  die  Gegenlinien  in  einer  durch  den  Punct 
gehenden  Ebene,  in  der  Gegenebene  des  Punct^s,  enthalten. 


S.     Cm  n»  dior  SiUc  durdi   «o  Bäffpi>!i  nocb   Jt^tBchrr  xa 
■laHwiL  woQa  wir  dir  Gegenpunctg  dtr  drei  CooTdiratra«}>men  za 


Die   Gkiriiiuig   Kwiachm  xf^nf,  ^  fix  die  Ebene  d«T  y.  ^  ist. 
i^  ■■  •,  WM  aacfa  y'  ukd  x"  fir  Weithe   bsben  migm      Hienurh 
■äaini  in  A)  di«  CoefEwnteo  «vo  j^  mid  i.   vaA  die  Somme  der 
mh  y.  y,  f'  nichl  bdnfieten  OHeder  Sali  mh;  «Im: 
CT  —  a^-f-y  =  0, 
ay  — l(r  + A  =  «, 
/jr+jy  +  A»  =  0. 
llaltiplidirt  nun   die*e   drei   Uleicfantq{eii    recp.  nit  h,  — y, 
sdditt  «ie,  w  kfjmau: 

abo  x^  0,  aod  daher 

=  _A      ,=  iL. 

"  « '  a 

Die»  ■tod  denuucb  die  drei  Coordioateo  des  Gegenpanrtes  der 
Ebene  der  y,  z.  Wir  wollen  ihn  A  nenneQ ;  wegeo  x  :=  0  liegt  er, 
wie  g^drift-  iu  '1*-''  Ebene  »rtbiit.  Auf  g^leiche  Art  ergeben  sich 
die  Coerdiuten  de«  Gef;<<!n|miieles  B  der  Ebene  der  x,  x 


J 


iinil  dp*  Oei^cnponctes  C  der  Ebene  x,  y: 

^  =  ~f'  *'  =  4'  "='*' 
von  dimen  B  in  der  Ebene  der  s,  x\  V  in  der  Ebene  der  x,  y  ent- 
ballifn  int.  Sämmtlicbe  drei  Puncte  aber  liegen  in  der  Ebene,  welcher 
dir  (»eichung 

fx-irgy-\-hz  =  fi 

zukommt.  DieKc  Ebene  ist  nach  III)  die  Gegenebene  des  Punctes, 
in  welchem  Dich  die  drei  Coordinatenebenen  schneiden,  also  des 
AnfangNpunctes  M  der  Coordinaten.  Auch  reducirt  sich  in  der  That 
fiir  y  =  0,  y'  =  0,  z  ={\  die  Gleichung  B)  auf 

fx  +  gy-\-hz  =  (i. 
Eninich   sind   von   den  Axen  der  x,  y,  z  resp.  die  Linien  BC,  GA, 
A  li  die  GoKcnlinicn. 

7.  Die  wenigen  bis  jetzt  erhaltenen  Resultate  reichen  hin,  um 
«•in  System  auf  besagte  Weise  sich  entsprechender  Puncte  und 
Klienten  ohne  weitere  Hülfe  des  Oalculs  construiren  zu  können.     Da 


/^ 
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nämlich  die  Winkel,  welche  die  Coordinatenebenen  mit  einander 
machen,  ganz  willkürlich  sind,  so  lege  man  durch  einen  Punct  M 
nach  Belieben  drei  Ebenen  a,  ßj  y  2!^  Coordinatenebenen.  In  a 
und  ß  nehme  man  willkürlich  zwei  Puncte  A  und  B,  welche  die 
Gegenpuncte  dieser  Ebenen  seien. 
Durch  die  Lage  von  A  sind  die 
Verhältnisse  h  :  a,  ff  -  a,  und 
durch  B  die  Verhältnisse  h  :  J, 
/  :  b,  also  durch  beide  Puncte 
die  Verhältnisse  zwischen  /,  ffj  ä, 
ö,  b  bestimmt. 

Man  lege  durch  A,  Bj  M  eine 
neue  Ebene  ju;  sie  ist  die  Gegen- 
ebene von  3f,  und  enthält  in  ihrem 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  y  den 
Gegenpunct  von  y.  Man  nehme 
daher  in  diesem  Durchschnitte  von 
/i  mit  Y  beliebig  einen  Punct  (7, 

als  Gegenpunct  von  y.  Mit  ihm  ist  noch  das  Verhältniss  gegeben, 
in  welchem  c  zu  y  oder  ff  steht;  und  da  somit  die  Verhältnisse 
zwischen  allen  sechs  in  der  Gleichung  B)  vorkommenden  Constanten 
bestimmt  sind,  so  muss  es  möglich  sein,  auch  für  jeden  anderen 
Punct  D  seine  Gegenebene  (J,  und  für  jede  Ebene  8  ihren  Gegen- 
punct D  zu  bestimmen. 


8.  a)  Liege  der  gegebene  Punct  Z>,  dessen  Gegenebene  gesucht 
werden  soll,  zuerst  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  ß  und  y,  oder 
in  ßy,  wenn  wir  der  Kürze  willen  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
durch  Nebeneinanderstellung  der  die  Ebenen  bezeichnenden  Buch- 
staben ausdrücken.  Da  von  ß  und  y  die  Gegenpuncte  resp.  B  und  C 
sind,  so  ist  nach  V)  von  der  Linie  ßy  die  Gegenlinie  BC,  und  folg- 
lich nach  IV)  von  D  die  Gegenebene  BCD.  Auf  gleiche  Art  ist 
CAD  oder  ABD  die  Gegenebene  von  Z>,  wenn  Z>  in  ya  oder  aß 
sich  befindet. 

b)  Eben  so  erhellt,  dass,  wenn  der  Punct  D  in  einer  der  drei 
Linien  J9C,  CA,  AB  liegt,  seine  Gegenebene  durch  ihn  und  resp. 
durch  ßy,  ya,  aß  gelegt  werden  muss. 

c)  Sei  jetzt  der  Punct  D  willkürlich  genommen.  Man  lege 
durch  ihn  und  durch  die  drei  Linien  BC,  CA,  AB  die  Ebenen 
BCD,  CAD,  ABD,  welche  die  Linien  ßy,  ya,  aß  resp.  in  A',  B\  C 
schneiden,  so  sind  dies  die  Gegenpuncte  jener  drei  sich  in  D  schnei- 
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elenden  Ebenen  rV},   und   folglich  (TTI)   Ä ,   B\  C"   mit   D  in   einer 
Ebene,  welche  die  Gegenebene  von  D,  und  daher  die  gesuchte  ö  ist. 

Da  D  §elb8t  in  d  liegt,  ao  hätten  zur  Bestimmung  von  5  schon 
zwei  der  drei  Puncte  A' ,  B',  C  hingereicht.  Dass  auch  der  dritte 
in  S  mit  enthalten  ist,  führt  uns  zu  einer  merkwürdigen  Eigenschaft 
unserer  Figur.  Diese  besteht,  wenn  wir  sie  etwas  aufmerksamer 
betrachten,  aus  zwei  Tetraedern  A'B'C'M  und  ABCD.  Das  erstere 
ist  von  den  vier  Flächen  a,  ^,  ■/,  d  begrenzt  und  um  das  andere 
umschrieben,  weil  «,  ß,  ■/,  d  resp.  die  Puncte  A,  B,  C,  D  als  ihre 
Gegenpuncte  enthalten.  Zugleich  aber  ist  es  in  das  andere  einge- 
schrieben, weil  A'.  B',  C.  M  die  Gegenpuncte  der  Flächen  BCD, 
CAD,  ABD,  ABC  des  anderen  sind.  Hiermit  haben  wir  also  zwei 
Tetraeder,  deren  jedes  in  das  andere  zugleich  um-  und  eingeschrieben 
ist,  und  wir  können  nun  die  vorhin  gedachte  Eigenschaft  folgender- 
gestalt  in  Worte  fassen : 

Wenn  com  ztcei  Tetraedern  A'B'C'M  und  ABCD  die  der  Ecken 
A',  B',  C\  M  des  einen  in  den  vier  Flächen  BCD,  CDA,  DAB, 
ABC  des  anderen,  und  drei  Ecken,  A,  B,  C,  des  anderen  in  den 
Mächen  B'C'M.  C'MA',  MA'B'  des  ersteren  liegen,  so  liegt  tutch  die 
vierte  Ecke  D  des  andeien  tu  der  eierten  Fläche  A'B'C  des  ertleren, 
und  das  eine  Tetraeder  ist  in  Bezug  auf  das  andere  zugleich  um-  und 
eingeschrieben. 

d)  Die  Gegenebene  von  D  kann  auch  dergestalt  gefunden  wer- 
den, dass  man  durch  D  und  die  Linien  ßy,  ya,  aß  drei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  legt.  Schneiden  diese  die  Linien  BC.  CA.  AB 
resp.  in  A",  S',  G",  so  sind  dies  (IV)  die  Gegenpuncte  der  drei 
Ebenen,  und  die  durch  A',  B',  C",  D  zu  legende  Ebene  wird  (DI) 
gleichfalls  die  Gegenebene  von  D  sein. 

Man  bemerke  indessen,  dass,  da  die  drei  Ebenen  a,  ß,  y  den 
Funct  M  gemeinschaftlich  haben,  und  sich  daher  die  drei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  in  der  Geraden  DM  schneiden,  die  Gegenpuncte 
A!',  S' ,  C"  der  letzteren  Ebenen  gleichfalls  in  einer  Geraden,  in 
der  Gegenlinie  von  DM,  liegen.  Durch  diese  drei  Puncte  allein 
wird  daher  noch  nicht  die  Gegenebene  von  D  bestimmt,  wohl  aber 
schon  durch  irgend  zwei  derselben  und  den  Funct  D  selbst.  Da 
übrigens  ein  Funct  nur  eine  Gegenebene  haben  kann,  so  müssen 
-4",  B',  C"  mit  A',  B',  C  in  einer  Ebene  enthalten  sein;  und  da 
erstere  drei  Puncte  resp.  in  den  Linien  BC,  CA,  AB  liegen,  so 
sind  sie  nichts  Anderes,  als  die  Durchschnitte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  mit  der  Ebene  A'BC;  woraus  wiederum  hervorgehl, 
dasa  A",  B",  C"  in  einer  Geraden  liegen,  nämlich  in  dem  gegen- 
seitigen Durchschnitte  der  Ebenen  ABC  und  A'B'C. 


swisehen  Figuren  im  Räume.  499 

9.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  umgekehrten,  aber  ganz  analog  zu 
lösenden  Aufgabe  fort:  Für  eine  gegebene  Ebene  8  den  Gegenpunct 
D  zu  finden. 

a)  Wenn  die  Ebene  8  durch  eine  der  sechs  Linien  BCy  CA,  AB, 
ßVi  Y^i  ^ß  geführt  ist,  so  liegt  ihr  Oegenpunct  daselbst,  wo  sie  resp. 
von  /?y,  ya,  aß,  BC,  CA,  AB  geschnitten  wird. 

b)  Hat  die  Ebene  8  irgend  eine  andere  Lage,  so  schneide  sie 
die  Linien  ßy,  ya,  aß  in  den  Puncten  A',  S ,  C\  Von  diesen  drei 
in  8  liegenden  Puncten  sind  A!BC,  ff  CA,  C  AB  die  Gegenebenen, 
deren  gegenseitiger  Durchschnittspunct  mithin  (EL)  ebenfalls  in  8  liegt 
und  der  gesuchte  Gegenpunct  D  von  8  ist.  Da  8  und  die  drei 
Ebenen  ABC,  ...  sich  in  D  schneiden,  so  sind  schon  zwei  dieser 
Ebenen  nebst  8  hinreichend,  um  D  zu  finden.  Auch  gewahrt  man 
leicht,  wie  diese  Construction  gleichfalls  zu  dem  obigen  Satze  von 
den  in  und  um  einander  beschriebenen  Tetraedern  hinfuhrt. 

c)  Noch  ein  Verfahren,  um  für  eine  beliebige  Ebene  8  den 
Gegenpunct  zu  finden,  besteht  im  Folgenden.  Schneide  8  die  Linien 
B  C,  CA,  AB  in  den  Puncten  Ä\  B\  C'\  Man  lege  durch  letztere 
und  durch  ßy,  ya,  aß  die  Ebenen  Ä* ßy,  B'ya,  C"aß,  so  sind  dies 
die  Gegenebenen  von  A',  B',  C",  und  schneiden  sich  daher  in  einer 
geraden  Linie,  weil  A',  B' ,  C"  in  einer  Geraden,  in  dem  Durch- 
schnitte von  8  mit  ABC  liegen.  Jede  dieser  beiden  Linien  ist 
mithin  die  Gegenlinie  der  anderen;  und  da  die  letztere  Gerade  in 
der  Ebene  8  liegt,  so  muss  der  Durchschnitt  der  ersteren  Geraden 
mit  8  der  Gegenpunct  von  8  sein. 

10  Dass  und  wie  zu  einem  gegebenen  Tetraeder  ein  zweites 
construirt  werden  kann,  welches  in  Bezug  auf  das  erste  zugleich 
ein-  und  umschrieben  ist,  habe  ich  bereits  in  einem  kleinen,  im 
ni.  Bande  von  Crelle^s  Journal  Seite  273  etc.  befindlichen  Aufsatze 
gezeigt.  Mit  Hülfe  der  eben  entwickelten  Theorie  sieht  man  aber 
leicht,  wie  diese  Construction  sich  verallgemeinem  lässt,  und  wie  es 
möglich  ist: 

Zu  irgerid  einem  gegebenen  Polgeder  ein  anderes  zu  construiren^ 
welches  eben  so  viel  Ecken  und  Flächen,  als  das  erstere  Flächen  und 
Ecken  hat,  und  dessen  Ecken  in  den  Flächen  des  ersteren  liegen,  dessen 
Flachen  aber  die  Ecken  des  ersteren  in  sich  enthalten. 

Sei  um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  S  eine  Ecke  des  gegebenen 
Polyeders,  a,  ß,  y,  ..,  seien  die  in  /S  in  der  Ordnung,  wie  sie  auf- 
einander folgen,  zusammenstossenden  Flächen,  so  dass  a  mit  ß, 
ß  mit  y,  u.  8.  w.  eine  gemeinsame  Kante  hat.  Man  suche  von 
a,  ß,  y,  ...  die  Gegenpuncte,  welche  A,  B,  C,  .,,  heissen,  und  con- 
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struire  damit  das  Vieleck  ABC  ...;  dieses  wird  eben  sein  und  in 
seiner  Ebene  den  Punct  S  mit  enthalten,  da  a,  /?,  }^,  . . .  im  Puncte  S 
zusammentreffen.  Auf  gleiche  Art  construire  man  um  jede  andere 
Ecke  des  Polygons  ein  Vieleck.  Von  den  Seiten  aller  dieser  Viel- 
ecke wird  nun  jede  zweien  Vielecken  zugleich  angehören;  die  Seite 
AB  des  Vielecks  ABC  ...  um  S  z.  B.  wird  auch  eine  Seite  des 
Vielecks  um  die  Ecke  T  sein,  wenn  von  der  Kante  des  Polyeders, 
in  welcher  die  Flächen  a  und  ß  an  einander  grenzen,  und  welche 
S  zum  einen  Endpuncte  hat,  der  andere  Endpunct  T  ist.  Alle  die 
somit  erhaltenen  Vielecksfiächen  hängen  daher  als  Flächen  eines 
neuen  Polyeders  zusammen,  und  dieses  zweite  Polyeder  ist  rück- 
sichtlich des  ersteren  zugleich  ein-  und  umschrieben  zu  nennen: 
eingeschrieben,  weil  seine  Ecken  ^,  £,  ...  in  den  Flächen  or,  ß^  ... 
des  ersteren  liegen;  umschrieben,  weil  seine  Flächen  ABC  ...,  etc. 
den  Ecken  S,  etc.  des  ersteren  begegnen. 

Ueberhaupt,  sieht  man,  findet  zwischen  beiden  Polyedern  eine 
solche  gegenseitige  Beziehung  statt,  dass  die  Ecken,  Kanten  und 
Flächen  des  einen  die  Gegenpimcte ,  Gegenlinien  und  Gegenebenen 
der  Flächen,  Kanten  und  Ecken  des  anderen  sind.  Einem  Tetraeder 
entspricht  in  dieser  Beziehung  wiederum  ein  Tetraeder,  einem  Hexa- 
eder ein  Octaeder,  einem  Dodekaeder  ein  Ikosaeder,  und  umgekehrt, 
einem  Octaeder  ein  Hexaeder,  u.  s.  w. 

1 1 .  Zur  weiteren  Verfolgung  unserer  über  reciproke  Verhältnisse 
angestellten  Untersuchungen  wollen  wir  jetzt  von  einer  mit  der 
Ebene  der  y,  z  parallelen  Ebene  den  Gegenpunct  zu  bestimmen 
suchen.  Die  Gleichung  einer  solchen  Ebene  zwischen  den  Coordi- 
naten  x\  y\  z  ist:  x  gleich  einer  constanten  Länge  h  welches  auch 
die  Werthe  von  y  und  z  sein  mögen.  Die  (/Oefficienten  von  //' 
und  z    \\\  B)  müssen  daher  Null  sein;  also 

ex  —  az-\-  g  =^  0,    ay  —  hx  +  //  =  0, 
und  ausserdem 

l[bz—  ry  +/)  -  fx  —  (jy  —  hz  =  0. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  ge- 
suchten (jegenpunctes  bestimmen;  es  sind  dies  also  die  Gleichungen 
dreier  Ebenen,  welche  sich  in  dem  Gegenpuncte  schneiden.  Da  nur 
die  dritte  Gleichung  den  Abstand  /  der  gegebenen  Ebene  von  der 
Ebene  der  y,  z  enthält,  so  gehören  die  zwei  ersten  Gleichungen 
auch  dem  Gegen])uncte  jeder  anderen  mit  der  Ebene  der  //,  z  pa- 
rallelen Ebene   an.     Die  Gegenpuncte    aller   mit   der  Ebene  der  y,  z 
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parallelen  Ebenen  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  deren  Glei* 

chungen 

cz  —  az-^  ff  =  0   und   ay  —  Sa:  +  Ä  =  0 

sind.  Auf  gleiche  Art  sind  die  Gegenpuncte  aller  mit  der  Ebene 
der  Zj  X  parallelen  Ebenen  in  einer  Geraden  enthalten,  deren  Glei- 
chungen 

ay  —  bx-{- h  =^  0   und   bz  —  cy -{-/  =  0 

sind.  Letztere  Gerade  läuft  aber  mit  der  vorigen  parallel,  da  jede 
von  beiden  parallel  mit  der  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  ist,  welcher  die  Gleichungen 

ex  —  az  =  0,     ay  —  bx  =  0,    also  auch   bz  —  cy  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Proportionen 

X  :  y  :  z  =  a  :  b  :  c 

zukommen.  Da  nun  die  Annahme  der  Coordinaten  ganz  der  Willkür 
überlassen  ist,  so  schliessen  wir: 

VII)  Die  Gegenpuncte  von  drei  oder  mehreren  einander  parallelen 
Ebenen  liegen  in  einer  geraden  Linie ^  und  die  geraden  Linien^  in 
welchen  die  Gegenpuncte  von  zwei  und  also  auch  mehreren  Systemen 
paralleler  Ebenen  liegen^  sind  sämmtlich  einander  parallel. 

So  muss  z.  B.  die  Gerade,  welche  die  Gegenpuncte  der  mit  der 
Ebene  der  Xj  y  parallelen  Ebenen  verbindet,  mit  ersteren  Parallel- 
linien ebenfalls  parallel  sein,  was  auch  eine  der  vorigen  ähnliche 
Rechnung  sogleich  zu  erkennen  giebt.  Die  Gleichungen  dieser 
Geraden  sind  nämlich 

bz  —  cy+y=0   und  ex  —  a;j  4-^  =  0. 

Die  allen  diesen  Parallellinien  zukommende  Richtung  ist  dem- 
nach bei  jedem  System  von  Ebenen  und  Puncten,  die  man  in  die 
gegenwärtige  Beziehung  zu  einander  gesetzt  hat,  einzig  in  ihrer  Art. 
Wir  wollen  sie  deshalb  die  Hauptrichtung  des  Systems  nennen. 
Sie  ist  in  der  Gleichung  B)  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
Coefficienten  «,  b,  c  gegeben,  Coefficienten,  die,  wenn  das  Coordi- 
natensystem  ein  rechtwinkliges  ist,  den  Cosinussen  der  Winkel  der 
Hauptrichtung  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  proportional  sind. 

12.  Nehmen  wir  mit  dieser  Hauptrichtung  die  Axe  der  z  pa- 
rallel an,  so  werden  a  und  i  =  0,  und  die  Gleichung  B)  erhält  die 
einfachere  Gestalt: 

(/—  ^y)  ^'+{Sf  +  ex)  y'  -f  hz'—fx  —  gy  —  hz  =  0. 
Die  Gleichungen  für  die  Gerade,  welche  durch  die  Gegenpuncte  der 


mit  der  Ebene  der  x,  y  {laratlelen  Ebenen  geht,  werden  damit 

f^cy  =  Ü   und  p  +  ci^O. 
Nehmen  wir  daher  noch    diese    mit   der  Axe    der  z  jetzt    parallele 
Gerade  zur  Axe  der  z  selbst,   so  werden  nächst  u  und  b  auch  noch 
f  und  j7  ^  0,  uud  die  Gleichung  B)  gewinnt  damit  folgende  einfachst 
mögliche  Form: 

C)  xy—  yr'  =  k  [z~  z), 

wo  k  statt  des  vorigen gesetzt  worden. 

Für  eine  mit  der  Ebene  der  ar,  y  parallele  Ebene,  deren  Gleichung 
?'  =  n,  hat  man  hiemach 

und  folglich 

ar=  0,     i»  =  0,     z=n, 

d.  h.  der  G^enpunct  der  Ebene  ist,  wie  gehörig,  ihr  Durchschnitt 
mit  der  Axe  der  z.  Ist  aber  die  Ebene,  deren  Gegenpunct  bestimmt 
werden  soll,  parallel  mit  der  Ebene  der  y,  z,  und  daher  «'=;  /  ihre 
Gleichung,  so  wird: 

xy'—ly  =  k{z'—z), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

3-    ,      k    ,       ,         z 
-  V z  ^=  i  —  *  -, 

y       y  y 


d.  h.  y  und  z  müssen  unendlich  gross  sein  und  sich  wie  &  za  l  ver- 
halten. Der  Gegenpunct  der  Ebene  liegt  mithin  in  ihr  unendlich 
entfernt  nach  einer  durch  das  Verhältniss  k  :  l  bestimmten  Richtung. 
Ist  die  gegebene  Ebene  die  Ebene  der  y,  z  selbst,  also  /^  0,  so 
hat  man  bloss  y  unendlich  gross  zu  nehmen,  und  der  Gegenpunct 
liegt  folglich  in  unendlicher  Entfernung  nach  der  Richtung  der  Axe 
der  y.  Letzteres  öiesst  übrigens  auch  schon  daraus,  dass  in  der  Axe 
der  y,  in  welcher  sich  die  Ebenen  der  y,  z  und  der  x,  y  schneiden, 
der  Gegenpunct  der  letzteren  Ebene,  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten,  li^.  Denn  nach  I)  muss  dann  in  derselben  Axe  auch  der 
Gegenpunct  der  ersteren  Ebene  enthalten  sein.  —  Auf  gleiche  Art 
findet  sich  der  Gegenpunct  der  Ebene  der  z,  x  unendlich  entfernt 
in  der  Axe  der  x. 

Da  nun  bei  dem  jetzigen  Coordinatensy&tem  die  Axe  der  z  allein 
eine  bestimmte  Richtung  hat,  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Axen  aber  beliebige  sein  können,  so  folgern  wir: 
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Vni)  Jede  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Ebene  hat  einen  un- 
etidlich  entfernten  Gegenpunct;  und  umgekehrt  ist  die  Gegenebene 
eitles  unendlich  entfernten  Punctes  mit  der  Hauptrichtung  parallel. 

Denn  nimmt  man  x^  y,  z  unendlich  gross  und  in  gegebenen  Ver- 
hältnissen a  :  b  :  c  stehend  an,  so  wird  die  Gleichung  C): 

ay'—bx'  +  kc  =  0, 

und  gehört  somit  einer  der  Axe  der  z  parallelen  Ebene  an. 

Ziehen  wir  eine  Ebene  noch  in  Betracht,  welche  parallel  mit 
der  Axe  der  x  ist,  und  daher  die  Gleichung 

z'  =  ay'  +  b 

hat.     Diesen  Werth  von  z'  in  C)  substituirt,  erhalten  wir 

xy' — yx'=  k[ay'  +  b  —  z)y 
und  hieraus 

x  =  akj     y  =  0,     z=b, 

als  Coordinaten  des  Gegenpunctes  der  Ebene.  Weil  y  =  0,  so  liegt 
dieser  Punct  immer  in  der  Ebene  der  «,  Xj  wie  auch  die  mit  der  Axe 
der  X  parallele  Ebene  gelegt  sein  mag.  Wegen  der  Unbestimmtheit 
der  Axe  der  x  ziehen  wir  hieraus  den  Schluss: 

IX)  Von  zwei  oder  mehreren  mit  einer  und  derselben  Geraden 
parallelen  Ebenen  liegen  die  Gegenpuncte  in  einer  und  derselben  mit 
dieser  Geraden  und  mit  der  Hauptrichtung  des  Systems  parallelen  Ebene. 

13.  Die  jetzt  durch  Analysis  gewonnenen  Sätze  VII),  VHI)  und 
IX)  lassen  sich  aus  den  früheren  Sätzen  I),  . . . ,  IV)  auch  durch  ein- 
fache geometrische  Betrachtungen  ableiten. 

a)  Da  nach  III)  von  mehreren  Ebenen,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  die  Gegenpuncte  mit  dem  Durchschnittspuncte  in 
einer  Ebene  liegen,  von  welcher  letzterer  Punct  der  Gegenpunct  ist, 
und  da  mehrere  sich  in  Parallelen  schneidende  Ebenen  auch  als 
solche  angesehen  werden  können,  die  sich  in  einem  unendlich  ent- 
fernten Puncte  schneiden,  so  müssen  die  Gegenpuncte  mehrerer  sich 
in  Parallelen  schneidenden  Ebenen  in  einer  mit  den  parallelen 
Durchschnittslinien  ebenfalls  parallelen  Ebene  enthalten  sein,  deren 
Gegenpunct  unendlich  entfernt  nach  der  durch  die  Parallelen  be- 
stimmten Richtung  zu  liegt. 

b)  Da  femer  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben 
Geraden  schneiden,  die  Gegenpuncte  ebenfalls  in  einer  Geraden 
liegen  (IV),  so  müssen  auch  dann  noch,  wenn  erstere  Gerade  unend- 
lich entfernt  liegt,  und  damit  die  Ebenen  einander  parallel  werden, 
die  Gegenpuncte  derselben  in  einer  Geraden  liegen. 
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r)  Man  denke  sich  jetzt  awei  Systeme  Ton  Ebenen:  die  Kbenen 
jedes  dieser  Systeme  seien  unter  sieb,  aber  nicht  mit  denen  des 
anderen  parallel.  Die  Gerade,  in  welcher  die  Gegenpimcte  des  einen 
äj-stems  liegen,  heisse  o,  die  Gerade  für  die  Gegenpimcte  des  anderen 
Systems  t>.  I>a  nan  anch  je  swei  dem  einen  und  anderen  System 
angehärige  Ebenen  eich  in  Parallellinien  schneiden,  so  müssen  nach  a) 
<iie  Gegenpuncte  sämmtlicher  Ebenen,  also  auch  die  beiden  Geraden 
a  und  J,  in  einer  Ebene  liegen,  and  folglich  sich  schneiden,  oder 
einander  parallel  »ein.  Schnitten  sich  aber  a  and  b  in  einem  Puncte  ji, 
so  wäre  dies  der  gemeinschaftliche  Gegenpunct  zweier  Ebenen  dea 
einen  und  anderen  System«.  Mithin  wären  auch  diese  zwei  sich 
Hchneidende  Ebenen  die  Cegenebenen  eines  und  desselben  Punctes  A, 
welches  nicht  möglich  ist.  Es  sind  daher  a  und  £  mit  einander 
|Mirallel,  und  mit  ihnen  folgUch  auch  jede  andere  Gerade,  welche  die 
Gegenpuncte  irgend  eines  dritten  Systems  paralleler  Ebenen  enthält. 
Wir  nannten  die  gemeinschaftliche  Richtung  dieser  Parallellinien  die 
Hauptrichtung  des  Systems. 

d)  Umgekehrt:  Von  zwei  Puncten  A  und  S.  welche  in  einer 
Parallele  mit  der  Hauptrichtnng  litten,  sind  die  Gegenebenen  a 
und  ß  einander  parallel.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  lege  man 
durch  B  eine  Ebene  ff  parallel  mit  a.  Der  Gegenpunct  von  ^ 
müsste  dann  derjenige  sein,  in  welchem  jf  von  einer  durch  A  mit 
der  Hauptrichtuug  gelegten  Parallele  getroffen  wird,  folglich  B  selbst. 
Mithin  hatte  B  zwei  verschiedene  Gegenebenen,  ^  und  ß",  welches 
nicht  möglich  ist. 

e)  Jede  mit  der  Hauptriclitung  parallele  Ebene  ;■  hat  einen  un- 
endlich entfernten  Gegenpunct.  Denn  seien  A  und  B  zwei  Puncte 
in  Y'  welche  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen.  Die  Gegenebenen  c  und  (i  von  A  und  B  sind  folglich  mit 
einander  parallel,  und  es  sind  daher  auch  die  Linien  a  und  &,  in 
denen  y  von  a  und  ß  geschnitten  wird,  zwei  Parallellinien.  Nach  T] 
muss  nun  der  Gegenpunct  von  y  sowohl  in  a  als  in  b,  und  daher 
in  unendlicher  Entfernung  nach  einer  durch  diese  Parallelen  be- 
stimmten Richtung  liegen. 

Man  kann  hierbei  noch  bemerken,  dass  alle  Ebenen  überhaupt, 
deren  Gegenpuncte  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Ebene 
y  liegen,  diese  Ebene  in  Parallellinien  schneiden;  denn  jede  dieser 
Ebenen  muss  durch  den  unendlich  entfernt  liegenden  Gegenpunct 
von  y  gehen. 

J)  Ist  die  Richtung  gegeben,  nach  welcher  ein  unendlich  ent- 
fernter Punct  liegt,  und  soll  die  Gegenebene  desselben  gefunden 
werden,   so  lege  man  drei  Ebenen  a,  ß,  y  parallel  mit  dieser  Rieh- 
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tung,  bestimme  die  Gegenpuncte  A,  B,  C  derselben ,  und  es  wird 
ABC  die  verlangte  Gegenebene  sein.  —  Nimmt  man,  wie  es  dabei 
möglich  ist,  a  und  ß  mit  einander  parallel,  so  wird  AB  mit  der 
Hauptrichtung  parallel,  und  es  ist  daher  ABC  eine  mit  der  Haupt- 
richtung parallele  Ebene.  So  wie  also  jede  mit  der  Hauptrichtung 
parallele  Ebene  einen  unendlich  entfernten  Gegenpunct  hat,  so  ist 
auch  umgekehrt  die  Gegenebene  eines  unendlich  entfernten  Punctes 
der  Hauptrichtung  parallel. 
Wir  fügen  noch  hinzu: 

X)  Von  einem  nach  der  Hauptrichtung  zu  unendlich  entfernt  lie- 
genden Puncte  U  ist  die  Gegenebene  gleichfalls  unendlich  entfernt^  hat 
aber  keine  bestimmte  Lage^  und  umgekehrt  liegt  von  jeder  unendlich 
entfernten  Ebene  u  der  Gegenpunct  unendlich  entfernt  nach  der  Haupt- 
richtung. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  erhellt  daraus,  dass,  wenn  a  irgend 
eine  mit  der  Hauptrichtung  nicht  parallele  Ebene,  und  A  ihr  Gegen- 
punct ist,  die  Linie  AU  sich  als  parallel  mit  der  Hauptrichtung 
betrachten  lässt,  und  folglich  die  durch  U  parallel  mit  a  gelegte 
Ebene  die  Gegenebene  von  u  ist.  Um  sich  von  dem  umgekehrten 
Satze  zu  überzeugen,  bemerke  man,  dass,  wenn  a  eine  mit  u  parallele, 
nicht  unendlich  entfernte  Ebene,  und  A  ihr  Gegenpunct  ist,  der 
Gegenpunct  der  Ebene  u  ihr  Durchschnitt  mit  einer  durch  A  der 
Hauptrichtung  parallel  gezogenen  Geraden  sein  muss. 

14.  Da  die  Hauptrichtung  einzig  in  ihrer  Art  ist,  und  daher  in 
Bezug  auf  dieselbe  in  der  Lage  der  Ebenen  und  ihrer  Gegenpuncte 
eine  gewisse  Symmetrie  herrschen  dürfte,  die  symmetrischen  Eigen- 
schaften einer  Figur  aber  sich  am  bequemsten  durch  Anwendung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  entwickeln  lassen,  so  wollen 
wir  jetzt  irgend  eine  die  Hauptrichtung  rechtwinklig  treffende  Ebene 
zur  Ebene  der  x,  y  nehmen,  und  zur  Axe  der  z,  wie  vorhin,  die- 
jenige Parallele  mit  der  Hauptrichtung  wählen,  welche  die  Ebene 
der  X,  y  in  ihrem  Gegenpuncte  trifft.  Die  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  x\  y\  z'  für  die  Ebene  /?',  welche  den  Punct  (x,  y,  z) 
oder  P  zum  Gegenpuncte  hat,  ist  alsdann  die  bereits  in  Nr.  12  er- 
haltene Gleichung  (7). 

Liege  nun  der  Punct  P  zuvörderst  in  der  Ebene  der  ar,  y  selbst, 
sei  also  z  =  0,  und  daher  die  Gleichung  für  />' : 

xy'  —  yx'  ^  kz\ 

Sie  wird,   wie  gehörig,   erfüllt  für  x'=x,  y'=yj  /=0,    und  für 
ar'==0,  y'=0,  ä'=  0,  d.  h.  die  Ebene  p'  geht  durch  ihren  Gegen- 
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punct  P  and  durch  den  Anfangßpunct  J/  der  Coordinaten ,  letzteres 
darum,  weil  P  in  der  Ebene  der  t.  y  liegt,  und  diese  den  Punct  M 
zum  Gegenpuncte  hat  (Vergl.  I).)  Da  also  von  jedem  in  der  Ebene 
der  X,  y  enthaltenen  Puncte  P  die  Gegenebene  dureh  die  ihn  mit 
yt  verbindende  Linie  MP  zu  l^en  ist,  so  braucht  man  gur  völligen 
Keetimmung  dieser  Gegenebene  nur  noch  den  Winkel  zu  kennen, 
den  sie  mit  der  Ebene  der  x,  y  bildet. 

Man  setze  deshalb 

:f  =  r  cos  ip ,     y  :=:  r  sin  <p,     x'r^  r'  cos  y ',     y'  ^  r"  sin  y>', 
wii  also  r  den  Abstand  des  Punctes  P  von  Jil,   ip  den  Winkel   von 
MP  mit  der  Axe  der  x,  und  r',  ip'  dasselbe  für  die  Frojection  irgend 
eines  Punctes  der  Ebene  p'  auf  die  Ebene  der  j-,  y  bezeichnen.    Die 
Gleichung  wird  hiermit: 

rr  sin  [rp' —  ip)  =:  ks, 
folglich 

r  /  1 


k       r  sin  (ip'  —  y) 

Nun  ist  /  sin  {rp' — (p)  nichts  Anderes,  als  das  Perpendikel,  welches 

in    der  Ebene    der  t,    y    von    der    Projection    [x',   y'}    eines    Punctes 

(jr*,  y",  z')  der  Ebene  p'  auf  die  Linie  MP  oder  den  Durchschnitt  von 

p'  mit  der  Ebene  der  x,  y  gef&llt  wird,   und   daher  -; — . — i— , ; 

'^  '  ^    ^  '  /  sin  (y'  —  ^) 

gleich  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  p'  mit  der  Ebene  der  x,  jf 

macht.     Diese  Tangente   ist  aber,  voriger  Gleichung  zufolge,  =  j, 

und  somit  der  noch  zu  wissen  nöthige  Winkel  höchst  einfach  be- 
stimmt. 

Nennen  wir  demnach  die  jetzige  Axe  der  z,  oder  die  Gerade, 
welche  durch  die  Gegenpuncte  der  die  Hauptrichtung  rechtwinklig 
treffenden  Ebenen  sich  legen  lässt,  die  Hauptlinie  des  Systems, 
und  erwägen,  dass  jede  darauf  normale  Ebene  zur  Ebene  der  t,  y 
genommen  werden  kann,  so  können  wir  das  erhaltene  Besultat  fol- 
gendergestalt  in  Worte  fassen: 

XI)  Die  Gegenebene  eines  Punctes  enthüll  das  Perpettdikel,  icelchei 
von  dem  Puncte  auf  die  Hauptlinie  gefällt  wird,  und  macht  mit  der 
Hauptlinie  einen  Winkel,  dessen  Cotangente  diesem  Perpendikel  pro- 
portional ist. 

Von  allen  Puncten,  welche  gleichweit  von  der  Hauptlinie  ent- 
fernt sind,  also  in  der  Fläche  eines  um  die  Hauptlinie  als  Axe  be- 
schriebenen Cylinders  liegen,  machen  daher  die  Gegenebenen  mit 
der  Hauptlinie  gleiche  Winkel  nach  einerlei  Seite,     Von  Puncten  in 


/^^ 
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ungleichen  Entfernungen  von  der  Hauptlinie  macht  die  Gegenebene 
des  näheren  den  grösseren  Winkel,  und  während  die  Entfernung 
von  Null  bis  in  das  Unendliche  wächst,  nimmt  der  Winkel  von  einem 
Rechten  bis  auf  NuU  ab.     Vergl.  Vm). 

Der  Satz  XI)  lehrt  zunächst,  wie,  mit  Hülfe  der  Hauptlinie, 
eines  gegebenen  Punctes  Gegenebene  bestimmt  werden  kann.  Soll 
umgekehrt  einer  gegebenen  Ebene  p  Gegenpunct  gefunden  werden, 
80  lege  man  durch  den  Durchschnittspunct  der  p  mit  der  Hauptlinie 
eine  auf  letzterer  perpendiculare  Ebene.  In  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebene  mit  p  wird  alsdann  der  Gegenpunct  von  p  liegen,  und 
darin  von  der  Hauptlinie  in  einem  Abstände  sein,  welcher  der  Co- 
tangente  des  Winkels  von  p  mit  der  Hauptlinie  proportional  ist. 

15.  Es  ist  noch  übrig,  die  zwischen  Linien  und  ihren  Gegen- 
linien obwaltenden  dualen  Verhältnisse  etwas  näher  zu  betrachten. 
In  Nr.  5,  VI)  haben  wir  gesehen,  dass  von  mehreren  in  einer  Ebene 
enthaltenen  Linien  die  Gegenlinien  sich  gemeinschaftlich  in  dem 
Gegenpuncte  der  Ebene  schneiden.  Seien  jetzt  a,  J,  (?,  ...  mehrere 
Linien,  welche  einer  und  derselben  Ebene  nur  parallel  sind.  Man 
lege  parallel  mit  dieser  Ebene  durch  a,  J,  c,  ...  die  Ebenen  a,  /?,  y,  ..., 
und  seien  A,  B,  C,  ...  die  Gegenpuncte  derselben.  Da  nun  die 
Gegenlinien  von  a,  6,  e»,  ...  resp.  durch  A,  B^  Cy  .,,  gehen  (IV),  und 
-4,  jB,  C,  ...  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen  (VH),  so  schliessen  wir: 

XH)  Sind  mehrere  Linien  einer  und  derselben  Ebene  parallel,  so 
werden  ihre  Gegenlinieti  von  einer  und  derselbeti  Geraden  getroffen. 
Diese  Gerade  ist  parallel  mit  der  Hauptrichtung ^  und  trifft  die  Ebene 
in  ihrem  Gegenpuncte, 

Ist  a  die  Gegenlinie  von  a,  und  legt  man  durch  a  und  durch 
einen  unendlich  entfernten  Punct  A  der  a'  eine  Ebene,  also  eine 
Ebene  parallel  mit  a\  so  ist  diese  die  Gegenebene  von  A  (IV),  und 
mit  der  Hauptrichtung  parallel  (VHI);  folglich: 

Xni)  Jede  mit  einer  Linie  wtd  ihrer  Gegenlinie  zugleich  parallele 
Ebene  ist  auch  mit  der  Hauptrichtung  parallel, 

XIV)  Von  Jeder  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden  ist  die 
Gegenlinie  unendlich  entfernt. 

Denn  jede  durch  eine  solche  Gerade  gelegte  Ebene  hat  einen 
unendlich  entfernten  Gegenpunct  (VIH). 

16.  Eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  diejenigen  Linien, 
mit    denen    ihre .  Gegenlinien    identisch    sind.      Zu    einer  gegebenen 
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Linie  a  wird  nach  V)  die  G«gpnlinie  gefundes,  trenn  man  tod  zwei 
durch  o  (jelegteo  Ebenen  «  und  ß  die  Gegenpuncte  A  und  B  be- 
Htinunt;  die  Gerade  AB  ist  alsdann  die  gesuchte  Gegenlinie.  G^~ 
»eUt  nun,  das»  der  Gegenpunct  A  der  einen  von  beiden  Ebenen,  a, 
in  a  »elbsl   liegt,   so  liegt   nach  I)  auch  der  Gegenpunct  B  von  ß, 

—  so  wie  der  Gegenpunct  jeder  anderen  durch  a  zu  legendes  Eb«ne, 

—  in  a.  Mithin  fallt  dann  die  Linie  a  mit  ihrer  Gegenlinie  selbst 
zurammen. 

Heieae  eine  solche  mit  ihrer  Gegenlinie  cusammen£allende  Linie 
eine  Doppellinie.  Von  ihr  können  wir  Termöge  I).  II)  und  III) 
sogleich  folgende  Sätze  aufteilen : 

XV}  Von  einer  jeden  durch  eine  Doppellinie  geirglen  EtMtne  Uegl 
der  Ofgmpinu-t  in  der  Doppellinit,  und  eine  Dopptl/ittie  i»t  im  der 
(ßegertebetie  eines  jeden  itt  i/ir  liegenden  Punc/es  enthalten. 

XVl)  Jede  in  etti^r  Ebene  durch  ihren  Gegenpunct  gezogen*  Gerade, 
and  Jede  durch  einen  Punrt  gelegte  und  mgleich  in  der  Oegeneberte  des 
Pujurtea  enthaltene  Gerade  itt  eine  Doppellime. 

XVn)  Liegen  zwei  Doppellinien  in  einer  £bene.  so  itt  ihr  gegen- 
eeitiger  Durchsrhnitl,  der  auch  unendlich  entfernt  sein  kann,  der  Gegen- 
puitci  der  Ebene. 

Denn  dieser  Gegenpunct  muss  nach  X\T  sowohl  in  der  einen 
als  in  der  »nderen  Doppellinie  liegen.     Es  folgt  hieraus  weiter. 

XVm}  Alle  in  einer  Ebene  Hegenden  Doppetlinien  schneiden  sich 
1»  einem  Puncto,  und  umgekehrt  sind  alle  durch  einen  Pimct  gehenden 
Dojfpellinien  in  einer  Ebene  enthalten,  indem  sonst  wegen  XVTI)  dieser 
eine  Punct  mehr  als  eine  Gegenebene  hätte. 

17.  Das  System  der  Doppellinien  erfüllt  hiernach  den  ganten 
Raum.  Denn  in  jedem  Puncte  des  Raumes  schneiden  sich  unzählige 
Doppellinien,  die  aber  insgesammt  in  einer  Ebene  liegen,  und  in 
jeder  Ebene  giebt  es  unzählige  Doppellinien,  die  aber  alle  in  einem 
Puncte  zusammentreffen. 

Ist  eine  Linie  durch  ihre  Gleichungen  gegeben,  und  verlangt 
man  zu  wissen,  ob  sie  zu  dem  System  der  Doppellinien  gehört,  so 
untersuche  man,  ob  die  Coordinateu  zweier  ihrer  Puncte,  für  x,  y,  z 
und  x ,  y,  /  in  der  Gleichung  C)  substiluirt,  der  Gleichung  Ge- 
nüge leisten.  Denn  {x',  y\  z]  ist  in  dieser  Gleichung  ein  Punct 
der  Ebene,  welche  [x,  y,  z)  zum  Gegenpuncte  hat,  die  Linie  aber, 
welche  zwei  solche  Puncte  verbindet,  ist  eine  Doppellinie  (XVI). 
Seien  daher 

"■)  4-  +  4  =  i. 
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')  f  +  7-' 

die  zwei  Gleichungen  einer  Geraden.     Ein   in  ihr  liegender  Punct 

ist  (a,  J,  0).     Setzt  man  demnach  in  C)  x  -=•  a,  y'  =  6,  z'  =  0,   so 

kommt 

c)  ay  —  bx==kz 

als  Gleichung  der  Gegenebene  des  Punctes  (a,  bj  0);  und  in  dieser 
Ebene  muss  die  Linie  liegen,  wenn  sie  eine  doppelte  sein  soU.  Die 
Gleichung  c)  und  eine  der  beiden  a)  und  b)  sind  daher  die  zwei 
allgemeinen  Gleichungen  einer  Doppellinie.  Auch  kann  man  die 
Gleichung 

c         c         ab^ 

welche  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus  a),  J),  c)  hervorgeht,  als 
die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher  die  durch  a)  und  b)  aus- 
gedrückte Linie  eine  Doppellinie  ist. 

Nimmt  man  in  C)  die  zwei  Puncto  (x,  y,  z)  und  (x',  y\  z*)  ein- 
ander unendlich  nahe  an,  setzt  also  x'  ■=^x-\-^x^  u.  s.  w.,  so  geht 
C)  über  in: 

D)  a:dy  —  yda;  =  Ädz. 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung  einer  Doppellinie. 
Und  in  der  That  kommt  man  auch,  wenn  man  a)  oder  b)  und  c) 
differentürt,  und  hierauf  die  willkürlichen  Constanten  a,  6,  c  elimi- 
nirt,  auf  diese  Differentialgleichung  zurück. 

18.  Sei  a  eine  Linie,  welche  eine  von  ihr  verschiedene  Linie  a! 
zur  Gegenlinie  hat,  und  A^  Ä  zwei  in  a,  o'  beliebig  genommene 
Puncte,  so  ist  von  A  die  Gegenebene  Ad  (IV),  und  daher  AA  eine 
Doppellinie  (XVI),  d.  h. 

XIX)  Jede,  eine  einfache  Linie  und  ihre  Gegenlinie  zugleich 
sch7ieidende  Gerade  ist  eine  Doppeliinie. 

Ist  femer  /  eine  Doppellinie  und  a  eine  einfache  Linie,  welche 
von  l  geschnitten  wird,  so  ist  von  der  Ebene  la,  als  einer  durch  / 
gehenden,  der  Gegenpunct  in  /  enthalten  (XV).  Zugleich  aber  muss 
der  Gegenpunct  der  Ebene  /a,  als  einer  durch  a  gelegten,  in  der 
Gegenlinie  von  a  liegen  (TV) ;  folglich  muss  /  diese  Gegenlinie  schnei- 
den; d.  h. 

XX)  Eitle  Doppellinie,  welche  eine  einfache  Linie  schneidet,  trifft 
auch  die  Gegenlinie  der  einfacheti. 

Aus  diesem  Satze,  in  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden,  lässt 
sich  ein  merkwürdiger  dritter  ableiten.    Sind  nämlich  a,  b  zwei  ein- 
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bebe  LinieD,  a ,  b'  ihre  Gegenliiiieii ,  und  /  eine  Gerade,  welche 
a,  b,  a'  zugleich  schneidet,  so  ist  /  wegen  der  Begegnung  mit  a  und 
a  eine  DoppeUinie,  und  als  solche  muss  sie.  weil  sie  b  trifft,  «ach 
b'  itchneiden;  also 

XXI)  Hai  man  xteei  Linien  mtd  ihre  OegeHÜniett ,  so  teird  Jeda 
(Jerade.  vv/cie  dreien  dieser  vier  Linien  hegeffttet,  aueh  die  eierte 
treffen.  Vier  toleke  Linien  kennen  daher  immer  aü  eben  so  viel  cer- 
sr.hiedene  Lagen  einer  ein  hyperbvlitchi-n  Hyperboloid  erxeugendett  t»*^- 
raden  attgesehen  teer  den. 


ZusammeahaDg  zwischen  den  bis  jetzt  erläaterten 
reciproken  Verhältnissen  and  zwischen  Sätzen  der  Statik. 

19.  äcicD.  wie  in  Nr.  7,  a.  ,i.  y  drei  sich  in  M  schneidende 
Ebenen,  A,  B  zwei  behebige  Puncte  in  c.  ß,  und  C  ein  beliebiger 
Piinct  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  ■/  und  MAB.  Nach  den 
Richtangen  aß  und  AB  lasse  man  zwei  Kräfte  wirken,  die  man 
mit  [a(f\  und  [AB]  bezeichne.  Die  Kraft  [aß]  zerlege  man  nach  den 
Richtungen  MA  und  ay  in  zwei  andere,  [MA]  und  [ay],  weiches 
immer  m^lith  ist,  da  letztere  Richtungen  und  aß  in  einer  Ebene 
liegen  und  sich  in  einem  Puncte  M  schneiden.  Uebrigens  mit); 
unter  der  Kraft  [MA]  auch  eine  negative  oder  eine  nach  .dl..!/ ge- 
richtete verstanden  werden  können,  und  Gleiches  gelte  auch  von 
den  «brigen  aiif  dieselbe  Weise  bezeichneten  Kräften. 

Hiermit  sind  nun  die  anfänglichen  zwei  Kräfte  [aß]  und  [AB'\ 
in  drei  verwandelt:  [ay],  [MA],  [AB\  Von  diesen  haben  die  beiden 
letzten  eine  durch  A  gehende  und  in  der  Ebene  MAB  enthaltene 
Resultante.  Welche  aber  von  allen  durch  A  gehenden  und  in  MA  B 
liegenden  Linien  die  Richtung  dieser  Resultante  ist,  hängt  von  dem 
Verhältniss  zwischen  den  Intensitäten  der  anfänghchen  zwei  Kräfte 
[aß]  und  [AB'\  ab.  Wir  wollen  daher  dieses  Verhältniss  so  bestimmt 
annehmen,  dass  AC  selbst  die  Richtung  der  Resultante  ist;  und  so- 
mit haben  wir  die  anfänglichen  Kräfte  [aß]  und  [AB]  auf  [ay]  und 
[AC]  reducirt,  welches  uns  folgende  zwei  Sätze  giebt: 

«)  Hat  man  ztcei  Kräfte,  deren  Richtungen  aß,  AB  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und  eine  Sichtung  ay,  welche  mit  der  einen  uß 
der  beiden  ersteren  in  einer  Ebene  a  Hegt,  und  daher  mit  aß  einen 
Puncl  M  gemein  hat,  so  ist  es  immer  möglich,  die  ztcei  Kräfte  in 
ztcei  mit  ihnen  gleichtoirkende  zu  verwandeln,  von  denen  die  eine  die 
Richtung  ay  hat.      Die  Richtung    der  anderen  geht  alsdann  durch  dett 
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Punct  A,   in  welchem   die   Ebene  a  von   der  Richtung  AB  getroffen 
icird,    und  ist  in  der  durch  M  und  AB  zu  legenden  Ebene  enthalten. 

b)  Sind  von  den  Ebenen  a,  ß,  y  die  Gegenpuncte  A,  JB,  C,  und 
daher  AB  von  aß,  und  AC  von  ay  die  Gegenlinie,  so  ist  es  immer 
möglich,  nach  den  Richtungen  aß  und  AB  zu^ei  in  solchem  Verhältniss 
zu  einander  stehende  Kräfte  wirken  zu  lassen,  dass  sie  in  zwei  andere 
nach  den  Richtungen  ay  und  AC  verwandelt  werden  können. 

Haben  nun  die  Kräfte  [aß]  und  [AB]  ein  solches  Verhältniss 
zu  einander,  so  lässt  sich  femer  zeigen,  dass  überhaupt, 

c)  wenn  von  irgend  zwei  mit  ihnen  gleichtüirkenden  Kräften  R 
und  R'  die  eine  in  einer  gegebenen  Ebene  d  liegt,  die  andere  den 
Gegenpunct  der  Ebene  trifft. 

Denn  seien  C  und  B'  zwei  beliebige  Puncte  in  aß  und  ay. 
Nach  a)  lassen  sich  nun  [aß]  und  [AB]  in  zwei  andere  Kräfte  Q 
und  Q'  verwandeln,  von  denen,  wenn,  wie  wir  annehmen  wollen, 
die  eine  Q  die  Richtung  C'ff  hat  und  daher  aß  in  C  schneidet, 
die  andere  Q'  in  der  Ebene  C'AB,  also  in  der  Gegenebene  von  C 
liegt.  Weil  aber  [aß]  und  [AB]  gleich  wirkend  mit  [ay]  und  [AC] 
sind,  und  ay  von  C'ff  in  B'  geschnitten  wird,  so  ist  Q'  aus  glei- 
chem Grunde  in  der  Ebene  NAC  oder  der  Gegenebene  von  B! 
enthalten.  Die  Kraft  Q'  hat  daher  zu  ihrer  Richtung  den  Durch- 
schnitt der  Ebenen  CAB  und  B' AC  d.  i.  die  Gegenlinie  der 
Linie  C'lff  oder  der  Richtung  von  Q. 

Sei  nun  von  den  zwei  Kräften  R  und  Ä',  welche  mit  [aß]  und 
[AB],  fo%lich  auch  mit  Q  und  C£  gleichwirkend  sein  sollen,  die 
eine  R  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  8  enthalten.  Schneide 
diese  Ebene  die  Linien  aß  und  ay  in  C  und  B' ,  und  werde  daher 
R  von  der  Richtung  CS  der  Q  getroffen.  Nach  a)  geht  alsdann 
die  Richtung  von  R  durch  den  Punct,  in  welchem  die  Ebene  i, 
welche  R  und  Q  gemeinschaftlich  enthält,  von  Q'  geschnitten  wird. 
Weil  aber  Q'  die  Gegenlinie  von  Q  ist,  so  ist  dieser  Punct  der 
Gegenpunct  der  Ebene  d,  wie  zu  erweisen  war.  Wir  ziehen  hieraus 
noch  die  Folgerung: 

d)  Von  zwei  Kräften  R  und  R ,  welche  mit  [aß]  und  [AB],  oder 
mit  P  und  P\  tcie  [aß]  und  [AB]  von  jetzt  an  heissen  mögen,  gleich^ 
wirkend  sein  sollen ^  kann  die  Richtung  der  einen  im  Allgemeinen  nach 
Willkür  genommen  werden, 

e)  Von  den  Richtungen  zweier  mit  P  und  P'  gleichvnrkenden 
Kräfte  R  und  R'  ist  die  eine  die  Gegenlinie  der  anderen. 

Denn  man  lege  durch  R  zwei  Ebenen  ö  und  c,  deren  Gegen- 
puncte D  und  E  seien,  so  muss  nach  c)  die  Kraft  R  sowohl  durch 


D  k1»  durch  £  g:«hi;u:  DE  ist  ab«r  die  Gegenlinie  von  Jt 
i-rbvllt, 

J)  daas  umgtkehrt,  K4jm  a'  die  Gegef^ime  eon  a  üt,  »ick  immer 
gttei  ttiteh  a  und  a'  gfjichtete  Kräfte  atiyebem  Itutfn,  weMr  mit  P 
und  P'  gleielit    Wirkung  habtn; 

g)  «0  wie  eitdHch.  teeitn  Ji  in  eintr  gegehetifm  Ebene  liefft,  R 
dvn  Gegenpufift  dieter  Eiene  trifft,  »n  üt  anc/i  vmgeJuhrt,  warn  B 
dtirfh  einen  ffegebenen  Ptinct  D  gehl,  R  in  der  Gegeneheite  de»  Ptmctet 
enthalten. 

Penn  da  R  die  G^enlinie  von  if  ist.  so  ist  iUp  (larch  D  itnd 
Ä"  gele^e  Ebene  die  Geg«iiebene  von  D. 

20.  Aus  diesen  Sätzen  erhellt  nun  xur  Genüge  der  inni^ 
ZuBammenhaDg,  welcfaer  zwischen  den  Im  Vorigen  betundelten  dualen 
geometrischen  Verhältnissen  und  einigen  ganz  elementaren  slatiechen 
Sätzen  stattfindet.  Auch  begreift  man  leicht,  wie  umgekehrt  aus 
den  Elementen  der  Statik  jene  rein  geometrische  Theorie  abgeleitet 
werden  kann. 

In  Bezug  nämlich  auf  zwei  Kräfte  P,  P\  deren  Richtungen 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  entspricht  jeder  Geraden  eine  andete 
Gerade  dergestalt,  dass  sich  immer  zwei  nach  ibnen  gerichtete  Kräfte 
angeben  lassen,  welche  mit  P  und  P'  gleichwirkend  sind.  Es  ent- 
spricht femer  jedem  Puncte  eine  gewisse  ihn  enthaltende  Ebene, 
und  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punct,  so  dass,  wenn  von  sw«i 
mit  P  und  P'  gleich  wirken  den  Kräften  die  eine  den  Punct  triffi. 
die  andere  in  der  Ebene  enthalten  ist,  und  umgekehrt. 

Mit  diesen  rein  statisch  erweisbaren  Sätzen  sind  die  B^;riffe  von 
Gegenlinie,  Gegenebene  und  Gegenpunct  festgestellt,  und  hieraus 
hissen  sich,  wie  wir  bereits  in  Nr.  13,  15,  16  und  18  gesehen  haben, 
die  übrigen  Eigenschaften  dieser  dualen  Verhältnisse  ohne  Zuhülfe- 
nahme  eines  neuen  Princips  herleiten.  —  Im  Folgenden  sollen  noch 
einige  besonders  merkwürdige  Beziehungen  zwischen  beiderlei  Ver- 
hältnissen, den  geometrischen  und  den  statischen,  näher  erörtert 
werden. 

21.  Dass  von  den  Richtungen  der  zwei  Kräfte  R,  R,  welche 
mit  P,  P'  gleichwirkend  sein  sollen,  die  eine  nach  Willkür  genoni' 
mcn  werden  kann,  gilt  nur  im  Allgemeinen.  Ausgenommen  sind 
davon  zuerst  alle  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Richtungen,  in- 
dem, wenn  R  damit  parallel  wäre,  die  Kraft  R  unendlich  entfernt 
|XIV)  und  daher  nicht  construirbar  sein  würde. 
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Um  die  statische  Bedeutung  der  Hauptrichtung  auszumitteln, 
erwäge  man,  dass  nach  XIII)  die  beiden  Ebenen,  von  denen  die  eine 
mit  P  und  P\  die  andere  mit  R  und  JB'  parallel  ist,  —  folglich 
auch  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen,  —  mit 
der  Hauptrichtung  parallel  sind.  Werden  daher  die  vier  Kräfte 
P,  P\  R,  R  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  und  denselben 
Punct  getragen,  so  wird  der  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und 
RR  gleichfalls  mit  der  Hauptrichtung  parallel  sein.  Alsdann  aber 
ist,  einem  bekannten  Satze  der  Statik  zu  Folge,  die  Resultante  von 
P  und  P*  einerlei  mit  der  Resultante  von  R  und  R!,  und  hat  mit- 
hin den  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und  TT'  zu  ihrer  Richtung. 
Die  Hauptrichtung  ist  daher  in  statischer  Hinsicht  diejenige,  mit 
welcher  parallel  die  Resultante  der  Kräfte  P  und  P'  oder  zweier 
ihnen  gleichwirkender  läuft,  nachdem  diese  Ejräfte  parallel  mit  ihren 
Richtungen  an  einen  und  denselben  Punct  getragen  worden. 

Hieraus  fliesst  noch  auf  eine  andere  Weise  die  Unmöglichkeit, 
R  mit  der  Hauptrichtung  paraUel  zu  nehmen.  Denn  hätte  R  diese 
Richtung,  so  würden  R  und  R',  an  einen  und  denselben  Punct  ge- 
tragen, in  dieselbe  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Gerade  fallen, 
und  müssten  daher  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  entweder  auf  eine 
einzige  Kraft  reducirbar,  oder  einander  gleich,  parallel  und  entgegen- 
gesetzt d.  i.  ein  Kräftepaar  im  engeren  Sinne  sein.  Keines  von 
Beiden  aber  ist  möglich,  weil  P  und  P'  nicht  in  einer  Ebene  liegen 
sollen. 

22.  Von  den  Richtungen,  welche  zwei  mit  P,  P'  gleich- 
wirkende Kräfte  erhalten  können,  sind  zweitens  noch  die  Doppel- 
linien ausgenommen,  oder  diejenigen  Linien,  welche  P  und  P'  oder 
irgend  zwei  andere  Kräfte  R  und  iJ',  worauf  P  und  P'  reducirt 
worden,  zugleich  schneiden  (XIX).  Denn  sind  S  und  S'  zwei  mit 
P  und  P',  also  auch  mit  R  und  -B',  gleichwirkende  Kräfte,  so  sind 
P,  R!  und  —  S  auf  eine  einzige  Kraft  gleich  S'  reducirbar.  Dieses  ist 
aber  offenbar  nicht  möglich,  sobald  R  und  R,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  von  S  zugleich  geschnitten  werden. 

Die  Doppellinien  haben  aber  eine  andere  merkwürdige  statische 
Eigenschaft,  welche  darin  besteht,  dass  in  Bezug  auf  jede  dieser 
Linien,  als  Axe,  die  Summe  der  Momente  von  P  und  P'  gleich  0  ist. 
Denn  ist  8  eine  Doppellinie,  r  eine  sie  schneidende  einfache  Linie, 
und  r'  die  Gegenlinie  der  letzteren,  so  wird  nach  XX)  auch  r'  von 
8  getroffen;  nach  19,/)  aber  lassen  sich  P  und  P'  in  zwei  nach  r 
und  r'  gerichtete  Kräfte  R  und  R  verwandeln.  Da  also  die  Rich- 
tungen der  R  und  R  von  8  zugleich  getroffen  werden,   so   ist  für  8 
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al»  Axe  du  Itoment  tqd  R  sowohl,  at»  von  R  gteich  <l,  also  anch 
die  Samaut  düaer  Momente  gleich  U.  folglich  auch  die  Summe  der 
Uonent«  der  damit  gleichwirkenden  Kräfte  P  und  f  gleich  D. 

Unier  allen  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  ist  djther  für  die- 
jenigen, irelcbe  den  Gegenpitact  der  Ebene  treffen,  und  unter  allen 
doicb  einen  Punct  gehenden  .Vxen  für  diejenigen,  welehe  zogleich 
in  der  Gegenobene  de«  Puacte«  liegen,  die  Summe  der  Momente 
gleich  ü  (XVni).  Für  jede  andere  durch  den  Punct  gelegte  Axe  ist  wie 
ich  hier  nur  lutitorüich  erwähne,  die  Momenleneumme  dem  Sinutt 
d«t  WinkeU  proportional,  welchen  die  Axe  mit  der  Gegenebene  de* 
Punctei  macht;  am  giäwten  also  tia  diejenige  Axe,  welche  auf  der 
Gegenebene  normal  steht.  Die  kleinste  unter  allen  grössten  Momenten- 
«ummen  kommt  aber  derjenigen  Axe  zu,  welche  mit  der  Hauptlinie 
de«  Systems  (14)  susammenfallt.  Mao  vergleiche  deshalb  das  am  Ende 
TOD  Poinsot's  Statik  befindliche  Memoire  sur  la  composittOD  des 
mjmcns  et  des  aires. 

23.  Werden  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  P.  P" 
parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  Punct  verlegt  und  dann  eu 
einer  Kraft  T  vereinigt,  eo  entsteht  durch  diese  Verlegung  ein  Kräfte- 
paar  U,  —  V,  welches  in  Verbindung  mit  T  dieselbe  Wirkung,  als 
P  und  P',  hervorbringt.  Legt  man  nun  in  der  Ebene  von  V,  —  V 
durch  den  Punct  D,  in  welchem  die  Ebene  von  T  geschnitten  wird, 
eine  beliebige  Gerade,  so  wird  diese  die  Kräfte  T.  U,  —  U  immer 
zugleich  treffen.  In  Bezug  auf  eine  solche  Gerade  ist  daher  die 
Summe  der  Momente  von  T,  ü,  —  U  gleich  0 ,  mithin  auch  die  Mo- 
mentensumme von  P  und  P'  gleich  0,  folglich  die  Gerade  eine  Doppel- 
linie {22)  uud  der  Punct  D  der  G^enpunct  der  Ebene  vou  U,  —  f. 
Wie  also  auch  die  Kräfte  P,  P'  in  eine  einfache  Kraft  und  ein 
Paar  verwandelt  werden  mögen,  so  trifft  erstere  die  Ebene  des  Paares 
stets  in  ihrem  Gegenpuncte.  Auch  ist  die  Richtung  der  ersteren 
Kraft  immer  der  Hauptrichtung  parallel,  da,  wenn  T,  U,  — 17  an 
einen  Puuct  getragen  werden,  U  und  —  U  eich  g^enseitig  aufheben 
und  nur  T  als  Resultante  übrig  bleibt.     Vergl.  Nr.  21. 

Ein  Kräftepaar  kanu  man,  ohne  seine  Wirkung  zu  andern,  nicht 
nur  in  seiner  Ebene  beliebig  verl^en,  sondern  auch  in  jede  andere 
damit  parallele  Ebene  bringen.  Verlegt  man  daher  das  Paar  U,  —  V 
aus  seiner  anfänglichen  Ebene  in  eine  damit  parallele,  so  muss  auch 
leCetere  Ebene  von  T  in  ihrem  Gegenpuncte  geschnitten  werden,  in 
Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  VII),  dass  die  Gegenpuncte  paral- 
leler Ebeneu  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen. 


/^ 
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24.  Ich  müsste  den  Leser  zu  ermüden  furchten  ^  wollte  ich 
noch  von  allen  übrigen  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  ent- 
haltenen Sätzen  die  entsprechenden  statischen  Theoreme  in  Betracht 
ziehn.  Ich  begnüge  mich  daher,  auf  den  XXI.  Satz  noch  aufmerk- 
sam zu  machen,  welcher  statisch  ausgedrückt  also  lautet:  Sind  zwei 
Kräfte  gleichwirkend  mit  zwei  anderen,  oder  —  was  hier  auf  das- 
selbe hinauskommt,  — 

Sind  vier  Kräfte  mit  einander  im  Oleichgemcht ,  so  trifft  jede 
Gerade^  welche  den  Hichttmffen  dreier  derselben  begegnet,  auch  die 
Richtung  der  vierten. 

Dies  folgt  auch  höchst  einfach  aus  der  Theorie  der  Momente. 
Denn  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  die  Richtungen  von  drei 
Kräften  trifft,  ist  das  Moment  jeder  dieser  Kräfte  gleich  0.  Da  nun 
die  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  und  mithin  die  Summe 
ihrer  Momente  für  jede  Axe  null  sein  muss,  so  muss  in  Bezug  auf 
jene  Axe  auch  das  Moment  der  vierten  null  sein.  Dieses  ist  aber 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  jene  Axe  die  .Richtung  der  vierten 
ebenfalls  schneidet. 
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üeber  eine  allgemeinere  Art  der  Affinitat 

geometiischer  Figuren. 
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in  meinem  »barycentrischen  Calcul«  habe  ich  zu  zeigen  gesucht, 
dass  ausser  den  schon  in  den  ersten  Elementen  der  Geometrie  in 
Betrachtung  kommenden  Beziehungen,  in  welchen  Figuren  zu  ein- 
ander stehen  können,  und  wonach  zwei  Figuren  einander  gleich 
und  ähnlich,  oder  ähnlich  allein,  heissen,  es  noch  einige  andere 
dergleichen  Beziehungen  oder  Verwandtschaften  gebe,  die,  obschon 
von  allgemeinerer  Beschaffenheit,  als  jene  schon  bekannten,  doch  in 
das  Gebiet  der  Elementargeometrie  noch  gehören,  indem  auch  bei 
ihnen  Puncten  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  in 
einer  Geraden  liegende  Puncto  der  anderen  Figur  entsprechen.  Ich 
nannte  diese  allgemeineren  Verwandtschaften  Affinität  und  Col- 
lineationsverwandtschaft;  denn  die  Gleichheit,  die  ich 
an  jenem  Orte  zwar  ebenfalls  als  eine  besondere  Verwandtschaft 
behandelt  habe,  ist  im  Grunde  nur  als  eine  specielle  Art  der  Affi- 
nität zu  betrachten. 

Bei  der  Collineationsverwandtschaft  ist,  wie  schon  ihr  Name 
ausdrücken  soll,  gedachtes  Entsprechen  gerader  Linien  das  alleinige 
sie  charakterisirende  Merkmal.  Bei  der  Affinität  hingegen  kommt 
als  zweites  Merkmal  noch  hinzu,  dass  je  zwei  Theile  der  einen  Figur 
—  Flächentheile  oder  Theile  des  Baumes,  nachdem  die  Figur  in 
einer  Ebene  oder  im  Baume  überhaupt  enthalten  ist,  —  sich  ihrem 
Inhalte  nach  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden 
Theile  der  anderen  Figur. 

So  wie  nun  aus  der  Affinität  die  allgemeinere  Verwandtschaft 
der  Collineation  entspringt,  wenn  wir  von  den  oben  erwähnten  zwei 
Merkmalen  nur  das  erste  beibehalten;  so  wird  die  Affinität  gleich- 
falls in  eine  allgemeinere  Verwandtschaft  übergehen,  wenn  wir  das 
erste  Kennzeichen  nicht  mehr  berücksichtigen  und  nur  das  zweite 
noch  festhalten.  Bei  dieser  allgemeineren  Art  von  Affinität  ent- 
sprechen also  die  Puncto  zweier  Ebenen  einander  dergestalt,  dass, 
wenn  in  der  einen  Ebene   irgend  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie 


gesogen  wird,  dl«  (raUpteefaeDd»  Lisi«  in  der  anderca  1 
die  Linie,  welche  durch  die  den  Poocten  der  Enteren  T.inif  ent- 
sprechenden Pnntle  geht,  eine  FUche  einschlieset .  die  xd  der  von 
der  ersteren  Linie  begrenzten  Fläche  in  einem  conatanten  Terhilt- 
nt»e  «teht.  Und  ebenso  ist  es  bei  swei  Bäumen  von  drei  I>ime&- 
munen.  die  in  dieser  altgemeineren  affinen  ReziehaDg  stehen  sollen, 
Hinreichend,  wenn  je  swei  entsprechende  Theile  des  einen  and  an- 
deren Raumes,  A.  h.  solche  deren  Grenzflächen  durch  entaprecbeade 
Pancte  besdmml  werden,  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander 
haben.  Uietbu  können  also,  und  werden  im  Allgemeinen,  geraden 
Linien  und  Ebenen  de«  einen  Raumes  Curren  und  knimme  Flächen 
im  anderen  entcprechen,  und  zwar  Curren  und  Flächen,  die  jede 
beliebige  Form  haben  können.  Denn  so  lange  noch  nicht  die  ein- 
aoder  entsprechen  sollenden  Puncte  bestimmt  sind,  hindert  uns 
nichts,  diese  Bestimmung  bei  zwei  Ebenen  z.  B.  damit  anzufangen. 
d»M  wir  dem  Perimeter  eines  geradlinigen  Vielecks  in  der  einen 
Eb«ne  irgend  eine  in  sich  zurücklaufende  Curre  in  der  anderen  ent- 
sprechend setzen,  wenn  nur  die  Flachen  beider  Figuren  in  dem  cod- 
stanten  Verhaltnisse  stehen,  welches  je  zwei  entsprechende  Flächen 
ZQ  einander  haben  sollen. 

Schon  hieraus  ist  abzunehmen,  das«  die  Gnmdformeln  dieser 
Verwandtschaft,  d.  i.  die  ollftemeinen  Relationen  zwischen  den  Co- 
ordinaten  zweier  entsprechenden  Pnncte,  Gleichungen  mit  partJeDen 
Differenzen  sein  werden,  indem  nur  solche  Gleichungen  za  willkür- 
lichen Functionen  und  damit  zu  willkürlichen  Curven  und  Flächen 
führen  können.  Diese  Grundformeln  zu  entwickeln  und  ihre  Inte- 
gration auszuführen,  welches  hier  auf  besonderB  einfache  Weise  ge- 
schehen kann,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.  Ehe  wir 
jedoch  diese  analytische  Untersuchung  beginnen,  wollen  wir,  grosserer 
Anschaulichkeit  willen,  den  Gegenstand  erst  auf  folgende  rein  geo- 
metrische Weise  in's  Auge  fassen. 


§■  I.     Heissen  M  und  N  die  beiden  Ebenen,   deren  Puncte   in 
affiner  Beziehung  zu  einander  stehen  sollen.     Man   denke  sieh  die 

Ebene    N  mit   zwei    Systemen   paralleler    Geraden    T,    T,,    T^,  

U,  U„  C/,,  ...  überzogen,  von  denen  die  Linien  des  einen  Systems 
die  des  anderen  rechtwinklig  schneiden;  die  Linien  jedes  der  beiden 
Systeme  für  sich  seien,  jede  von  der  nächstfolgenden,  unendlich 
wenig,  aber  gleich  weit  entfernt.  Hierdurch  wird  N  in  eine  unend- 
liche Menge  unendlich  kleiner  und  einander  gleicher  Rechtecke 
zerlegt. 
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Heissen  nun  X,  X^^  X,,  ...,  Y,  Yi,  F,,  ...  die  den  T,  T,,  ..., 
Uj  J7, ,  ...  entsprechenden  Linien  in  der  Ebene  Jüf,  so  muss  M  durch 
diese  Linien  ebenfalls  in  unendlich  kleine  und  einander  gleiche 
Vierecke  getheilt  werden,  deren  jedes  von  irgend  zwei  auf  einander 
folgenden  Linien  der  einen  Reihe  X,  ...  und  zwei  auf  einander 
folgenden  Linien  der  anderen  Reihe  Y,  ...  begrenzt  wird.  Sind 
diese  Linien  wirklich  gezogen,  so  ist  damit  die  affine  Beziehung 
beider  Ebenen  vollkommen  bestimmt.  Denn  für  irgend  einen  Punct 
der  einen  Ebene  lässt  sich  nunmehr  der  entsprechende  in  der  an- 
deren angeben,  —  dem  Durchschnitte  von  P«  und  CL  in  iV  ent- 
spricht der  Durchschnitt  von  Xp  und  Y^  in  3f,  —  und  je  zwei 
entsprechende  Flächentheile  in  N  und  M  verhalten  sich  wie  eines 
der  Elementarrechtecke  in  iV  zu  einem  der  Elementarvierecke  in  M, 

§.  2.  Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  viel  von  den  Linien 
X,  X|,  ...,  y,  Y|,  ...  in  3f  willkürlich  gezogen  werden  können,  und 
wie  hiernach  die  übrigen  zu  bestimmen  sind,  damit  die  durch  die 
Kreuzung  der  beiden  Systeme  entstehenden  Vierecke  der  Forderung 
gemäss  einander  gleich  werden,  und  zu  den  rechteckigen  Elementen 
der  Ebene  N  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen.  Wir  wollen 
der  Antwort  hierauf  die  Betrachtung  einiger  speciellen  Falle  voran- 
gehen lassen. 

1)  Es  ist  klar,  dass  die  Forderung  gleicher  Elemente  in  M  er- 
füllt wird,  wenn  jedes  der  beiden  Systeme  X,  ...  und  Y,  ...  aus 
parallelen  Geraden  besteht,  die  in  gleichen  und  unendlich  kleinen 
Entfernungen  auf  einander  folgen.  Denn,  welchen  Winkel  auch  die 
Parallelen  des  einen  Systems  mit  denen  des  anderen  machen,  so 
wird  dann  immer  die  Ebene  in  einander  gleiche  und  ähnliche  Pa- 
rallelogramme zerlegt.  Auch  sieht  man  ohne  Schwierigkeit,  dass 
dann  je  drei  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  drei  ebenfalls  in  einer  Geraden  befindliche  Puncte  der  anderen 
entsprechen.  Mithin  ist  diese  Beziehung  der  beiden  Ebenen  die 
Affinität  im  engeren  Sinne  selbst. 

2)  Man  lasse,  wie  im  vorigen  Falle,  Y,  Ti,  ...  in  gleichen  Ab- 
ständen von  einander  entfernte  parallele  Gerade  sein;  X  aber  sei 
eine  willkürliche  Curve.  Denkt  man  sich  nun  diese  Curve  ohne 
Aenderung  ihrer  Gestalt  parallel  sich  fortbewegend,  so  dass  jeder 
ihrer  Puncte  eine  Parallele  mit  Y  beschreibt,  und  hält  man  von 
allen  den  verschiedenen  Lagen  der  Curve  eine  Reihe  solcher  fest, 
welche  in  unendlich  kleinen  und  gleichen  Entfernungen  von  ein- 
ander abstehen,  so  werden  dies  die  übrigen  Linien  Xi,  X2,  ...  sein. 
Denn    auch    auf  diese  Weise    wird    die  Ebene  in  einander  gleiche 


» 

N 


^«lieill,   Toa  deaea  ahn  box  diqeneta  i 
WgVtHl  du&rb  nnd.  «reiche  in  «Dn  uiul  deiselben  PanUele  mit 
TB 

TEo-bei  eot>prKh«n  d«)  den  Gnaden  r.  C, .  ...  die  Gmdea 
T,  Y,.  ..^  den  Gnrnden  T.  T,,  ...  die  Carren  X  A',.  ....  und  ebeaso. 
wie  nno  leicht  mbnnmmt  jedem  driRen  Sjneine  paraüeler  Gerwlen 
in  N  ein  9j»tem  einander  gleichet  und  ähnlicher  and  p*nllel  Le~ 
geader  Carren  ia  M,  to  dam  je  nrei  etoaoder  entsprechende  Ponete 
nrder  diner  Cnrven  in  einer  Pftrallele  mit   Y  und. 

3]  8et  X  eine  Gerade,  nnd  die  Pancte.  in  denen  sie  tob 
7,  T,,  ...  geachniiten  wird,  seien  gleich  weh  von  einander  ent&nis. 
Die  Linien  }'  Y^,  ...  aber  »eien  Gerade,  welche  sich  in  einem  Ton 
X  endlich  entfernten  Pimcte  D  echneiden,  3£an  äbersiehi  djtnn 
•of^eich,  daaa  die  Linie  A'i  eine  mit  X  parallde  Gerade  »ein  moM, 
indem  nur  nnier  dieser  Bedingung  die  xwischen  X  and  X^  enthaltenen 
Trapr^e  n'naader  gleich  «ein  können.  Aas  demselben  Grunde  müssen 
auch  A',  mit  A',,  A,  mit  X,,  u.  9.  w.  parallel,  also  X.  X,,  X,.  ... 
einander  parallele  Gerade  sein  und  zugleich  in  demselben  Vexhältniss 
einuuJer  näher  liefen,  in  welchem  sie  ron  D  weiter  abstehen,  da 
in  dem  almlichen  Terhaltuisse  die  tou  D  aiugeh enden  Linien 
y,  Y,.  ...  öch  desto  weiter  Ton  einander  entfernen.  Das  System 
der  Parallelen  X,  X,,  ...  ist  übrigens  nicht  bloBs  auf  die  eine  Seite 
de«  Pnnctes  IJ  beschnakt,  sondern  erstreckt  sich  auch  anf  die  andne 
Seile  von  />  dergMUilt,  dMs  JD  nrächen  allen  diesen  Parallelen  eine 
fjmmetiiscbe  Lage  haL 

Um  das  Gesetz,  nacB  welchem  hierbei  die  Puncte  beider  Ebenen 
M  und  N  auf  einander  zu  bezieben  sind,  näher  noch  kennen  zu 
lernen,  wollen  wir  zwei  sich  entsprechende  Vierecke,  tc  in  3f,  c  in  X", 
in's  Auge  fassen.  Von  dem  Viereck  w  seien  X  und  X,,  Y  und  y, 
die  zwei  Paar  gegenüberstehender  Seiten ;  also  T  und  T, .  U  und  U, 
die  zwei  Paar  g^en überstehender  Seiten  tob  c.  Während  nun  die 
Linien  X,  Y  und  Y,  fest  bleiben,  bewege  sich  die  Linie  X, ,  welche 
gleich  anfangs  dem  Puncte  D  näher  liege  als  X,  parallel  mit  X 
bleibend,  nach  Z>  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  zu.  Hiermit 
wächst  anfangs  der  Inhalt  von  w,  aber  immer  langsamer.  Von  dem 
Augenblicke  an  aber,  in  welchem  X,  durch  D  geht,  und  daher  das 
Viereck  w  zu  einem  Dreiecke  wird,  verwandelt  sich  die  Zunahme  in 
Abnahme,  da  gedachtes  Dreieck  bei  der  ferneren  Bewegung  von  X, 
ein  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  D  li^endes,  und  daher 
negativ  zu  nehmendes  Dreieck  als  Increment  erhält.  Hat  sich  X, 
auf  dieser  Seite  ebenso  weit  von  D  entfernt,  als  X  auf  der  anderen 
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von  D  liegt^  so  ist  w  gleich  0,  und  bei  noch  weiterer  Bewegung  von 
X,  wird  w  negativ. 

Damit  nun  diesen  Aenderungen  des  Inhaltes  von  w  proportionale 
Veränderungen  von  v  entsprechen ,  so  muss  die  Linie  2\ ,  welche 
parallel  sich  fortbewegend  mit  den  fest  bleibenden  Linien  T,  Z7,  U^ 
ein  Rechteck  t?  zu  bilden  fortfährt ,  von  T  sich  immer  langsamer 
entfernen,  bis  sie  in  eine  Lage  0  kommt,  welche  der  durch  D  gehen- 
den Lage  von  X^  entspricht;  sie  muss  hierauf  wieder  nach  T  zu- 
rückkehren, und  zuletzt  durch  T  auf  die  andere  Seite  von  T  sich 
wenden,  wobei  v  aus  dem  Positiven  durch  Null  in  das  Negative 
übergeht.     Hieraus  ziehen  wir  nun  die  Folgerungen: 

a)  dass  dem  Puncto  D  in  Jf,  in  welchem  sich  Y,  Yi,  ...  schnei^ 
den,  in  N  nicht  bloss  ein  Punct,  sondern  alle  in  einer  gewissen  mit  T 
parallelen  Geraden  0  enthaltenen  Puncte  entsprechen; 

b)  dass  nur  die  auf  der  einen  Seite  von  0  liegenden  Puncte  in  N 
entsprechende  Puncte  in  M  haben,  und 

c)  dass  jedem  dieser  Puncte  in  N  zwei  Puncte  in  M  entsprechen, 
ztcischen  toelchen  der  Punct  D  stets  in  der  Mitte  liegt, 

4)  Wir  wollen  wiederum  die  Linien  Y,  Y^,  Y^,  ...  gerade  sein 
und  sich  in  einem  Puncte  D  schneiden  lassen,  nächstdem  aber  an- 
nehmen, dass  die  unendlich  kleinen  Winkel,  welche  je  zwei  nächst- 
folgende bilden,  insgesammt  einander  gleich  sind.  Ist  dann  X  ein 
aus  D  als  Mittelpunct  beschriebener  Kreis,  so  erhellt  leicht,  dass 
die  übrigen  Linien  X^,  X,,  ...  mit  X  concentrische  Kreise  sein 
müssen,  und  dass  der  gegenseitige  Abstand  zweier  nächstfolgenden 
Kreise,  oder  der  Unterschied  ihrer  Halbmesser,  in  demselben  Ver- 
hältniss  abnehmen  muss,  in  welchem  die  Halbmesser  selbst  zunehmen. 
Den  Geraden  T,  T^,  ...  entsprechen  daher  jetzt  Kreise,  und  es  wird 
mithin  jedem  Puncte  in  M  eine  Reihe  unendlich  vieler  Puncte  in  N 
entsprechen,  die  sämmtlich  in  einer  Parallele  mit  T  und  in  gleich 
grossen  endlichen  Entfernungen  von  einander  liegen.  Eben  so  wie 
im  vorigen  Beispiele  wird  femer  auch  hier  dem  Puncte  D  jeder 
Punct  in  N  entsprechen,  der  in  einer  gewissen  Parallele  0  mit  T 
sich  befindet,  auch  werden  nur  den  auf  der  einen  Seite  von  0  lie- 
genden Puncten  in  N  Puncte  in  3/,  und  zwar  jedem  in  N  zwei  in 
M  entsprechen,  zwischen  denen  D  in  der  Mitte  ist. 

§.  3.  Seien  nunmehr,  um  den  ganz  allgemeinen  Fall  zu  be- 
trachten, y,  Yj,  y,,  ...  irgend  beliebige  Linien  imd  nur  folgenden 
zwei  aus  der  Natur  der  Sache  selbst  fliessenden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  unterworfen: 


tu  ijtm  b«  j«  <b«  nädistfalsradeii  Ciutco.  wie  T,  f, ,  Y^,  i^ 
AbvtitfHie  j«d«a  Elnneiiw«  äti  nüttleren  Linie  1'  tob  dm  oSrhst- 
UeRpüdm  Elemeoiea  dn  so  beiden  S«tm  hrfadtürhen  LiBien  ]' 
und  y\  QD^adlirb  nahe  hn  Verliiltats«e  der  Gleichbeft  zu  oautder 
■teben,  dsH  abo  diese  zwei  »cboa  an  neb  -ttnendlicb  kleiaea  AH- 
stinde  aar  tun  ein  oneBdllch  Kinnes  eiaer  hoberen  Ordaang  ron 
fnnuid«r  rcncbieden  «ind. 

DicMS  TOTsaageMrtzt .  »ei  X  eine  beliebtem  die  Linien  T,  T*,.  ... 
■toter  endlichen  Winkeln  acbneideDde  Linie,  und  es  kommt  ntm 
soaicbst  darauf  an.  der  ,\  oneodlich  nabe  eine  zweite  Linie  X,  m 
öAen.  dergestalt.  da»t  alle  die  nnendUcb  kleinen  Paiallelogmnme, 
in  welcbe  der  zwi»cfaeD  X  und  X,  gelegene  Streifen  dorch  die  T-inii-ti 
>',  y,,  Yf,  ...  zerlegt  wird,  einen  and  denfielben  gegebenen  Flächen- 
inhalt J"  haben.  Dieses  ist  aber  immer  möglich.  Denn  hetsten 
P'  Pf  Pf  -■■  ^  TheÜe.  in  welche  X  in  den  Durchschnitten  mit 
Y,  Y,.  ...  getheilt  wird,  nnd  j,  y,,  j,,  ...  die  zugehörigen  Breiten 
des  Streifen«,  ao  sind  pq.  />,?,.  p^q^^  --■  jene  ParaUdogratnme  ihrem 
Inhalte  narfa,  und  e»  sollen  daher  pq  =/>,?,  ^  ...  ^_f  sein.  Es 
muM  folglich  die  Rreite  des  Streifen?  in  demselben  Terbältnisse  zu- 
wler  abnahmen,  in  welchem  die  Theüe  p,  p,.  ...  ab-  oder  zunehmen, 
iiiid  da  sich  diese  Theile  der  Voraussetzung  fi}  zufolge  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  ändern,  so  wird  auch  die  Breite  stetig  wachsen 
oder  kleiner  werden,  und  folglich  die  Linie  X,,  eben  so  wie  X.  eine 
stetige  sein.  Die  Breite  des  Streifens  an  einer  bestimmten  Stelle, 
z.  B.  beim  Elemente  p,  ist/  :  p. 

Auf  gleiche  Webe  lässt  sich  eine  auf  X  und  X,  folgende  und 
der  X,  unendlich  nahe  dritte  Linie  X,  ziehen,  so  dass  der  von  X, 
und  X,  begrenzte  Streifen  durch  Y,  Y,,  ...  in  einander  und  dem / 
gleiche  Parallelogramme  gelheilt  wird.  Unter  derselben  Bedingung 
kann  man  femer  auf  X,  eine  vierte  Linie  Xj,  eine  fünfte  X, ,  u.  s.  w. 
in's  Unendliche,  folgen  lassen. 

Hiermit  ist  nun ,  ^vie  gefordert  wurde ,  die  Ebene  ^f  durch  die 
zwei  Systeme  von  Linien  X,  X,,  ...  und  Y,  Y,.  ...  in  Elemente  von 
einer  und  derselben  Grösse  zerlegt.  Dabei  konnte  das  eine  dieser 
Systeme  Y,  Y,,  ...,  bis  auf  die  unter  a)  und  b)  bemerkten  Bedin- 
gungen, ganz  willkürlich,  und  gleichergestalt  eine  der  Curren  des 
anderen  Systems  X  willkürlich  angenommen  werden.  Hiermit  aber 
und   mit  dem  gegebenen    constanten   Inhalte    des  Fläch enelementes 
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waren   alle  übrigen  Linien   Xj,  X,,  ...   des   anderen  Systems   voll- 
kommen bestimmt. 

§.  4.  Denselben  Gegenstand  wollen  wir  nun  mit  Hülfe  der 
Analysis  untersuchen.  Seien  x,  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
eines  Punctes  der  Ebene  Jkf,  und  ty  u  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten des  ihm  in  der  Ebene  N  nach  irgend  einem  Gesetz  entspre- 
chenden Punctes,  so  sind  t  und  u  als  gewisse  Functionen  von  Xj  y  zu 
betrachten,  und  es  ist  demnach,  wenn  wir  hier,  und  ähnlicher  Weise 

in  dem  Folgenden ,  die  partiellen  Differenzen  ^ ,  -i- ,  ^ ,  -j- 
der  Kürze  willen  mit  ^^,  ty,  w^,  Uy  bezeichnen: 

1)  dt  =  tj;dx  +  tydy, 

2)  du  =  Ujjdx  '\'  Uydy, 

So  wie  daher  dem  Puncte  {Xj  y)  der  Punct  (tj  «),  so  entspricht  dem 
Puncte 

(x  +  dx,    y  +  dy)   der  Punct   (t+ tj,dx  + iydy,   u  +  u^dx  +  Uydy), 

folglich  dem  Puncte  (X'\'dxj  y)  der  Punct  (t+t^dx,  u  +  Uj,dx) 
und  -  -        i^j  y  +  dy)     -         -       (t  +  tydy^  u  +  Uydy), 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Elementardreiecks  in  der  Ebene  J/, 
welches  die  Puncte  (x,  y),  {x  +  dxj  y),  {x,  y  +  dy)  zu  Ecken  hat, 
=  \  dxdy,  und  der  Inhalt  des  von  den  entsprechenden  Puncten  in 
N  gebildeten  Dreiecks 

=  \{t^Uy  —  tyU^)dxdy, 

Sollen  demnach,  unserer  Aufgabe  gemäss,  je  zwei  sich  entsprechende 
Flächenelemente  der  Ebenen  M  und  N  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse =:  1  :  ;n  zu  einander  stehen,  so  hat  man  die  Fundamental- 
gleichung zwischen  partiellen  Differenzen: 

I)  ta,Uy  —  tyU^^m, 

woraus  sich  alle  im  Vorigen  enthaltenen  Resultate  werden  herleiten 

lassen.     Doch  wollen  wir  zuvor  auf  eine  aus  dieser  Gleichung  sich 

leicht  ergebende,  aber  vielleicht  nicht  ganz  uninteressante,  analytische 

Folgerung  aufmerksam  machen. 

Da  nämlich  nach  Festsetzung  der  Gleichung  I)  auch  umgekehrt 

jedes  Element  in  N  sich    zu  dem  entsprechenden  Elemente   in  M 

1 
wie  —  :  1  verhält,  so  muss,  indem  man  x  und  y  als  Functionen  von 
m 

tj  u  betrachtet,  und  hiernach: 

3)  dx  =  x^di  +  x^du, 


X  tmd  f  fir  AndlMiMai  mm  (.  u  läm  wnga»,  ««  «rf  immer: 

Bern   uuhrtüch   dörfie   neb   diese   Fonnd    folgendeigeRalt   am 
cin&cluteti  hrwosen  Ibtti      Atu  I:  nnd  3   folt^: 
u^dt  —  t^du  =  [t^n^—tyu^.dx. 
Hioia  miuBPQ  neb.  weil  dl  aod  (Jn   von  etiuoder  aBablüa^eie  hb^ 
die  Coeffici^Dteo  von  dt.  du.  dz  eben  »o  ru  eiiuuidei  Terfaslien.  wie 
in  3)  ond  es  üt  daher 

U',-',: — i 

Von  der  aodenüi  Snte  flieiet  siu  3)  and  4V 

y^rfa-  —  ^,rfy  =  |j-,y,  —  ^.y,)  (// 
und  da  dieee  Gleichung  mit  I)  identisch  sein  mnas,  60  hu  tum 


*(?«—*«?(  =  — T^i 
folglich  u.  a.  w. 

Auf  gleiche  Art  kann  man  weiter  schliessen,  dass.  wenn  r  und 
K  ii^end  welche  Functionen  von  t,  u.  also  auch  tob  x.  y  sind,  und 
man  wie  vorhin 

du  ^  u^dx -\-Uydy. 
dw  =  Kl  dt  4- w^ifw. 
dy  =l/^dv  +  t/^dtc. 


mm,  m,  ^  1 
ist.     Denn  betrachtet  man  x  und  y,   t  und  u,   o  und  w    als   recht- 
winkelige Coordinaten  dreier    in    drei    Ebenen    sich    entsprechender 
Puncte,  und  sind  e,  e, ,  e,  drei  sich  einander  entsprechende  Flächen- 


\d,= 

6)    ldt:  = 
[dx- 
und  überdie» 

t^dz^rtydy, 
Vfdt  +  c„du, 
x^dt  -f-  z^dto 

.ettt, 

6)          <x», 
dass  alsdann 

—  tyUj,  =  m, 
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elemente  der  Ebenen,  so  verhält  sich: 

folglich  u.  s.  w.*). 

Dass  analoge  Relationen  auch  bei  vier  und  mehreren  Paaren 
veränderlicher  Grrössen ,  deren  jedes  von  jedem  der  übrigen  auf  be- 
liebige Weise  abhängig  ist,  stattfinden  müssen,  erhellt  auf  diesem 
geometrischen  Wege  von  selbst. 

§.5.  Unsere  Aufgabe  besteht  nunmehr  darin,  für  t  und  u 
solche  Functionen  von  Xj  y  za  finden,  welche  der  Gleichung 

I)  t^Uy  —  tx^y  =  fn, 

wo  m  eine  gegebene  Constante  ist,  Genüge  leisten.  Weil  aus  einer 
Differentialgleichung  sich  nur  eine  Function  bestimmen  lässt,  so 
kann  die  eine  der  Functionen  t  und  Uj  es  sei  ty  nach  Willkür  an- 
genommen werden,  (d.  h.  die  Linien  Y,  Y^f  ...  in  der  Ebene  M 
können  beliebige  sein,  §.  3),  und  die  andere  u  ist  dann  durch  In- 
tegration von  I)  herzuleiten.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  die  Glei- 
chung I)  auf  eine  hierzu  noch  passendere  Form  zu  bringen  suchen. 


*)  Will  man  sich  hiervon  analytisch  überzeugen,  so  combinire  man  die 
6  Gleichungen  5)  dergestalt,  dass  man  in  den  swei  letzten  derselben,  welche  dx 
und  dy  durch  dv  und  dto  ausdrücken,  dv  und  dto  mittelst  der  zwei  vorhergehen- 
den Gleichungen  durch  dt  und  du  ausdrückt,  und  sodann  tiii  dt  und  du  ihre 
Werthe  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  substituirt.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
zwei  Gleichungen,  jede  zwischen  dx  und  dy,  deren  vier  Coefficienten  insgesammt 
Null  sein  müssen,  weU  dx  und  dy  von  einander  unabhängig  sind.  Die  Null- 
setzung dieser  Coefficienten  giebt,  wenn  man  noch  der  Kürze  wiUen 

-  l^v^t  +^wUft  «=  ^9      Vv^t  +ywf^t  —  y, 

^  [i^v  »ti +«»«'«  =  -^»      t/vt^u + y»  «»ti  =  y' 

setzt,   folgende  vier  zwischen  den  partiellen  Differenzen  in  5)  bestehenden  Rela- 
tionen 

t^X  4-  u^X'  =  1 ,        t^r-hUyY'^  1 , 

Hieraus  fiiessen,  mit  Rücksicht  auf  6),  die  vier  Gleichungen: 

mX*=BUy,  mY  9s — Ux, 

mX'^-'ty,       mY'^tx, 
und  hieraus  folgt: 

8)  m(jrr'--x'y)  «1. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  7)  ergiebt  sich  aber: 

x„mi  =  w^X — lOtX't     y^m^  =  tr„F — WtY\    — tOum^  ^y^X'-^x^,  Y'; 

und  wenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  x^  und  y^  eliminirt : 

mimt^XY''-'X'Y, 
folglich  wegen  8) : 

tnfnitn^  =  1. 


Au  d«r  Glddnn^  ■  ^/i*,  j4   lumii  buq  öefa  y  iiiiiliiii  der 

Glncfaiing  ( =  f{x,  y)  ptnatnirt   denkFO.      Hkidiizcli   viid    w   esne 
FiiDrtWD  Ton  t,  X,  und  e>  tvt  «bdum: 

du  =  Ufdi  +  «^.rfj:  =  «,  (/,rfi  +  t,Jf}  +  «,rffc 
Bei  dieser  Aaiicht  hat  nun  daher  vtan  der  vorig«!  m^  and  i^,   wo 
«  gendexu  kl*  Fnaction  vtnt  x,  y  hetnchlc-t  wmde.   resp.  Kf/f -t-a^ 
(md  «1  f^  lu  Mtzen,  und  die  Gleicbong  I)  lieht  rieh  nach  SabBtinttiim 
dieaer  Aiudräcke  i 


Itienia»  folgt  aber 


,     _         mdx 


und    ea    kommt,    wrnn    man,    mittelst   der   Gleichnng   t  ^  F(t.  y), 
ty   als  Function   tos   x,   t  ausdrückt,    und  sodann  integriit,    indem 

/'dx 


i'dx 


und  tft  eine  wülkürliche  Ponction  von  t  ist.  Substitoizt  man  dann 
in  Q  und  tfifäit  seinen  Wertb  Fix,  ji],  so  hat  man,  nie  veriai^ 
i«^rde,  u  als  Function  von  x  und  y  gefunden. 

Die  trillkürUchc  Function  ^t  kann  in  Uebereinstinimung  mit 
§.  3  stets  t-o  bestimmt  werden,  da£s  der  .^e  der  (  oder  irgend  einer 
mit  ihr  gezogenen  Parallele,  deren  Gleichung  u^  e  ist,  irgend  eine 
gegebene  Curre  in  der  Ebene  M  entspricht,  d.  h.  dass  die  Gleichung 
e  =  Q  +  fpt  iigend  eine  gegebene  Gleichung  /,  [x,  y)  =  0  zwischen 
X  und  y  ist.  Man  hat  deshalb  nur  x  und  y  aus  Q  mittelst  der 
Gleichungen  /i(x,  y)  =  0  und  t  =  F{z,  y)  zu  eliminiren,  und  auf 
diese  Weise  Q  als  eine  Function  von  t  auszudrücken.  Denn  man 
erhält  somit  tpt  ^  e  —  Q  als  eine  bekannte  Function  von  t. 


§.  6.  Dass  die  willkürliche  Function,  welche  zu  dem  particu- 
lären  Werth  Q  von  u  hinzutritt,  eine  Function  von  F{x,  y)  oder  i 
sein  rnuBs,  lässt  sich  folgendei^eBtalt  auch  geometrisch  einsehen. 
Man  denke  sich  wiederum  das  in  §.  1  bescbriebcne,  von  den  zwei 
Systemen  T' ,  T,  ...  und  U,  V,  ...  gebildete  Netz,  wodurch  die 
Ebene  JV  in  einander  gleiche  rechteckige  Elemente  zerlegt  wird;  die 
Linien  T,  ...  seien  mit  der  Axe  der  /,  und  U,  ...  mit  der  Axe  der 
u  parallel.  Seien  femer  P  und  Q  zwei  solche  Functionen  von  x,  y, 
dass  sie  resp.  gleich  t  und  u  gesetzt,  eine  affine  Beziehung  zwischen 
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den  Ebenen  M  und  N  hervorbringen ,  dass  also ,  wenn  u  =  i  und 
^  =  a  die  Gleichungen  sind,  welche  irgend  einer  der  Geraden  T,  . . . 
und  irgend  einer  der  Geraden  Z7,  ...  zukommen,  in  der  Ebene  M 
die  entsprechenden  Linien  der  Systeme  X,  ...  und  F,  ...  die  Glei- 
chungen Q  =  i  und  P^=  a  haben. 

Die  Gleichheit  der  Elemente  in  N  wird  nun  nicht  aufgehoben, 
und  ihre  Grösse  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  die  Geraden  Z7,  ...  un- 
verändert lassen,  dagegen  die  Geraden  T,  ...  in  beliebige  einander 
gleiche  und  parallel  liegende  Curven  verwandeln,  so  dass  die  zwi- 
schen je  zwei  dieser  Curven  fallenden  Theile  von  Z7,  Z7|,  ...  noch 
von  derselben  Grösse  sind,  als  vorher,  wo  T,  ...  Gerade  waren 
(vergl.  §.  2,  2).  Es  werden  folglich  M  und  N  in  affiner  Beziehung 
und  nach  demselben  Verhältnisse  1  :  m  auch  dann  noch  zu  einander 
stehen,  wenn  wir  die  Linien  Y,  Yj ,  ...  den  Geraden  Z7,  ...  und  die 
Linien  X,  ...  den  nunmehrigen  Curven  T,  ...  entsprechend  setzen. 

Sei  nun  u  —  y^  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche  die 
Axe  der  t  übergegangen  ist,  also  u  —  q>t=b  die  Gleichung  der 
Curve,  in  welche  sich  irgend  eine  andere  Gerade  des  Systemes 
Ty  . . . ,  deren  Gleichung  u  =  b  war,  verwandelt  hat.  Dieser  Geraden, 
und  also  auch  der  nunmehrigen  Curve,  entspricht  aber  in  M  die 
Curve,  deren  Gleichung  Q  =  b  ist;  und  da  dieses  für  jeden  belie- 
bigen Werth  der  Constante  b  gilt,  so  hat  man  jetzt  u  —  9)^=  Q 
statt  der  vorigen  Gleichung  «  =  Q.  Die  Gleichung  t  =  P  dag^en 
bleibt  ungeändert,  da  die  Geraden  Z7,  ...  nach  wie  vor  den  Curven 
y,  ...  entsprechen  sollen. 

Ist  daher  durch  die  Gleichungen  ^  =  P  und  u=  Q  eine  affine 
Beziehung  zwischen  M  und  N  festgestellt,  so  bleibt  eine  solche  Be- 
ziehung, und  das  constante  Verhältniss  zwischen  entsprechenden 
Flächentheilen  ist  noch  dasselbe,  wenn  man  t  =  P  und 

u=  Q  +  <pt=Q-\'q)P 

setzt. 

§.  7.     Wir    wollen   jetzt   die    in    §.    5    entwickelte    analytische 

Methode  an  den  in  §.  2  aufgestellten  Beispielen  erläutern  und  daher 

erstens 

t  =z  ax  +  by  -}-  c 

setzen,  so  dass  der  Axe  der  u  und  den  ihr  parallelen  Geraden  ein 
System  von  Parallelen  in  M  entspricht,  und  dass  der  Abstand  je 
zweier  der  ersteren  Parallelen  von  einander  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  letzteren  Parallelen  proportional  ist.  Denn 
für  t  =  t'  und  t  =  f  schneiden  die  entsprechenden  Parallelen  in  M 
die  Axe  dier  x  in  Puncten,   welche   vom  Anfangspuncte  der  x  uni 
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y/  =  «+  - 


Werde  nan  verlang,  die  Function  ^  so  sn  bestimmen,  dam  Rr 
B  ^  e  die  erhaltene  Gleichung  in  a,x  -i-  b^y-^-c,  =0  iibeigelie,  daas 
a]«o  einer  gewigaen  Pmallele  mit  der  Axe  der  /  eine  gegebene  Ge- 
rade in  3t  enUpreche.  Die  Elimination  von  y  aus  der  Gleichoog 
für  diese  Gerade  und  aus  der  Gleichung  (lii  t  giebt 
_  b,t  —  cb,+c^b 

und  damit 

in(6,<— c^, +c,*). 
*(«*,  —  a,*)       ' 

und  es  wird  die  Gleichung  für  u,  wenn  man  in  der  nun  gefundenen 
Function  ^  fiir  t  seinen  gegebenen  Werth  setzt,  nach  gehöriger 
Beduction: 

{o6,-fl,6)(«-e}  =  M(a.a:-|-i,y-|-f.). 
Bestimmt  matt  daher  a,  tind  6,  so,  dass  ab,  — a,d  =:  tn,  so  wird: 

u  ^  o,«  +  Ä,  y  +  c, , 
wo  c,  gleich  dem  vorigen  c,  +  e,  oder,  was  dasselbe  sagt:    Bei  den 
Gleichungen : 

t  ^  ax-\-bi/-\-  c,  u  ^  a^z  +  Ä,  y  +  c, 
verhält  sich  jedes  Element  der  Ebene  M  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  der  Ebene  JV  wie  1  zu  ab^  —  a,b,  was  auch  auf  elemen- 
tarem Wege  leicht  erkannt  wird.  Es  sind  dies  die  beiden  Grund- 
fonneln  für  die  Affinität  in  engerem  Sinne  zwischen  ebenen  Figuren. 
Sei  zweitens 


die   für  t  g^ebene  Function   von  x,  y,  so   dass  jeder  mit  der  Axe 
der  u  parallelen  Geraden,  t  ^  f,   eine   durch  den  Anfangspunct  der 

X,  y  gehende  Gerade  (  =  —  entspricht,   und  zwar  dergestalt,   dass. 


"«         J 
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wenn  erstere  Gerade  parallel  mit  sich  *  und  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit fortbewegt  wird,  letztere  sich  um  den  Anfangspunct 
dreht;  und  ihr  Durchschnitt  mit  einer  der  Axe  der  z  parallelen 
Linie  gleichförmig  in  dieser  Linie  fortrückt  (denn  wird  y  constant 
genommen,  so  wächst  x  proportional  mit  1f).    Aus  a)  folgt  nun 

ax i^ 

y  y*  ax 

nach  Elimination  von  y,  mithin 

^  faXj  max^       my* 


und 


In  Uebereinstimmung  mit  §.  2,  3  werde  nun  die  Function  (p  so 
bestimmt,  dass  der  Parallele  mit  der  Axe  der  t^  u  =  e,  die  Parallele 
mit  der  Axe  der  x^  y  =  b  entspreche.  Mit  diesen  Werthen  von  u 
und  y  wird 


lind  daher 


oder  geradezu 


«  — c  =  ^(y«  — J»), 


ß)  «  =  f„  y\ 

wenn  man  der  Axe  der  t  die  Axe  der  x  entsprechend  setzt.  Ist  als- 
dann a  positiv,  so  gehören  zu  jedem  positiven  u  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  y,  für  ein  negatives  u  wird  y  imaginär;  d.  h.  bloss 
die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  t  liegenden  Puncte  haben 
entsprechende  in  Jkf,  und  zwar  entsprechen  jedem  der  ersteren  zwei 
der  letzteren,  die  wegen  a)  den  Anfangspunct  der  x,  y  in  der  Mitte 
haben.  Alles  eben  so,  wie  wir  es  in  §.  2  bereits  bemerkt  haben. 

Aus  a)  und  ß)  in  Verbindung  folgt  noch  tu  =  ^mxy.  Einer 
Hyperbel  in  iV,  welche  die  Axen  der  t  und  u  zu  Asymptoten  hat, 
oder  vielmehr  der  Hälfte  dieser  Hyperbel,  welche  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  der  t  liegt,  entspricht  demnach  eine  vollständige  Hy- 
perbel in  M  zwischen  den  Axen  der  x  und  y  als  Asymptoten.  Da- 
bei verhält  sich  die  Potenz  der  letzteren  Hyperbel  zur  Potenz  der 
ersteren,  wie  1  :  ^m. 

Entspreche  drittens,  wie  im  vorigen  Beispiele,  jeder  Parallele 
mit  der  Axe  der  u  eine  durch  den  Anfangspunct  der  x^  y  gehende 
Gerade,  sei  aber  der  Winkel  der  letzteren  mit  der  Axe  der  y  pro- 

34» 
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Möge  nun  der  Axe  der  t  ein  ans  dem  Anfangspimcte  der  x,  y 
mit  b  als  Ilftlbmßsger  beschriebener  Kieis  entsprechen,  so  daas  u  =  (i 
tmd  z*  -i-y*  =  i'  Gleichungen  entsprechender  Linien  sind.  Dies 
giobt 

»  =  !;''+'"• 

und  somit 

Ea  entspricht  daher  bei  dieser  Annahme,  und  wie  wir  in  §■  2,  4 
schon  voraus  sahen,  auch  jeder  Parallele  mit  der  Axe  der  t  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpnnct  der  Anfangepunct  der  z,  y  ist;  auch  wird 
man  die  übrigen  dort  bemerkten  Eigenschaften  durch  die  hiesigen 
Fonneln  bestätigt  finden. 

Soll  der  Axe  der  t  eine  Parallele  mit  der  Axe  der  x,  also  der 
Geraden  «  =  0  ebenfalls  eine  Gerade  y  =  6  entsprechen,  so  hat 
man  erstlich  zufolge  der  Gleichungen  für  t  und  u,  wenn  man  darin 
für  u  und  y  resp.  0  und  i  setzt,   und  hierauf  x  aus  ihnen  eliminirt, 

'^  2a     \       af  2a  y*       ' 

mithin 

m  y*  —  i* ,  ,   ,     ,, 

wonach  also  jede  Parallele  mit  der  Axe  der  t  eine  Linie  der  vierten 
Ordnung  in  M  zur  entsprechenden  bat. 

§.  8.  Noch  allgemeiner,  als  im  Bisherigen,  können  Aufgaben 
dieser  Art  gestellt  werden,  wenn  man  nicht  geradezu  den  mit  der 
Axe  der  u  parallelen  Geraden,  sondern  einem  g^ebenen  Systeme 
von  Linien  in  N  überhaupt,  wie  es  in  §.  !t  beschrieben  worden,  ein 
dergleichen  System  in  M  entsprechend   setzt.     Sei  das  System  in  JV 
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durch  die  Gleichung  F(tj  u)  =  c  ausgedrückt,  wo  c  für  eine  und 
dieselbe  Linie  des  Systemes  constant  und  von  einer  Linie  zur  an« 
deren  veränderlich  ist.  Die  jedem  bestimmten  Werthe  von  Cj  also 
jeder  bestimmten  Linie  des  Systems  in  iV,  entsprechende  Linie  in  M 
wird  eine  Gleichung  haben,  die  zwischen  x^  y  und  c  besteht,  und 
welcher  man  daher  die  Form  /{z,  y)  =  <?  geben  kann.  Man  wird 
folglich  die  gegebene  Relation  zwischen  M  und  N  durch  eine  Glei- 
chung wie 

1)  p  =  q 

ausdrucken  können,  wo  p  üüd  q  gegebene  Functionen,  erstere  von 
Xj  f/,  letztere  von  ty  u  sind;  und  es  kommt  nuü  darauf  an,  eine 
zweite  Gleichung  zwischen  x,  y  t,  u  tti  flndeü.  Welche  in  Verbin- 
dung mit  der  ersteren  t  und  u  als  solche  Functionen  von  x,  y  g^ebt, 
die  der  Fundamentalgleichung  I)  Genüge  leisten. 

In  dieser  Absicht  differentüre  mctn  1)  nach  den  von  einander 
unabhängige^  Yariabeln  x  und  y,  und  mth  erhalt  die  zwei  Glei- 
chungen : 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  I):  ^ 

2)  Px^y—Py^x  =  ^it' 

Da  nun  p  sowohl  als  u  eine  Function  von  a;,  y  ist,   so  kann  u 

auch  als  eine  Function  von  x  und  p  angesehen  werden;  und  man  hat 

alsdann,  ähnlicher  Weise  wie  in  §.  5,  für  u^  und  Uy  resp.  %  +  ^pPx 

und  UpPy  zu  setzen.     Hiermit  aber  verwandelt  sich  die  Gleichung  2) 

in  die  einfachere: 

—PyU^  =  fnqt, 
mithin 

_  u^dx  ^  mdx 

9t  Py     ' 

Die  partiellen  Differenzen  py  und  qi ,  welche  ebenso  wie  p  und  q 
ursprünglich  Functionen,  erstere  von  Xy  y,  letztere  von  tj  w,  sind, 
drücke  man  nun  mittelst  der  gegebenen  Gleichungen  für  p  und  q 
resp.  als  Functionen  von  x,  p  und  w,  y,  oder  u,  p,  wegen  p  =  q,  aus. 
Hierdurch  und  weil  jetzt  u^  als  Function  von  Xj  p  anzusehen  ist, 
wird  die  Differentia^leichung  3),  indem  man  p  als  constant  be- 
trachtet, integrirbar,  und  es  kommt: 


..  rdu  rdx    , 

^    9t  ^   Py 


Ueber  du«  sQ^emriaere  Art 
!  Gleichang  von  der  Form: 

ae  tiekaiinte  und  ^  eine  willkürliche  Fimctioa  ist.  und  worin 
man  nur  noch  fnr  p  eeinea  Ausdruck  durch  t  und  y  zu  seoeo  hat, 
um  u,  wiff  verUngt  wird,  durch  z  and  y  ausgedruckt  daixost^lleii. 
Die  willkürliche  Function  y  kann  hier,  und  so  auch  schon  im 
Ohigen  i'§.  ä),  überhaupt  dadurch  bestinunt  werden,  dass  ii^nd  einer 
gegebeoen  Linie  y  ^  f^  i»  ^^  eine  gegebene  Linie  _/",(  in  W  ent- 
sprechen soll,  vorausgesetzt,  dass  diese  Linien  nicht  mit  in  den  an- 
fänglich gi^ebeneu  zwei  Systemen  sich  entsprechender  Linien  be~ 
(griffen  sind.  Denn  eliminirt  man  mit  diesen  Gleichungen  y  und  w 
suft  p,  ([,  und  aus  der  durch  Integration  gefundenen  Gleichung  4), 
so  kommt: 

p  =:  F,x,     q^p^  F^t,     qip  ^  F,{t,  X,  p), 
und  wenn  man  mittelst  der  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  x  und  l 
HUH  der  dritten  wegschafft,  so  eigiebt  sich  <fp  gleich  einer  bekannten 
Function  von  p. 

§.  9.  Zu  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Integral- 
formel  4)  kann  man  auch,  ohne  zu  der  Fundamentalgleichung  I) 
•  zurückzukehren,  unmittelbar  durch  die  einfachere  Formel  in  §.  5  g^ 
langen.  Sei  wiederum  p  =  q  die  gegebene  Gleichung  zwischen  zwei 
Systemen  entsprechender  Linien  in  M  und  N.  Man  denke  sich  eine 
dritte  Ebene  O  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  r,  w  hinzu, 
welche  zu  den  Ebenen  M  und  N  in  ai&ier  Beziehung  stehe,  und 
zwar  deigestalt,  dass  je  zwei  sich  entsprechenden  Functen  (x,  y)  und 
((,  u)  in  M  und  N  ein  und  derselbe  Punct  (r,  w)  in  O,  also  auch  je 
zwei  sich  entsprechenden  Linien  in  M  und  N,  wie  p  ^  a  und  q  ^  a, 
eine  und  dieselbe  Linie  in  0  entspricht.  Sei  r  ^  a ,  also  eine 
Parallele  mit  der  Axe  der  w,  diese  Linie  in  0,  welche  den  Linien 
p^a,  q^a  und  zwar  fiir  jeden  beliebigen  Werth  von  a  ent- 
spreche. Hiemach  ist  r  ^p  und  c  =  q,  und  die  eine  Coordinate  v 
in  O  ist  somit  riicksichtlich  der  Ebene  M  als  Function  von  x,  y 
und  rücksichtlich  der  N  als  Function  von  t,  u  gegeben.  Setzen  wir 
nun  noch  fest,  dass  jedes  Element  in  O  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  in  M  wie  n:  \,  und  folglich  zu  dem  entsprechenden  in  N 
wie  n  :  m  sich  verhalten  soll,  so  können  wir  nach  §.  5  auch  die 
andere  Coordinate  w  als  Function,  das  einemal  von  x,  y,  das  andere- 
mal  von  t,  u  finden,  nämlich: 


■1  p. 


1  "  c<" 


+  1 
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Hieraus  folgt  aber: 

/dt  fdx        m ,  . 

weil  p  =  q.  In  dieser  Formel  ist  vor  der  Integration  py  durch 
p  und  X,  q^  durch  q  und  t  auszudrücken,  beim  Integriren  selbst 
p  =  q  constant  zu  nehmen,  und  nachher  statt  p  und  q  die  für  p 
gegebene  Function  von  x  und  y  zu  setzen,  und  man  bekommt  somit 
zunächst  t  als  Function  von  x,  y. 

Die  Formel  4)  des  vorigen  §.  lehrte  uns  die  Function  kennen, 
welche  u  von  x^  y  ist.  Indessen  lässt  sich  die  eine  Formel  leicht 
auf  die  andere  reduciren;  denn  weil  man  q  beim  Integriren  als  eine 
Constante  anzusehen  hat,  so  ist 

qtdt  +  q^du  =  0, 
und  daher 


/dt_ fdu 


woraus    die    Identität    beider    Formeln    hervorgeht.      Aus    gleichem 

/dx 
—    mit 

d  ^"^ 

—  /  —  vertauschen. 

J  Px 


§.  10.     Um  auch  zu  der  jetzt  behandelten  allgemeineren  Auf- 
gabe ein  Beispiel  hinzuzufügen,  möge: 

a)  2inxy  =  ^  —  u^ 

die  gegebene  Gleichung  sein,  wonach  also  Hyperbeln  in  J!f,  welche 
die  Coordinatenaxen  zu  Asymptoten  haben,  gleichseitige  Hyperbeln, 
deren  Hauptaxen  in  die  Coordinatenaxen  fallen,  in  N  entsprechen. 
Es  ist  demnach: 

p  =  2mxyj     q  =  i^  —  «*, 
mithin: 


=  2mx,     q^  =  2t=2yq  +  u\     y^  =  —  2«  =  —  2V^*  — y, 
J  Py  J    qi 

/f^=-iiog(<+y?"=^  =  -iiog(^+t/), 


636 


IM««aa 


e  Art 


imd  dsher.  mag  tun  die  Formel  de«  $.  H  oder  dea  $.  9  anwenden: 

Zur  ßeHtimmung  der  Function  qp  >etae  man.  dae»  du  Gemden 
y  =:  UT  in  J/  die  Gerade  u  =  bt  ia  N  entspreche.     Hiermit  wird: 

p  =  tmai!',     q  =  {\—b')e,     ^p  =  {\-^b]xt, 
alao,  wefl  ;  =p,  

'^'^        Um«'   1—» 
Di«iM;D  W«nli   voa    f/»   io  ^   mbstituin  und   2fn7y  für  p  gesetzt. 

and  hieraus  in  Vetbindong  mit  a) 

zwei  GlAicbungeD  des  eraten  Grade«  zwischen  x,  y.  f,  u,  so  dasa  bei 
Akt  genachten  Bestimmiuig  von  tp  zwischen  beiden  Ebenen  Aflinitst 
im  engeren  Sinne  ntattfindet. 

§.11.  Wir  wollen  nunmehr  die  Afßnität  räiunlichet  Figuren, 
und  zwar  ai^leich  auf  analytische  Weise,  in  Untersuchung  ziehen. 
Sr-icn  X,  y,  z  die  rechtwinkeligen  Cwordinaten  eines  Punctes  im 
Baume  M,  und  t,  u,  v  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punctes  im  Räume  JV,  also  jede  der  drei  letzteren  eine 
gewisse  Function  der  drei  ersteren,  und  umgekehrt.  Es  entspricht 
demnach  dem  Punete 

{x,  y,  z)  der  Pimct  [t,  u,  o), 

[x  +  dx,  y,  z)  -        -      (( +  t^dx,  u  ■+■  u^dx,  e  +  c^rf^) , 

(x,  y  +  dy,  z)  -        -       (i  +  tydy,  u  +  Uyäy,  v  +  Vydy), 

{x,  y,  z  +  dz)  -        -      {t-^tjdz,  u  +  u^dz,  v  +  v^dz). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  von  den  vier  Puncten  in  M  gebildeten  Tetra- 
eders ^=  ^dx  dy  dz,  und  der  Inhalt  des  Tetraeders,  dessen  Ecken 
die  4  entsprechenden  Punete  in  iV"  sind, 

=  idxdydz[vjtyu^~  t^Uy)  +v^(t^u^  —  t^u^)  -{-v,{tj:Uy  —  tyuj]. 
Sollen  daher  die  Punete  beider  Bäume  sich  dergestalt  entsprechen, 
dass  je   zwei  eich   entsprechende  räumliche  Elemente  in  M  und  S 
in  dem  constanten  Verhältnisse  1  :  m  stehen,  so  ist  die  Bedingungs- 
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gleichung,  also  die  Fundamentalgleichung  für  die  Affinität  räum- 
licher Figuren: 

Man  kann  hier  ähnlicher  Weise,  wie  oben  (§.  4),  die  Bemerkung 
machen/  dass  unter  der  Voraussetzung:  ein  Element  in  M  verhalte 
sich  zu  dem  entsprechenden  in  N  wie  1  :  m,  ein  Element  in  N  zu 

dem  entsprechenden  in  Jlf  in  dem  Verhältnisse  1  :  —  stehen  müsse, 

dass  daher,  indem  x,  y,  z,  als  Functionen  von  ty  u,  v  betrachtet: 

und  folglich  immer 

[Va,{tyU^  —  tgUy)  +  ...]  [zt[x^y^  —  x^y^  +  ...]=  1 

sein  müsse,  wie  auch  t,  u,  v  von  x,  y,  z  abhängig  sein  mögen. 

Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  auch  den  analytischen  Beweis 
dieser  Formel  herzusetzen,  da  sich  dabei  einige,  vielleicht  auch 
anderswo  brauchbare,  Relationen  zwischen  den  hier  in  Rechnung 
kommenden  partiellen  Differenzen  offenbaren. 

Man  setze  den  ersten  Factor  auf  der  linken  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung  wie  vorhin  gleich  m,  und  den  zweiten  Factor 
gleich  m^.    Nun  ist: 

dt  =  txdx  4-  tydy  4-  t^dzj  dx  =  Xidt  +  x^du  +  x^dv^ 
du  =  u^dx  +  Uydy  +  u^dz,  dy  =  yidt  +  y^du  +  y^dv, 
dv  =  Vj.dx  4-  ^ydy  4-  v^dz,      dz  =  z^dt  +  z^du  +  z^dv. 

Aus  den  drei  Gleichungen  linker  Hand  folgt  aber  nach  Elimination 
von  dy  und  dz: 

mdx  =  (uyVg  —  UgVy)dt  4-  {^ytg  —  Vgty) du  +  {tyUg  —  (gUy)dV, 

Hält  man  dieses  Ergebniss  mit  der  ersten  Gleichung  rechter  Hand 

zusammen,    so    giebt   die    Vergleichung    der    Coefficienten   von    dx 

und  dv: 

tyU^  —  t^Uy  —  mx^y 

und  ähnlicher  Weise  findet  sich 

h^x—^x^z  =  ^yvi 

und,  wenn  man  den  umgekehrten  Weg  einschlägt,  iind  von  den  drei 
Gleichungen  rechts  zu  denen  links  übergeht: 

^uVv  —  ^vyu  =  ^ih  j    ^vVt  —  ^tVv  —  ^i^z ; 
auch     sieht    man    leicht,     wie    sich    zu    diesen     erhaltenen    vier 


I 


Fener  iumamt,    wau    nsn  mm  i^  *>Ugtn   wwä  emen   dn- 
rboB^:«!!  Unk»  Js.  und  mn»  den  zwei  «ntea  Rckts  Je  dnünzit- 
«,rf/  —  r,rfii  =  (^«,  —  (jMjrfx  +  ft^U^  —  I.Mjdf 

=  — m^u^dt  +  m^l^dm. 
Da  BOB  dnjcfa  üf.  *on  entutdpr  nnabliiB^igej]  dx  niLd  «/jr  < 
tf  f  kUetn.  DOc))  i/k  «U«ii]  W^tnmiii  wird,  m  moaKU  in  da  rinra  der 
btidcD  jctxt  ethtüteoüii  Gleichun^D  die  CoefiGd«iu«ii  vod  t/x.  dtf. 
di,  du  uch  «betMo  zu  einander  vertuilen.  wie  in  der  utdemi. 
Himiu  fol^t  aber,  wenn  ntsn  z.  B.  die  CoefiBcieniai  von  </'  und  tff 
mit  «iatnder  verglrichl.  mm,  =  I .  wir  za  erweifen  war. 

$,  12.  Wtu  non  die  IntegraOan  der  Gleichung  D)  betriA,  al« 
wodurch  /,  u,  c  aU  FmictioDen  tdo  f ,  y,  z  dugesieUt  werden  Miilen. 
■o  Uiut  eich  dieae  Inteftrsoon  nicht  ebpf  vollziehen .  aU  bis  zwi« 
liif  IT  Functionen.  od<TT  überhaupt  iwd  Gleichungen,  jede  zwiM:hen 
einer  Function  nm  t,  a,  v  und  einer  Function  Tun  r,  y,  *  bereits 
gegeben  «ind.  Wir  wollen  mit  dem  Einlächeren  den  A"frng  machen, 
und  t  und  u  al«  bekannte  Functionen  ron  x.  y.  z  betrachten ,  und 
hieiatu  mit  Hülfe  der  Gleichung  IIJ  die  noch  unbekannte  Punctitm 
«  m  beatininen  mtchciL 

XÜe  Gleichung  II)  li<st  sich  aber  zu  diesem  Zwecke  auf  ähn- 
liche Art,  wie  in  §.  5  mit  der  Gleichung  I)  geschah,  noch  sehr  ver- 
einfachen^ Denken  wir  uns  nämlich  y  und  z  mittelst  der  gegebenen 
Gleichungen  für  l  und  u  aus  der  noch  unbekannten  Gleichung  für 
c  eliminirt,  so  wird  d  eine  Function  von  x,  t,  u,  folglich: 
dv  =  tj^dx  +  Cfdt  -\-  v^du 
=  Cj.dx  +  tiit^dx  +  iydy  +  t^dx)  +  ti„[u^dz  -|-  u^dy  +  u,rfr) 


*,  Noch  andere  nerkwardige  ReUtioneD  ergeben  »ich,  wenn  man  die  Werthe 
*on  dx,  dp,  dl,  in  denen  von  dl,  du,  dv  und  umgekehrt,  aubstituirt,  und  hier- 
auf den  Coefflcientcn  jede«  der  jedemuJ  drei  übrigen  Differentiale  null  setit 
l)ie«e  Relationen  lind : 

l,x^  +  (^y„  +  (.i,  =.  0,         x,t.+  x^u.  +  i„r,  =  0, 
u.  «.  w,,    Relationen,    die,    wie  der   erste  Anblick  lehrt,    gani   denen  analog  tlod, 
welche  bei  Traniifonnation    der  Cooidinaten   im  iRaume   iwiichen    den    Cotinuiten 
der  Axen Winkel  ttcttfinden. 
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und  man  hat  daher  bei  dieser  Vorstellung  in  11)  statt  Vj,,  Vy,  v^  resp« 

ZU  setzen.     Hierdurch  reducirt  sich  aber  die  Gleichung  II)  auf: 

^xi^y^x  —  ^s^y)  =  ^, 
worin  die  Eingehakte  eine  bekannte  Function  von  x,  y,  z  ist,  und 
sich  daher  mittelst  der  Gleichungen  für  t  und  u  auch  als  eine 
Function  von  x,  t,  u  darstellen  lässt.  Thut  man  dieses ,  und  be- 
trachtet t  und  u  als  constant,  so  wird,  weil  v  jetzt  als  Function  von 
T,  /,  u  anzusehen  ist,  Vj,dx  =  dvy  und  es  kommt,  wenn  man: 

setzt" 

und  somit  ist  v  als  Function  von  von  Xj  t,  u,  also  auch  von  :r,  y,  z 
gefunden. 

Die  willkürliche  Function  (p  kann  hierbei  immer  so  bestimmt 
werden,  dass  irgend  einer  mit  der  Ebene  der  t,  u  parallelen  Ebene 
V  z=z  a,  oder  überhaupt  ii^end  einer  gegebenen  Fläche  v  ^=f[tj  u) 
in  N  eine  beliebige  Fläche  z  =  F[x,  y)  in  M  entspricht.  Denn  be- 
zeichnen P  und  Q  die  gegebenen  Functionen,  welche  t  und  u  von 
x^  y,  z  sind,  so  hat  man  nur  aus  den  vier  Gleichungen: 

t  =  P,     u=Q,     z  =  F[x,y),    f(t,  u)  =  E  +  (p(t,u) 

die  drei  Variabein  ar,  y,  z  zu  eliminiren,   und  erhält  dadurch  q)[tj  ü) 
gleich  einer  bekannten  Function  von  t  und  u. 

§.  1 3«  Zu  mehrerer  Einsicht  in  die  Natur  der  jetzt  behandelten 
Aufgabe  mögen  folgende  graphische  Erörterungen  dienen.  Dadurch, 
dass  t  und  u  als  gegebene  Functionen  von  Xj  y,  z  vorausgesetzt 
werden,  nimmt  man  zwei  Systeme  von  Flächen  im  Räume  M  als 
gegeben  an,  welche  zwei  Systemen  von  Flächen  im  Räume  iV,  die 
resp.  der  Ebene  der  «,  v  und  der  Ebene  der  tj  v  parallel  sind,  ent- 
sprechen sollen.  Denkt  man  sich  die  Ebenen  eines  jeden  der  beiden 
letzteren  Systeme  in  einander  gleichen  unendlich  kleinen  Entfer- 
nungen von  einander,  so  wird  durch  sie,  und  durch  ein  drittes 
System  von  Ebenen,  welche  der  Ebene  der  tj  u  parallel  sind,  und 
ebenfalls  in  unendlich  kleinen  aber  gleichen  Entfernungen  auf  ein- 
ander folgen,  der  Raum  iV  in  einander  gleiche  rechtwinkelige  Ele- 
mente zerlegt,  und  die  Aufgabe  besteht  nun  darin,  für  das  dritte 
System  von  Ebenen  ein  drittes  System  von  Flächen  in  M  zu  finden, 
welche  die  unendlich  dünnen  vierseitigen,  und  im  Allgemeinen 
krummen  Prismen,  in  welche  der  Raum  M  durch  die  beiden  ersten 
Systeme  von  Flächen  gethcilt  wird,    quer  durchschneiden,   und  sie 
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dadoTcli  in  einander  Kl^iclie  und  zu  den  Elementen  in  JP  in  »famn 
gegebenen  Verhältnisse  1  :  m  «ttehcnde  Elemente  von  parallelepipe- 
discher  Form  zerl^en.  Eine  der  Flächen  dieses  dritten  S^stemes 
bleibt  offenbar  der  Willkür  überlassen;  bat  man  sie  aber  einmal  be- 
etimmt,  so  sind  es  damit  auch  alle  übrigen  Flächen  des  Systemes. 

Da^  die  irillkürliche  Function,  welche  deshalb  im  Werthe  von 
D  hinzutritt,  eine  Function  von  /,  u  ist,  lässt  sich  ebenso,  wie  im 
Obigen  (§.  6) ,  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung  deutlich 
machen.  Hat  man  nämlich  für  (,  u.  p  bereits  drei  Functionen 
P,  Q,  R  von  X-,  y,  z  gefunden,  welche  der  Bedingung  der  Aüftnitäi 
genugthun ,  so  wird  die  afßne  Beziehung  der  beiden  Bäume  nicht 
aufgehoben,  und  auch  das  Verhältniss  1  :  m  nicht  geändert,  wenn 
man  in  A^  an  die  Stelle  der  Ebene  der  t,  u  und  der  damit  parallelen 
Ebenen  v  =  c,  welchen  die  Flächen  Jt  ^  r  in  M  entsprechen, 
ein  System  beliebig  gekrümmter,  mit  einander  pandleler  Flächen 
setzt,  so  dass,  wenn  b  =  rfy{(,  «)  die  Gleichung  der  Fläche  ist.  in 
welche  die  Ebene  der  (,  u  selbst  übergegangen,  die  Gleichung 
p  =  c  +  ijp(^,  u)  der  Fläche  angehört,  welche  an  die  Stelle  der  Ebene 
V  ^  c  getreten  ist.  Die  der  Fläche  R  -^  c  entsprechende  Fläche 
in  N  ist  daher  nunmehr :  v  ^  c  +  ff<[t.  u),  und  folglich,  weil  c  jeden 
coQBtanten  Werth  haben  kann,  v  =  R -\- <fi(t,  w)  die  an  die  Stelle 
von  e  =  It  tretende  Gleichung. 

§.  1 4.  Statt  der  Gleichungen  t  =  P,  u  ^  Q  können  noch  all- 
gemeiner xwei  Gleichungen 

')  P  =  9> 

2)  ;,'  =  q- 

angenommen  werden,  wo  p  und  p'  gegebene  Functionen  von  x,  y.  z, 
und  q  und  q'  gegebene  Functionen  von  t,  u,  c  vorstellen.  Alsdann 
nämlich  kennt  man  überhaupt  für  zwei  Systeme  von  Flächen  in  M 
die  entsprechenden  Flächen  Systeme  in  N,  und  die  affine  Beziehang 
zwischen  beiden  Räumen  wird  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  man 
noch  für  irgend  ein  drittes  System  von  Flächen  in  N,  wofür  aber 
der  Einfachheit  willen  wiederum  das  System  der  Parallelebenen  mit 
der  Ebene  der  (,  u  genommen  werde,  die  entsprechenden  Flächen 
in  M  angeben  kann,  also,  wenn  man  v  als  Function  von  x,  y,  z 
kennt.  Diese  Function  lässt  sich  aber  aus  den  zwei  gegebenen 
Gleichungen  1)  und  2)  auf  folgendem  Wege  erhalten. 

Differentiirt  man  1)  und  2)  successive  nach  x,  y,  z,  so  kommt: 

3)  Px  =  9tix  +  9u»x  +  ?tOi. 
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5)  pg  =  q^t^+  q^u^  +  q^f)^^ 

6)  P'x  =  9't^x  +  i'u^x  +  i'v^x, 

7)  P\  =  9ft^y  +  ^u^y  +  i'v^y^ 

8)  P'z  =  9\  ^%  +  q\ti^  +  q'v  ^z  • 

Mit  diesen  6  Gleichungen  sind  aus  II)  die  6  jetzt  nicht  mehr 
in  Rechnung  kommenden  Differentialquotienten  <j.,  ty,  t^j  u^^  Uyj  u^ 
wegzuschaffen.  Um  diese  Elimins^tion  zu  bewerkstelligen,  bilde  man 
aus  4),  5),  7),  8)  die  Gleichung: 

9)  {Py  —  9v  ^y)  {p'z  —  9'v  ^z)  —  (Pz  —  9v  ^z)  (P'y  —  9'v  ^y) 

=  i9t9'u  —  9u9\)  i^y^z  —  ^z^yh 
Auf  dieselbe  Art  entwickele  man  aus  5),  3),  8),  6)  eine  Glei* 
chung  10),  und  aus  3),  4),  6),  7)  eine  Gleichung  11).  Addirt  man 
nun  9),  10),  11),  nachdem  man  sie  vorher  resp.  mit  t?^,  c^,  Vg  multi* 
plicirt  hat,  so  kommt  mit  Berücksichtigung  von  II)  und  nach  ge- 
höriger Reduction: 

12)       t^x(PyP'z—PzP'y)  +  ^y(PzP' x  —PxP'z)  +  ^ziPxP'y  —PyP'x) 

=  M9t9'u  —  9u9't)7 

als  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  partiellen  Differenzen.      Auch 

bei  ihr  lässt  sich   ein    dem   schon    mehrmals    gebrauchten    analoges 

Verfahren  sie  zu  vereinfachen  anwenden.    Weil  nämlich  t?,  p  und  p' 

Functionen  von  Xy  y,  z  sind,  so  kann  v  auch  als  eine  von  x,  p,  p' 

abhängige  Function  angesehen  werden.     Alsdann  aber  ist   statt  der 

bisherigen 

Vj.  zu  setzen :    v^  +  Vpp^,  +  Vp,p'^, 

t>y    -        -  ^pPy  +  ^p'P'yy 

^z    '        -  ^pPz  +  ^p'P'zy 

und   12)  zieht  sich  bei  diesen  Substitutionen  zusammen  in 

13)  ^x(PyP'z—PzP'y)='^{9t9'u—9u9\)' 

Wenn  man  nun  mittelst  der  4  Gleichungen ,  welche  p  und  p' 
als  Functionen  von  x^  y,  «,  und  q  und  q'  als  Functionen  von  tj  w,  o 
darstellen,  Pyp''i — PzP'y  durch  x^  p,  p\  und  q^q^  —  9u9 1  durch 
t?,  y,  (i  ausdrückt,  und  beim  Integriren  /i,  p*  und  die  ihnen  gleichen 
q^  q  als  constant,  also  v  bloss  wegen  x  als  veränderlich  ansieht,  so 
ergiebt  sich  als  endliches  Resultat: 

11)        / ? r  =  ^  / -f r +  <iP(j»,  P'Y 

J  9i9u  —  9u9i  JPyPz—PzPy        *^'^' ^  ^ 

Statt  X  und  v  zu  Veränderlichen  bei  der  Integration  zu  nehmen, 
muss  man  offenbar  auch  je  zwei  andere  Coordinaten,  die  eine  aus 
x,  y,  «,  die  andere  aus  t,  w,  u,  zu  Veränderlichen  wählen  können. 
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Die  deshalb  nÖth%e  Aeiiderung  der  letzten  Formel  ergiebt  sich,  oh: 
daas  mao  deshalb  zu  ihrem  Ursprünge  zurückzugehen  braucht,  auf 
ähnliche  Art  wie  oben  (§.  9  zu  Ende).  Denn  da  q  und  q'  beim  In- 
tegriren  als  constant  betrachtet  werden,  so  ist: 

q',dt-\-q'„du  -\-q\.dv^  0, 


folglich : 
dt  : 
und 


du  .  dt)  =  q 


-1^)1« 


-?(?r 


I-, 


?[?«  —  ?«< 


rfr 


worin  mittelst  der  Gleichungen  für  q  und  q'  die  partiellen  Differenzen 
ala  Functionen  von  q,  q',  t  im  ersten  Integrale,  von  q,  q'.  u  im 
zweiten,  und  von  g,  q' ,  v  im  dritten  auszudrücken.  Diese  drei  In- 
tegrale Buid  nun  einander  gleich,  oder  vielmehr  cur  um  Constanten 
verschieden,  welche  hier,  wo  q  und  e[  constant  vorausgeseOrt  worden, 
auch  Functionen  von  q  und  q'  sein  können.  Auf  eben  die  Weise 
lässt  sich  auch  das  Integral  nach  x  in  ein  anderes  nach  y  itAer  z 
umbilden. 

Anlangend  endlich  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Function 
9*  [P'  p')'  ^°  seien  wie  in  §.  12  s  =:  F[x,  y)  und  n  =sf{t,  u)  gegebene 
Gleichungen  zweier  einander  entsprechen  sollender  Flächen.  Mittelst 
X  ^  F{x,  y]  und  der  zwei  Gleichungen,  welche  p  und  p'  durch 
a-,  y,  z  geben,  drücke  man  x  durch  p  und  p'  aus,  und  ebenso  stelle 
man  o  mittelst  ii  r=f{t,  u)  und  der  zwei  Gleichungen  für  q  und  q'. 
durch  q  und  y' dar.  Hiermit  aber  wird  die  Gleichung  14):  <p{p,p') 
gleich  einer  bekannten  Function  von  p,  p' ,  q,  q',  also  auch  von  p,  p' 
allein,  weil  q^p  und  q'  =  p'  ist. 


§.  15.     Beispiel.     Seien   die   gegebenei 
sich  entsprechenden  Flächensysteme : 

«  — y^ 


Gleichungen  der  zwei 


5) 


=  at-^bu  +  c 


2) 

P' 

= 

y 

=  at+b'u  +  c 

«  =  ,■. 

[ieraus  folgt 
P, 

"    X  ' 

p 

1'     -  =  f. 

/,  =  - 

dthin' 

il  = 

a, 

iu 

=  *'.     Su  =  ». 

?'(  =  o'p 

P,P\  - 

-p.p; 

= 

2p' 

-  j.}',  =  al 
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r         dz  1    a:* 1    ary 

^PyP'z  —  PzP'y  ""  T  /  ■"  T  T' 

ydv  _         V 

und  die  endliche  Gleichung  wird: 

Nach  dem  vorhin  Bemerkten  kann  statt  des  Integrales  nach  v 
auch  das  nach  t  oder  das  nach  u  genommen  werden;  diese  Integrale 
sind 

und 


bc' — b'c  cd — da 

Dass  diese  drei  Integrale  nach  x>^  t,  u  nur  um  Functionen  von  q 
und  q'  von  einander  differiren,  lehrt  eine  leichte  Rechnung.  In 
der  That  findet  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung  Je' — b'c  =  a, 
ca' —  da  =  ßy  ab' —  a'b  =  y  setzt: 

V   t  Jy' — Vq       t         u  c/ — dq 

y  a  ya       ^      a         ß  aß 

Soll  daher  die  Gleichung  3)  eine  analoge  Form: 

^=a"t  +  b"u  +  d'v 

z 

mit  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhalten,  und  soll  mithin,  wfe  schon 
aus  1)  und  2)  hervorgeht, 

9>{Py  Pl  =  <p{9^  ?') 
eine  lineare  Function  von  ;,  q'  sein,  so  können  wir  die  Gleichung  3) 
auch  schreiben: 

Die  Vergleichung  dieser  letzteren  Form  mit  der  vorher  gesetzten 
giebt  aber: 

*  —    'z    »       —      5"'      —     izrr,    » 

a  p  tny 

woraus  nach  Elimination  der  eingeführten  Coefficienten  g  und  h 

d.  i. 

4)    (Je'—  J'c)a"+  (ca'—  da)  V'+  {ab'—  cib)d'  =  — 
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1 

H                folgt'     Durch  die  drei  Gleichungen;                                      m 

■ 

L 

^  =  at  +  bu  +  CD,                          ^^1 

■ 

■ 

-  =  «'/  +  *'« +  c'p,                          ^H 

^ 

^^  =  «'7  +  i"K  +  c"p, 

wild    demnach 

immer  eine  affine  Beziehung  zwischen  den  Räumen 

der  T,  y,  z  un 

d  der  t,  u,  o  festgestellt,  welches  auch  die  Werthe 

der 

Constanten  a, 

*,  ...,  c"  sein  mögen.     Dabei  ist  das  Verhältniss   1 

:  m 

zwischen  je  z 

wei  sich    entsprechenden   Theilen    der    beiden   Bäume 

durch  die  Gle 

chung  4)  gegeben. 

■ 

Setzen  wir  z.  B. 

^^H 

b  =  c 

=  c'=  a  =  o"=  b"=  0   und  n  =  *'=  e"=  I , 

■ 

80  werden  die 

Gleichungen : 

■ 

also 

»i  =  (,    "f  =  .,    "*  =  ., 

I  =  Vi^,     y  =  VpI,    z  =  YTi, 

1 

and  ffl  =  4,  d.  h.  jeder  Tbeil  des  Raumee  der  t,  u,  v   ist   dann 

^^ 

Tierfacho  des 

enuprechenden  Theiles  im  Räume  der  x,  y,  z. 

Hr 

Ueber  die  Zusammensetzuiig  unendlich 

kleiner  Drehungen. 
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l)er  vorliegende  Aufsatz  über  die  Zusammensetzung  unendlich 
kleiner  Drehungen  ist  eine  weitere  Ausführung  dessen,  was  ich  in 
dem  unlängst  von  mir  herausgegebenen  Lehrbuche  der  Statik  (§.  183) 
über  diesen  Gegenstand  gesagt  habe.  Es  wird  daselbst  zuerst  auf 
die  bisher  gewöhnliche  analytische  Art  der  schon  seit  lange  bekannte 
Satz*)  bewiesen,  dass  unendlich  kleine  Drehungen  um  Axen,  welche 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  nach  demselben  Gesetze  wie  Kräfte 
zu  einer  mittleren  Drehung  sich  vereinigen  lassen.  Hieraus  wird 
mit  leichter  Mühe  weiter  geschlossen,  dass  auch  in  allen  übrigen 
Fällen  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Drehungen  ganz 
auf  dieselbe  Art  wie  bei  Kräften  bewerkstelligt  werden  kann.  Zu- 
letzt wird  noch  auf  die  durchgreifende  reciproke  Beziehung  zwischen 
Kräften  und  Drehungen  aufmerksam  gemacht,  und  gezeigt,  wie  auch 
die  Lehre  von  den  statischen  Momenten  der  Kräfte  und  damit 
alle  die  bisher  gefundenen  merkwürdigen  Sätze  dieser  Theorie  auf 
Drehungen  vollkommene  Anwendung  finden. 

Die  hier  gegebene  Darstellung  dieser  Gegenstände  unterscheidet 
sich  von  der  dortigen,  ausser  durch  grössere  Ausführlichkeit,  hinzu- 
gefügte Beispiele  und  einige  daraus  gefolgerte  geometrische  Sätze, 
hauptsächlich  dadurch,  dass,  während  ich  dort  analytisch  zu  Werke 
ging,  ich  mich  hier  der  Construction  bedient  habe.  Es  veranlasste 
mich  hierzu  die  Erwägung,  dass  für  einen  Gegenstand,  der  ganz  in 
das  Gebiet  der  Geometrie  und  noch  dazu  des  elementaren  Theiles 
derselben  gehört,  eine  rein  geometrische  Behandlung  die  zweck- 
mässigste  ist.  Ist  es  mir  auf  diesem  Wege  gelungen,  den  Gegen- 
stand einfacher  als  sonst  zu  entwickeln,  so  rührt  dies  besonders 
noch  daher,  dass  ich  die  Theorie  der  Drehungen  mit  der  Betrach- 
tung zweier  einander  gleichen  aber  entgegengesetzten  Drehungen  um 


*)  Nach  Ide,  System  der  reinen  und  angewandten  Mechanik  fester  Körper, 
Vorrede  Seite  XIY,  schreibt  sich  die  Erfindung  dieses  Satzes  aus  Italien  her. 
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t  «ad  im  pndUe  FartrikfccB.  oda  awh  nr  &  dnha^  Be- 
v«f«a(  aStiB,  d»  bui  4m  parilMr  FoitincftaB  ^  cne  ] 
MB   «nc   ttcodHa^   cntfcfMe  Axc  tmadwa   knn.     Snd  i 
swci  wiKliiwigae  l«gea  dne»  Köqias  gegeheB,  «t  kb 
Miplai  wiB,  MS  wsra  DiauiDges  sn  ^Ewvie  *''^  s 
tiife  iB  die  aadse  ^  hriagrn. 

El  ÜMt  «eh  BKB  IdAt  se%en,  diM  zwei  Drebangeo  I 
iounn   lünmcbend    Biid.      Seien   aiailtch  A,  B,  C  (Fig.  I) 
dm   nidit  in  enun  Cerftden   liegende  Pancte  dei  Köcpen    in    der 
onm  Lag«,  «ad  A'.  B".  C  die  Oerter  dieser  Pancte  in  der  uderat 
Lag*-  de»  KOTpers.  also  ABC  ood  A'BTC" 
xwei  einander  gleiche  und  ähnliche  Drei- 
ecke.    Da  die  Laee  eines  Köipen  dtuch 
die     Oerter     vollkominen     bertimmt    ist, 
trelcbe     diej    aeiner    Punete    einiHduneii. 
die   nicht    in    einer    Geraden    liegcxi,    so 
wird  der  Körper  ans  der  einen  La^  in 
die  andere  e;ef>rachl    »ein.    wenn   mjin    das 
eine    der     beiden     Dreiecke    ABC    und 
A'BC    mii   dem    anderen    rar   Drehong 
tit- 1.  gebracht  hat.    Man  halbiere  m  dem  Ende 

die  Linie  AA'  durch  eine  ne  normal 
schneidende  Ebene  a,  und  man  wird  A  mit  A'  durch  Drehung 
des  Körpers  um  irgend  eine  in  a  enthaltene  Axe  xor  Coincidenz 
bringen  können.  Ebenso  wird  B  und  B"  zusammentreffen,  wenn 
man  den  Kürper  um  eine  beliebige  Axe  dreht,  welche  in  der  die 
Linie  BB'  rechtwinkelig  halbierenden  Ebene  b  begriffen  ist.  Dreht 
man  folglich  den  Körper  um  die  gemeinschafthche  Durchschoitts- 
linte  {a  £}  der  Ebenen  a  und  b,  als  Axe,  so  wird  sowohl  A  nach  A', 
als  B  nach  B  kommen,  und  zwar  gleichzeitig. 

Um   das   gleichzeitige   Zusammentreffen  daizuthun,   nehme   man 
in    der    Linie   {ab)  beliebig  zwei   Punete   Jf  und  N  an.     Da  3/.  N 


*'  VetgL  Ctelle's  Journal  Band  :  p.  305. 
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Puncte  der  Ebene  a  sind,  so  ist  MA  =  MA\  NA  =  NA\  und 
da  itf,  N  zugleich  Puncte  der  Ebene  b  sind,  so  ist  MB  =  MB', 
NB  =  NB^,  Da  nun  auch  AB  =  A'ff,  so  sind  die  zwei  Pyra- 
miden MNAB  und  MNA'ff  einander  gleich  und  ähnlich,  und 
können  folglich  durch  Drehung  der  einen  um  die  gemeinschaftliche 
Kante  MN,  d.  i.  um  (ab),  zur  Coincidenz  gebracht  werden,  wobei, 
wie  zu  beweisen  verlangt  wurde,  AB  und  A'ff  zusammenfallen, 
um  endlich  noch  C  auf  C  zu  bringen,  hat  man  nur  den  Körper 
um  die  jetzt  zusammenfallenden  AB  und  A'ff  als  Axe  zu  drehen. 

§.  2.     Zusätze,     a)  Ein  specieller  Fall,   bei  welchem  der  erste 
Theil  der  oben  beschriebenen  Operation  nicht  anwendbar  ist,  ist  der, 
wenn  die  Ebene  b  mit  der  Ebene  a  zusammenfällt. 
Alsdann  sind  AÄ  und  BB'  auf  derselben  Ebene  a 

perpendiculär,  folglich  diese  Linien  sowohl,  als  die       " 

Linien   AB    und  A'B',    in    einer    einzigen  Ebene 

enthalten;    der    Durchschnitt    von  AB   und   A'B, 

welcher  D  heisse  (Fig.  2),  fällt  in  die  Ebene  a,  und 

es  ist  DA  =  DA\   so  wie  DB  =  DB'.     Hier  hat  \     / 

man    also,    um   AB    auf   A!B    zu    bringen,    den  \  / 

Körper   um    eine    in   D   auf  der    Ebene   AB  AB'  V 

normal  errichtete  Axe  zu  drehen.     Die  Coincidenz 

von    C  und    C  wird  hierauf  wie   vorhin    bewerk-  ^^* 

stelligt. 

b)  Nimmt  man  in  dem  oben  besprochenen  Falle,  wo  die  Ebenen 
a  und  b  eine  und  dieselbe  sind,  in  dieser  Ebene  irgendwo  zwei 
Puncte  M  und  iV,  welche  mit  D  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so 
sind  MNAB  und  MNÄB'  zwei  einander  gleiche  und  ähnliche  und 
zugleich  symmetrisch  liegende  Pyramiden.  (Liegen  die  Puncte  M 
und  N  der  Ebene  a  mit  D  in  einer  Geraden,  so  sind  MNAB  und 
MNÄB'  nur  ebene  Figuren.)  Und  umgekehrt:  Haben  zwei  einander 
gleiche  und  ähnliche  Pyramiden  MNAB  und  MNÄB'  eine  sym- 
metrische Lage,  so  wird  eine  Ebene,  welche  die  Linie  AÄ  recht- 
winkelig halbirt,  auch  BB'  rechtwinkelig  halbiren  und  die  ge- 
meinschaftliche Kante  MN  in  sich  enthalten.  Wenn  folglich  die 
Ebene,  welche  AÄ  rechtwinkelig  halbirt,  dieses  nicht  auch  an  BB' 
thut,  d.  h.  wenn  die  Ebenen  a  und  b  nicht  zusammenfallen,  so  ist 
es  nicht  möglich,  eine  Linie  MN  so  zu  ziehen,  dass  zwei  einander 
gleiche  und  ähnliche  und  zugleich  symmetrische  Pyramiden  MNAB 
und  MNÄB'  entstehen. 

Es   soll  diese  Bemerkung  zur  Ergänzung  des   in  §.  1  geführten 
Beweises   dienen.      Unter  der   dort   stillschweigend  gemachten  Vor- 


I> 


Befc,  Sm  «fa*  4mA  Dtcfani^  am  JTaT  nie  der  «ndereB  nr  Coniö- 
Amb  KB  hräigm.     DoHi  avr  n  den  Falle.   w«iib  «ie  tmdeüelk  emc 

«)  Dtt  fie  drei  Pimcv  A.  B.  C  eans  mllkBäicii  in  dem  Küper 
fMoaBBsa  werden  knonsn.  wofem  lie  nur  nicht  in  einer  Geraden 
KVfn,  nwl  da  mit  anderer  Amiajim»  vna  A,  B.  C  and  den  Qmffn 
«MiPpnelieBdcB  A .  Bt,  C  ia.  der  jweiteB  L«^  des  Körpezs  aach 
dii^  TJni«  Jf .V  und  die  b«^  der  enlea  Diefanag'  TinaiBiMii*nfcnendeg 
LüMMi  j4  A  and  AB  ibe  Ijiges  indem,  m  erfaeltt,  daea  dec  Körper 
mf  imendHirh  viel«  venefaieden«  Aiten  dar^  r«rei  Dreluis^en  aas 
der  einen  \a^  m  die  andere  gebracht  werden  kann. 

d)  ZoweiVn  reicht  achos  eine  einzige  Drefaimi;  bin.  um  den 
Kdrper  *a«  der  einen  der  beiden  get^benen  Lagen  in  die  anfiele  n 
fvingeo.  Diner  Fall  kann  jedoch  nor  dann  eintreten,  wenn  die 
drei  UtticB  AA.  BH,  CC  einer  oad  derselben  Ebene  paiaOel  aind. 
Denn  hei  einer  eiasigen  I>Tehnn^  nnd  die  Wese  tod  A,  B.  C 
Kreübriften,  deren  Ebenen  an/  der  DrehnngBsxe  normal  und  daher 
mit  eioander  pataltel  sind.  Wenn  folglich  dorch  eine  eioxiee 
)>rehnng  die  Pancte  A,  B.  C  nach  A',  S,  C  kommen,  so  sind  die 
fjnjrrn  AA\  hlt.  CO'.  aU  tlje  Sehnen  jener  Kreisböjren.  einer  auf 
der  T>Tehnng»axe  normalen  Ebene  parallel. 

Wir  wollen  nnn  unteraachen,   ob   auch  umgekehrt,  wenn  AA, 

BH ,  (J(,"  einer   und   derselben  Ebene  e  parallel  sind,   die  Dreiecke 

ABC  und   A'B'C  doTch   eine    ein- 

^-  zige    Drehung    zur    Coincidenz     ge- 

^y\\  bracht    werden    können.      Seien    zu 

^f-~S\^     diesem    Ende    «,    S,   6,   »',   89'.  6' 

■B       .  I     I         (Fig.  3)   die    rechtwinkeligen  Projec- 

.        ^■^'^     \        tionen    von   A,    B,    C,   A,   B",    C 

„'■    ^  g.        auf    e,     80    ist,     weil    AA    mit    e 

*  parallel  ist,  A%  =  A'Si,  und  ebenso 

Fl«  n.  jS©  =  S'i9',     Hieraus    und    wegen 

der  rechten  Winkel  bei  31,  31",  S,  ©'. 

lind   da   Aß  =  A'B'   ist,    folgt  weiter,    dass    die  Vierecke   A%S&B 

und  A"a'^'B'  einander  gleich   und  ähnlich   sind,   und  da^s  mithin 

am  «=31'©'  ist.     Auf  gleiche  Art   zeigt  sich,   dass  Se  =  S9'ß'  und 

(S3(  =  e'3J'   ist.      Es   sind   folglich   die   Dreiecke  3[a3ß  und   ä'S9'6' 
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in  der  Ebene  e  einander  gleich  und  ähnlich,  und  die  Ordnung,  in 
welcher  bei  ihnen  die  gleichnamigen  Ecken  auf  einander  folgen,  ist 
entweder  eine  und  dieselbe  oder  nicht. 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  das  eine  Dreieck  durch  Drehung  um 
einen  Punct  SDt  in  der  Ebene  e  mit  dem  anderen  zur  Deckung 
bringen.  Dieser  Punct  50i  wird  gefunden  als  der  gemeinschaftliche 
Durchschnitt  der  zwei  in  e  gezogenen,  die  Linien  2121'  und  ©©' 
rechtwinkelig  halbirenden  Geraden  a  und  B,  und,  wenn  a  und  B 
zusammenfallen,  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  von  9S3 
und  21'©'  selbst.  —  Der  Beweis  hiervon  wird  auf  analoge  Art  wie 
vorhin  bei  den  Körpern  gefuhrt.  —  In  demselben  Falle  wird  folglich 
auch  [der  eine  Körper  mit  dem  anderen  durch  eine  Drehung  um 
eine  die  Ebene  e  in  9R  rechtwinkelig  schneidende  Axe  m  zur  Deckung 
gebracht.  Denn  hierdurch  kommen  nicht  allein  21,  ©,  S  gleichzeitig 
nach  21',  ©',  ß',  sondern  auch,  da  21-4  und  21' -4'  einander  gleich 
und  der  Drehungsaxe  parallel  sind,  A  gleichzeitig  nach  Ä  und 
ebenso  B  nach  S  und  C  nach  C". 

Im  anderen  Falle,  wenn  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken  in  dem 
einen  der  beiden  Dreiecke  21  ©S  und  21' ©'S'  der  Aufeinanderfolge 
der  gleichnamigen  Ecken  in  dem  anderen  entgegengesetzt  ist,  wird 
zwar  ebenfalls  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  m  die  Coincidenz 
von  21©  mit  21'©',  also  auch  von  AB  mit  AB\  aber  nicht  von  S 
mit  ß'  und  daher  auch  nicht  von  C  mit  C"  herbeigeführt.  Da  nun, 
wenigstens  im  Allgemeinen,  die  Coincidenz  von  21©  mit  21'©'  auf 
keine  andere  Weise  als  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  m  bewerk- 
stelligt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  in  diesem  Falle  im  All- 
gemeinen zwei  Drehungen  nöthig  sind,  um  den  Körper  aus  der 
einen  der  beiden  gegebenen  Lagen  in  die  andere  zu  bringen. 

Nur  dann  reicht  in  diesem  Falle  eine  einzige  Drehung  hin, 
wenn  die  Geraden  a  und  B  zusammenfallen,  also  wenn  die  Dreiecke 
21  ©e  und  21' ©'S'  symmetrisch  liegen.  Alsdann  sind  2121',  ©©',  ßS', 
folglich  auch  AÄ ^  BB\  CC  miteinander  parallel;  nicht  bloss  mit 
einer  und  derselben  Ebene;  und  gegen  die  Ebene,  in  welcher  die 
Mittelpuncte  der  drei  letzten  Linien  liegen,  haben  die  Dreiecke 
ABC  und  A'B'C  eine  symmetrische  Lage.  Das  eine  dieser  Drei- 
ecke aber  wird  mit  dem  anderen  durch  Drehung  um  die  Durch- 
schnittslinie ihrer  Ebenen  zur  Coincidenz  gebracht. 

§.  3.  Denken  wir  uns  jetzt,  dass  ein  Körper  durch  Drehungen 
um  drei  oder  mehrere  Axen  aus  seiner  anfänglichen  Lage  in  eine 
beliebige  andere  gebracht  werde.  Da,  wie  schon  oben  gezeigt  wor- 
den, jede  Ortsveränderung  eines  Körpers,  wo  nicht  durch  eine,  doch 


den  yta&  dm  oder  mduci«  Didunagc«,  m»  Mdn  anl  eii 
ImnKT  nth  cwtJcn  ^ötiigdtend  Kin.  mA  aaf  s«h  zedai 
■■d  «•  atWtdtt  kiöni  die  Ao^abe:  .ilai  Jm  A'l-jIij—  Aner  ■ 
iJwrw  Jium  md  am  dem  Wmidm,  mb  mieA«  «m  Xa»;p(r  im  air 
fgdrdit  mM,  tteri  Äxat  tmd  die  Onern  xMjwlaryai  ßnkmifmtmtti  am 
ßmdim,  dargtUäi,  dta§  du  tüari  lebten  Dnimmfot  Uairkt»  Andtrm^ 
der  Lage  de»  KSrpen  eiiMrlti  mä  der  durd  entere  Dnitatfem  iar- 
torgtirachUn  LagrSndenay  iei. 

Dk  L^wmg  dieter  Au%abe  in  Oirier  AOgenuaBheit  möchte  m 
ctaeai  äealkh  verwielMitca  lUsalute  fahren.  Wir  wollen  ans  dk- 
ber  ^egenwittig  «of  den  ntöglicltst  eioiaehen  FaU  be^hiinken,  bei 
welchem  die  Dnfamignriiikel  oneodlicfa  klem  eind.  und  wo  es  dMS 
dMhaUi  nicht  auf  ikretbadiiten  Werthe.  eandem  aar  aof  ihre  geget- 
•eitigen  TerfaältiiiMfl  kukonnat. 

§.  4.  Bei  jeder  I>rebiuig  kann  man  Beinern  ebenen  Körper 
«in«  «olcbe  Loge  geben,  diu»  die  Drehong  nach  einet  und  detvelben 
RicblunK,  etwa  von  der  Linkm  nach  der  Rechten  gehend,  erscbeint- 
Man  n^nine  hienuoh  die  pontive  Richtung  ihrer  Axe  diejenige,  bei 
wdlcher.  wtmn  mit  ihr  die  Richtung  ron  den  Füssen  nach  dem 
Knj>fc  stuammenfällt ,  die  Drehong  nach  der  Rechten  geht.  Die 
GrfMe  des  anendlich  kleinen  I>rehung8winkels  drücke  man  dorch 
eJncD  ihm  (vroportionalen  Theil  der  Aie  aus,  und  verstehe  hiema«rh 
nater  der  Drehung  AB  eine  der  Länge  AB  proportionaJe  Drehung 
um  eine  Axe,  deren  positive  Richtung  vom  Puncte  A  nach  dem 
Puncte  li  geht.  Und  ebenso ,  wenn  es  ohne  weiteren  Zusatz  heisst 
daM  der  Körper  um  AB  gedreht  werden  soll,  werde  durch  AB  die 
Richtung  der  Axc  und  die  Grösse  der  Drehung  zugleich  au^edrückt 
angenommen. 

Sind  daher  A,  B,  C,  D,  ...  mehrere  in  einer  Geraden  hegende 
l'uncte,  so  sind  die  Drehungen  AB  und  BC  gleichwirkend  mit  der 
einzigen  AC,  die  Drehungen  AB,  BC  und  CD  gleichwirkend  mit 
der  einzigen  AD,  u.  9.  w.,  in  welcher  Ordnung  auch  die  Puncte 
auf  einander  folgen  mögen. 

§.  5.  Bei  der  Drehung  AB  (Fig,  4)  beschreibt  der  Punct  P 
de«  Körpers  eine  unendhch  kleine,  auf  der  Ebene  ABP  perpen- 
diculäre  Linie,  welche  proportional  mit  der  Grosse  der  Drehung, 
d.  i.  mit  AB,  und  mit  der  Entfernung  des  Punctes  P  von  AB,  also 
proportional  mit  der  Dreiecksfläche  PAB  ist.  Die  Richtung  aber, 
nach  welcher  sich  P  bewegt,  ist  einerlei  mit  der  positiven  Richtung 
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einer  Axe,  welche  einer  ihrem  Sinne  nach  durch  die  Aufeinander- 
folge von  PAB  angedeuteten  Drehung  zukommt.  Ist  nämlich  PP' 
der  von  P  beschriebene  Weg,  und  erscheint  dieser, 
wenn  AB  die  Bichtung  von  den  Füssen  nach  dem  4f 

Kopfe    ist,     nach    rechts    gehend,    so    wird    auch,  /    N. 

wenn  PP'  zur  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem  /    ^^ 

Kopfe  genommen  wird,  die  Richtung  AB^  folglich        ^-^'""'^^ 
auch    der   Sinn    der  Drehung  PAB,    nach   rechts  j.^  ^ 

gehen. 

Bei  mehreren  Drehungen  AB,  CD,  ...  um  Axen,  welche  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sind  daher  die  Bewegungen  eines 
in  derselben  Ebene  befindlichen  Punctes  P  nicht  bloss  der  Grösse, 
sondern  auch  dem  Zeichen  nach,  den  Dreiecken  PAB,  PCD,  ... 
proportional,  indem  die  bei  den  Drehungen  AB  und  CD  auf  der 
Ebene  normalen  Wege  von  P  nach  einerlei  oder  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Ebene  gerichtet  sind,  je  nachdem  die  Folgen  PAB 
und  PCD  von  einerlei  oder  entgegengesetztem  Sinne  sind,  also 
die  Dreiecke  PAB  und  PCD  einerlei  oder  verschiedene  Zeichen 
haben. 

§.6.     Seien  A,  B,  C,  D,  ,..  (Fig.  5)  die  vier  aufeinanderfolgen- 
den Ecken  eines  Parallelogrammes ,   und  C",  Z>'  die  Oerter,   welche 
die    anfänglich  mit   C,   D    zusammenfallenden  Puncte   des   Körpers 
nach  einer  Drehung  AB  einnehmen.   Ebenso  seien 
A'y  B'  die   Oerter   der   anfänglich  mit  A,  B  zu-  f 

sammenfallenden  Puncte  des  Körpers  nach  einer       j^>     jo  f 

Drehung   CD.     Da  die  Puncte  C,  D'  resp.  den        j    /^ — ^i 
C,  D  unendlich   nahe  liegen,  so  bleiben  sie  bei     ^i/  ^'  / 

der    zweiten   Drehung   CD    unverrückt,    und    die  ^^^^"4^ 

nach    beiden    Drehungen   von  A,   B,    C,    D   be- 
sQhriebenen  Wege  AÄ ,  BB\  CG\  DU  sind  auf  ^'^•^* 

der  Ebene  AB  CD  rechtwinkelig  und  resp.  proportional  den  Drei- 
ecken ACDy  BCD,  CAB,  DAB,  also  einander  gleich,  auch  dem 
Zeichen  nach;  so  dass  durch  beide  Drehungen  ein  paralleles  Fort- 
rücken des  Körpers  ohne  Drehung  um  eine  der  Hälfte  des  Parallelo- 
grammes AB  CD  proportionale  Linie  bewirkt  wird. 

Ueberhaupt  also  erzeugen  zwei  einafider  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  ein  auf  der  Ebene  der 
Axen  perpendiculares  Fortrücken,  welches  dem  Producte  aus  dem 
gegenseitigen  Abstände  der  beiden  Axen  in  den  Drehungsunfikel  pro- 
portional ist. 


I 


Berückricliti^nng  ihrer  Zeiehm  propottiotul     Diese  Svmw  i 
^«ii;h  <]«TD  Dreiecke  ABC.     Mithin  rackt  jedeiPooctd 
nod  fo^Uch  dirr  Körper  eeÜMt,  perpeiuiicalAr  aaf  deivelbra  «H^ 
der  Drei«cksä2fh«  ABC  propotdonale  Grösse  fort. 

Zuastz.  Auf  j^eicbe  Art  wird  bewiews.  da»  auch  bei  esne^ 
inebneit%en  ebenen  Vieleck,  wenn  jede  winer  Sevten  nach  der 
Ricbtnnc  KFOonimen  wird,  nach  welcher  eie  von  einem  den  Pen- 
neter  der  Vielccki  bnchreibeiiden  Pancte  durchlaofen  wird,  der  tun 
jede  Seite  am  einen  ihrer  Län^  pToportioiialen  Winkel  ^{edrelue 
KSrper  perpendicolar  auf  der  Ebene  de«  Vieleck«  am  eine  der 
FWbe  de«  letzteren  proportionale  Linie  fortrückt. 

Dieses  parallele  Fortrücken  des  Körpers  findet  »elbst  dann  statt, 
w«nn  das  Vieleck  kein  eben»  ist.  Denn  sind  z.  B.  A.  B.  C,  D 
vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Pancte.  so  bewirken  die 
Dxdiaiigta  AB,  BC,  CA  ein  aof  der  Ebene  ABC  peipeadicolares 
Fntrvdccn  und  die  Drehungen  AC,  CD,  DA  ein  anf  der  Ebene 
ACD  peipendicalare«  Fortrücken.  Von  der  einen  Seite  redaciren 
«ich  aber  diese  sechs  Diehangen  auf  die  vier  AB,  BC,  CD,  DA. 
indem  «ich  CA  und  AC  Eegen  einander  aufheben,  and  von  der 
anderen  erzeugen  zwei  Terschieden  (^richtete  parallele  Fortrückungen 
in  Verbindung  ein  paralleles  Fortrücken  nach  einer  mittleren  Rich- 
tung. 

§.  **.  Seien  wiederum  A,  B.  C,  D  die  vier  Ecken  eines  Paral- 
lelogrammes  in  ihrer  Aufeinanderfolge,  so  sind  die  zwei  Drehiuigeu 
AB,  CD  gleichwirkend  mit  den  dreien  AB,  BC,  CA,  indem  erstere 
sowohl  (§.  6),  als  letztere  (§.  7),  ein  dem  Inhalte  des  Dreiecks  ABC 
proportionales  und  auf  seiner  Ebene  perpendi ciliares  Fortrücken  nach 
derselben  Seite  hervorbringen.  Mithin  sind  auch ,  wenn  auf  beiden 
Seiten  die  Drehungen  BA,  CB  hinzugefügt  werden,  die  zwei 
Drehungen  CB  und  CD  gleichwirkend  mit  der  einzigen  CA:  d.  h. : 
Zwei  Drehungen,  deren  Aren  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  lassen 
sich  2U  einer  einzigen  zusammensetzen,  welche  der  Richtung  ihrer  Axe 
und  Grösse  nach  durch  die  Diagonale  eines  Parallelogrammes  ausge- 
drückt wird,  in  welchem  die  anliegenden  Seilen  ihrer  Richtung  und 
Grösse  nach  die  ersteren  Drehungen  torstellen. 
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Zusatz.  Aus  der  Zusammensetzung  zweier  Drehungen,  deren 
Axen  sich  schneiden,  muss  sich  die  Zusammensetzung  von  Drehungen 
um  parallele  Axen,  als  ein  specieller  Fall  der  ersteren,  herleiten 
lassen,  da  parallele  Axen  auch  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden.  Indessen  lässt  sich 
dieser  besondere  Fall  auch  unmittelbar  durch  Anwendung  des  in 
§.  6  erhaltenen  Satzes  behandeln. 

Seien  AB  CD  und  FGHI  (Fig.  6)  zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Parallelogramme  und  ihre  Flächen  auch  dem  Zeichen  nach  einander 
gleich,  so  dass  durch  die  Folgen  ABC  und  FGH  einerlei  Sinn  der 
Umdrehung  ausgedrückt  wird.  Alsdann  haben  die  Drehungen  AB 
und  CD  gleiche  Wirkung  mit  den  Drehungen  FG  und  HI,  da 
jedes  dieser  Paare  von  Drehungen  ein  auf 
der  Ebene  ihrer  Axen  perpendiculares,  nach 
einerlei  Seite  gerichtetes  und  dem  Inhalte 
des  Parallelogrammes  proportionales  Fort- 
rücken hervorbringt.  Es  heben  sich  daher 
die  vier  Drehungen  AB,  CD,  GF,  IH 
gegen  einander  auf.  Werden  nun  noch,  was 
immer  möglich,  die  zwei  Parallelogramme 
in  einer  solchen  Lage  gegen  einander  an- 
genommen, dass  CD  und  GF  in  dieselbe^ 
Gerade  fallen  und  darin  einerlei  Richtung 
haben,  so  ist  diese  Gerade  parallel  mit  AB 
und  IH  und  liegt  zwischen  ihnen  in  Ab- 
ständen, die  sich  wegen  der  Gleichheit  der  Parallelogramme  wie 
IH  :  AB  verhalten.  Dabei  werden  die  Drehungen  CD  und  GF 
gleichwirkend  mit  der  einzigen  CD-^-  GF,  und  wir  schliessen  daher: 

Wenn  von  drei  Drehungen  um  parallele  Axen  in  einer  Ebene 
die  Drehung  um  die  mittlere  Axe  den  entgegengesetzten  Sinn  der 
beiden  anderen  hat  und  der  Summe  derselben  gleich  ist,  und  wenn 
die  mittlere  Axe  von  den  beiden  anderen  sich  in  Abständen  befindet, 
die  sich  umgekehrt  wie  die  Drehungen  um  dieselben  verhalten,  so 
heben  sich  die  Drehungen  gegen  einander  auf. 

Wie  hiemach  Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  zu  einer  dritten 
verbunden  werden  können,  ist  ohne  weiteres  Erörtern  klar. 


Fig.  6. 


§.  9.  Wenn  in  dem  Vorhergehenden  gezeigt  wurde,  wie  zwei 
oder  mehrere  Drehungen  ein  paralleles  Fortrücken  hervorbringen, 
und  wie  zwei  Drehungen  sich  zu  einer  einzigen  zusammensetzen 
lassen,  so  war,  wie  sich  schon  aus  den  dort  angewendeten  Schlüssen 
ergab,  die  Ordnung,  in  welcher  man  die  zwei  oder  mehrere  Drehungen 


auf  einander  folgen  Ue«*,  ganx  wiDküHich.     Es  ÜHt  ndi  iber  ttise 

Wülkär  in  der  Aofeinanderfolge  onendlicb  kl<-nn^  Dr^huneen.  al>- 
(^«sefaen  von  jenen  fpecieÜen  PäUlen.  auch  aQgemem  darthon.  8iie 
bildet  einen  Fandamentalaatx  in  der  Theorie  Aez  DiehunK^a  ii2id 
gründet  «ich  daianf  dasa  die  Wpge,  welche  swei  einander  unendlieb 
nahe  Pnncte  dt*  Köipen  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  de»- 
•elben  beschreiben,  alt  zwei  einander  gleiche  PaiaUelen  za  be- 
trachten lind. 

Wenn  daher  der  Ponct  A  {Fig.  7,«   bei  der  I^hong  FG    den 
Weg  AB,   und  bei  der  Diehang  HI  den  Weg  AD  beacbieibt.   so 
wird  er,    wenn    nach    der   eisten  dieser   Drehungen   die    zweite  BI 
erfolgt,   Ton  B  aas.   als  von  einem  Poncle, 
dessen    Lage   gegen   die    Axe    Hf  ron    der 
Laife   des  A   gegen   dieselbe   Axe    nur   mfc- 
endlich    wenig    verschieden    ist,    einen    dem 
AD  gleichen    und   paraSeien  Weg   zurück- 
legen.   Ist  er  aber  suerst  durch  die  Drehung 
HI  Ton   A    nach    D   gebracht   worden,    so 
wird  er,  wenn  tiieraof  die  Drehung  FG  ge- 
schieht,  ron  D  aus  einen  Weg.   gleich  und 
f,^  y  parallel  mit  A  B,  beschreiben.    Mag  al«o  ni- 

erat die  Drehung  FG  uad  nachher  die 
Drehnng  HI  oder  un^kehrt  erfolgen,  so  wird  der  Ponct  A  immer 
nach  der  vierten  Ecke  C  des  Parallelograrontes  gelangen,  dessen  drei 
übrige  Ecken  in  ihrer  Folge  B,  A.  D  sind.  Da  nun  dasselbe  auch 
von  allen  übrigen  Puncten  des  Körpers  gut,  so  scbliessen  wir,  dase 
die  durch  zwei  unendlich  kleine  Drehungen  um  zwei  verschiedene 
Axen  bewirkte  Vcrriickung  unabhängig  ist  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen,  Da  endlich  von  irgend  zwei  Complexionen  dreier 
oder  mehrerer  Elemente  die  eine  aus  den  anderen  durch  fortgesetztes 
Vertauschen  zweier  nebeneinanderstehender  Elemente  hergeleitet 
werden  kann,  so  erhellt,  dass  auch  die  durch  drei  oder  mehrere 
Drehungen  bewirkte  Totalverrückung  von  der  Ordnung,  in  welcher 
die  Drehungen  auf  einander  folgen,  unabhängig  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  auch  die  im  vorigen  §.  in 
Anwendung  gekommenen  Sätze  beweisen,  nämlich,  dass,  wenn  eine 
oder  mehrere  Drehungen  gleiche  Wirkung  mit  mehreren  anderen 
Drehungen  haben,  die  ersleren,  in  Verbindung  mit  den  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  genommenen  letzteren,  den  Körper  unverrückt 
lassen,  und  dass,  wenn  mehrere  Drehungen  einander  aufheben,  eine 
oder  etliche  derselben  gleichwirkend  mit  den  entgegengesetzt  ge- 
nommenen übrigen  sind. 
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Denn  sind  die  Drehungen  ^£,  OD,  ...  gleichwirkend  mit  den 
Drehungen  FG,  HI,  ...,  so  sind  es  auch  AB,  CD,  ...,  GF,  IH,  ..., 
mit  FG,  HI,  ...,  GF,  IH,  ...;  letztere  aber  in  der  Ordnung  FG, 
GF,  HI,  IH,  ...  genommen,  heben  sich  paarweise  auf.  Mithin 
muss  auch  die  Totalwirkung  der  ersteren  Null  sein. 

Auf  ähnliche  Art  wird  auch  der  umgekehrte  Satz  bewiesen. 

§.  10.  Die  Art  und  Weise,  auf  welche  sich  nach  §.  4  und  §.  8 
zwei  oder  mehrere  Drehungen,  deren  Axen  in  dieselbe  Gerade  fallen, 
und  zwei  Drehungen,  deren  Axen  in  derselben  Ebene  liegen,  zu 
einer  einzigen  zusammensetzen  lassen,  ist  ganz  der  Zusammensetzung 
von  Kräften  analog,  deren  Richtungen  in  derselben  Geraden  oder 
in  derselben  Ebene  enthalten  sind.  Man  hat  nämlich  nur  Richtung 
und  Grösse  der  Kraft  mit  Axe  und  Grösse  der  Drehung  zu  ver- 
tauschen, um  aus  der  bekannten  Vorschrift  für  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  die  Vorschrift  für  die  der  Drehungen  abzuleiten.  Da 
nun,  wie  aus  der  Statik  bekannt  ist,  mit  Anwendung  des  Satzes  von 
Kräften,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  fallen,  und  mit 
Hülfe  des  Parallelogrammes  der  Kräfte,  alle  übrigen  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Kräfte  betreffenden  Sätze  sich  ergeben, 
so  erhellt,  dass  nicht  allein  in  den  vorhin  besonders  betrachteten 
Fällen,  sondern  auch  in  allen  übrigen,  zwischen  Kräften  und 
Drehungen  die  vollkommenste  Analogie  herrschen  muss.  Unter 
Anderen  werden  daher  alle  die  merkwürdigen  Eigenschaften ,  welche 
die  sogenannten  Kräftepaare  besitzen,  auch  Paaren  von  Drehungen 
etc.,  Paaren  von  einander  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Drehungen 
um  parallele  Axen  zukommen.  So  folgt  z.  B.  schon  unmittelbar  aus 
§.  6,  dass  ebenso  wie  ein  Ejräftepaar  auch  ein  Paar  von  Drehungen 
ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  in  seiner  Ebene  und  parallel  mit 
derselben  verlegt  werden  kann. 

Ueberhaupt  also :  Wenn  zwischen  mehreren  auf  einen  frei  beweg- 
lichen Körper  wirkenden  Kräften  Gleichgewicht  stattfindet^  wird  auch 
der  Totaleffect  von  Drehungen^  deren  Axen  die  Richtungen  der  Kräfte 
sind  und  deren  Grössen  sich  wie  die  Intensitäten  der  Kräfte  verhalten, 
Null  sein,  Oder  kürzer  ausgedrückt :  Halten  die  ihrer  Sichtung  und 
Intensität  nach  durch  die  Linien  AB,  CD,  EF,  . . .  dargestellten 
Kräfte  einander  das  Gleichgewicht,  so  bringen  auch  die  Drehungen 
AB,  CD,  EF,  ...  in  Verbindung  keine  Verrückung  hervor. 

Insbesondere  fliesst  hieraus  noch,  dass  —  da  drei  oder  mehrere 
auf  einen  Körper  wirkende  Kräfte  sich  immer,  wo  nicht  auf  eine, 
doch  auf  zwei  reduciren  lassen,  —  dass  auch  Drehungen  in  beliebiger 
Anzahl  immer  auf  wenigstens   zwei  zurückgeführt  werden  können. 


i^M  B  fS  ■»  ^a  äff-l  < 


f.  11.      Dir   swiMAa    Kiiftea   «ad   Du  fc  11,1  ■ 

«cdE««ri%.    Eine  cinaeliie  Knft  wird  b«<tiMi  d 
öl  wddMT  iic  wnkt,  dsnch  Sm  defpdi  wB^rtf  Rirhlwg  ü 
fimiiim.    m^   AmtA    Hat  Gtümt.     Dk  WUn^  ■»e 
iricidmt  pMEsIlelen  and  tnipyiBp«t(n«ii  Ksifte.  oder  1 

(MtTM,  wird  tw-timmt  durch  irf>aid  öoe  nrf  d«  Btoir  d«  I^ans 
perpvaäirviMn  Ltoie.  durch  dm  Sinn  der  Drefanne  1 
oBil  durch  dM  Hoaeot  da  Pum  oder  des  Prodact  ans  dvr  1 
der  beiden  Kiifta  in  äa»  Entfenrnni;  von  der  anderen.  Dem  jedes 
andere  Fmar,  bei  wdelHn  die  genanoten  Stöcke  diecelbea  «nd.  bat 
nil  euCcfea  gleiche  Wirtang. 

Eben«»  ist  nun.  indem  man  fortrückende  Kod  diehaadc  B^ 
wegang  mit  einander  Tcrtanacbl.  eine  "r* ■*!■>»  Drefanng  dnrek 
ihre  Axe,  ihren  Sinn  und  ihre  Gröase  beMbnaa.  Ein  Paar  tbo 
Drefaiineen  aber  i«t  ei  durch  iri;end  eine  aof  der  Ebene  der  Axea 
beider  Drehongen  perpendicnlaic  Linie,  durch  die  Bichtnn^,  nach 
welcher  der  K&iper  in  dieaer  Linie  (OTtg«r6ckt  wird,  and  durch  die 
OiAmc  dfawa  Fortrfidteiu,  welche*  nach  §.  6  dem  Prodaete  aas  der 
einen  dar  baiden  Drehung«»  ü  den  gegenaeitigen  Abstand  der 
betden  Axeo  gkich  ist  und  daher  analoger  Weise  das  Moment  de« 
Paarmi  von  I>TehuRi?en  heiasen  kann. 

§.  12.  Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  der  B^riff  des  Mo- 
menteti  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Axe,  auf  Drehungen 
anwenden.  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  drückt 
dii:  Orciitse  aus,  mit  welcher  die  Kraft  den  Körper,  an  welchen  sie 
angebracht  ist,  um  die  Axe,  wenn  diese  festgehalten  wird,  au  drehen 
strebt.  Denn  es  herrscht  Gleichgewicht,  wenn  die  Momente  zweier 
Kräfte,  welche  den  Körper  nach  entgegengesetzten  Richtungen  um 
eine  feste  Axe  zu  drehen  streben,  in  Bezug  auf  diese  Axe  einander 
gleich  sind.  Indem  wir  daher  das  Drehen  mit  dem  Fortrücken  ver- 
tauNchen,  wird  da«  auf  eine  Axe  MN  bezogene  Moment  der  Drehung 
Ali  der  Grösse  proportional  sein,  um  welche  die  mit  MN  Anfangs 
zusammenfallenden  Punctc  des  Körpers  längs  MN  durch  die  Drehung 
AH  fortgerückt  werden.  Folgende  Betrachtungen  werden  dieses  in 
no(;h  helleres  Licht  setzen. 

Wenn  erstens  MN  mit  j^S  in  einer  Ebene  liegt,  so  rückt  bei 
lier  Drehung   am  AB  jeder  Punct  dieser   Ebene  perpendicular  auf 
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derselben,  und  daher  auch  jeder  Punct  in  MN  perpendicular  auf 
MN  fort,  und  es  ist  folglich  das  Fortrücken  jedes  Punctes  in  MN 
längs  MN,  also  auch  das  Moment  der  Drehung  AB  in  Bezug  auf 
MN,  gleich  0,  eben  so,  wie  das  Moment  einer  Kraft  für  jede  Axe, 
die  mit  der  Kraft  in  einer  Ebene  liegt,  gleich  0  ist. 

Man  nehme  ferner  an,  dass  AB  und  MN  nicht  in  einer  Ebene 
begriffen  und  zuerst  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  einander 
geneigt  sind.  Alsdann  ist  es  möglich,  durch  AB  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  von  MN  rechtwinkelig  geschnitten  wird.  Durch  den 
Schneidepunct,  welcher  D  (Fig.  8)  heisse,  lege  man  eine  Linie  DC 
gleich  und  parallel  der  AB,  welche  mithin  in  letztgedachter  Ebene 
enthalten  sein  wird.  Nun  bewirken  die 
Drehungen  AB  und  CD  ein  auf  der  Ebene 
ABD  perpendiculares  und  daher  mit  MN 
paralleles  Fortrücken,  welches  der  Fläche 
ABD  proportional  ist.  Durch  diese  zwei 
Drehungen  wird  folglich  jeder  in  MN  fal- 
lende Punct  in  MN  selbst  um  eine  mit  pf 
ABD  proportionale  Grösse  fortgerückt.  Da  d 
aber  MN  mit  CD  in  einer  Ebene  liegt,  und 
daher  die  Drehung  CD  zur  Bewegung  der  j, 

Puncte  in  MN  längs  MN  nichts  beiträgt,  so  pig.  s. 

rückt  schon  durch  die  Drehung  AB  allein 

jeder  in  MN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleich  grosses  Stück 
fort,  welches  mit  ABD,  d.  i.  mit  dem  Producte  aus  der  Drehung 
in  den  Abstand  ihrer  Axe  von  der  Momentenaxe  proportional  und 
als  Moment  der  Drehung  ^  J3  in  Bezug  auf  MN  anzusehen  ist. 

Nimmt  man  den  durch  MN  ausgedrückten  Theil  der  Momenten- 
axe von  constanter  Länge,  so  kann  man  das  Moment  anstatt  dem 
Dreieck  ABD  auch  dem  Product  \MN ,  ABD  d.  i.  der  Pyramide 
ABMN  proportional  setzen.  Denn,  da  AB Myoji  MN  in  D  per- 
pendicular getroffen  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  die  P3rramide 
ABMN  einer  anderen  gleich,  welche  ABD  zur  Grundfläche  und 
MN  zur  Höhe  hat. 

Wenn  zweitens  die  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  AB  und 
MN  einen  schiefen  Winkel  mit  einander  machen,  so  beschreibe  man, 
um  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückzuführen,  um  ^J3  als  Dia- 
gonale ein  Rechteck  AFBG  (Fig.  9),  dessen  Seite  AG  mit  MN 
parallel  ist,  und  dessen  Seite  AF  folglich  einen  rechten  Winkel  mit 
MN  macht.  Hiemach  ist  die  Drehung  AB  gleichwirkend  mit  den 
Drehungen  AG  und  AF.  Von  diesen  bringt  erstere,  da  ihre  Axe 
A  G  mit  MN  in  einer  Ebene  liegt,  keine  Verrückung  der  Puncte  in 


6«0 


UebvT  die  ZaaammenseUiuig 


0 


Bjr.9. 


JA'.V  liknf^  WJV  herrcir.  Die  durch  die  Drehung  A  B  ««engte  Ver- 
rückiinfi;  iat  folf^licfa  einerlei  mit  der  durch  AF  ersev^ea.  d.  h.  die 
Drehangcn  AB  und  AF  haben  in  Bezug  auf  .U.V  einander  gleirhe 
Momente.  Nach  dem  Vorigen  i«t  aber  das  Mo- 
ment der  Drehung  AF  proportional  der  Pyra- 
mide AFMN,  und  diese  ist  gleich  der  Pyra- 
mide ABMN,  weil  beide  eine  gemeinschaftliche 
Gmnddäcbe  AMN  haben,  und  die  Linie  durch 
die  Spitzen  F  und  B  parallel  mit  AG,  folglich 
mit  MN,  folglich  auch  mit  der  Grundfläche  ist. 
Daa  Moment  der  Drehung  AB  ia  Bezug  auf  SIN 
ist  daher,  auch  bei  jeder  beliebigen  Lage  von  MN 
gegen  AB,  der  Pyramide  ABMN  proportional; 
d.  h.  es  wild  durch  die  Drehung  AB  jeder  in  die 
linie  MN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleiches  Stück  fortge- 
rückt; welches  Stück,  wenn  der  Abschnitt  MN  dieser  Linie  von 
constanter  Lünge  genommen  wird,  der  Pyramide  proportional  ist, 
welche  diesen  Abschnitt  und  die  die  Drehung  darstellende  Linie  A  B 
zu  gegenüberstehenden  Seiten  hat. 

Eine  nnmittelburc  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  die  durch  mehrere 
Drehungen  AB,  CD,  ...  bewirkte  Verrückung  längs  MN  für  alle 
Puncto  in  MN  von  gleicher  Grösse  ist,  nämlich  von  einer  Grösse, 
die  der  Summe  der  Pyramiden  ABMN -ir  ODMN -i- ...,  mit  ge- 
höriger Rücksicht  auf  ihre  Zeichen,  proportional  ist,  und  das  Moment 
de«  Systems  der  Drehungen  AB,  CD,  ...  in  Bezug  auf  die  Axe 
AfjV  genannt  werden  kann.  Und  da  nach  §§,  1  und  2  jede  Ver- 
rückung eines  Körpers  durch  zwei  Drehungen,  wenn  nicht  durch 
eine  einzige,  hervoi^ebracht  werden  kann,  so  wird  auch  durch  jede 
beliebige  Verrückung  jeder  Punct  einer  beliebig  gewählten  Axe  MN 
um  ein  gleich  grosses  Stück  längs  MN  verrückt  werden;  und  dieses 
Stück  wird  als  das  Moment  der  Verrückung  in  Bezug  auf  MN  an- 
zusehen sein. 


§.  13.  Zwischen  Kräften  und  Drehungen  herrscht  demnach 
auch  hinsichtlich  der  Momente  eine  vollkommene  Analt^e.  Denn, 
wie  sich  zeigen  lässt*),  kann  das  Moment  der  Kraft  AB  in  Besug 
auf  die  Axe  MN  geometrisch  durch  die  Pyramide  ABMN  darge- 
stellt werden.  Alle  die  merkwürdigen  Sätze,  welche  hinsichtlich  der 
Momente  von  Kräften  gelten,  finden  folglich  auch  biet  statt. 


*'•    Vctgl.  dei  Verfassere  Aufanti  im  4teD  B&nde  des  Crelle'aeheu  Joumsls 
1*9  und  deasGD  Lehrbuch  der  Statik  §.  59. 
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Dem  Satze  z.  B.  dass,  wenn  ein  System  von  Kräften  im  Gleich- 
gewicht ist,  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  des  Systems,  oder 
kürzer,  das  Moment  des  Systems,  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Axe 
Null  ist,  entspricht  folgender  Satz.  Wenn  mehrere  Drehungen  sich 
gegenseitig  aufheben,  so  ist  ihr  Moment,  d.  i.  die  Summe  der  Mo- 
mente der  einzelnen  Drehungen  in  Bezug  auf  jede  beliebige  gewählte 
Axe  Null.  Auch  folgt  die  Sichtigkeit  dieses  Satzes  schon  unmittel- 
bar aus  dem  vorhin  gegebenen  Begriff  des  Momentes  einer  Drehung. 
Denn  wenn  ein  Körper  nach  mehreren  Drehungen  in  seine  anfäng- 
liche Lage  zurück  gekommen  ist,  so  hat  auch  kein  Punct  desselben 
längs  einer  durch  den  Punct  gehenden  geraden  Linie  (Axe  des  Mo- 
mentes) seine  Läse  i?eändert. 

Da  femer,  wenl  die  drei  Momente  mehrerer  in  einer  Ebene 
wirkender  Kräfte  in  Bezug  auf  drei  die  Ebene  rechtwinklig  schnei- 
dende und  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Axen  einzeln  Null  sind, 
die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  können  auch  mehrere 
Drehungen,  deren  Axen  in  einer  Ebene  liegen,  wenn  ihre  drei  Mo- 
mente für  drei  auf  der  Ebene  normal  stehende  und  nicht  in  einer 
Ebene  enthaltene  Axen  einzeln  Null  sind,  keine  Verrückung  hervor- 
bringen. Uebrigens  folgt  auch  dieser  Satz  ganz  leicht  aus  der  von 
den  Momenten  aufgestellten  Erklärung.  Da  nämlich  alle  Drehungs- 
axen  in  einer  und  derselben  Ebene  sein  sollen,  so  muss  die  durch 
die  einzelnen  Drehungen  erzeugte  Bewegung  der  Puncte  der  Ebene 
auf  diese  perpendicular  sein ;  und  da  die  Momente  für  drei  die  Ebene 
perpendicular  schneidende  Axen  Null  sein  sollen,  so  haben  die  drei 
Schneidepuncte  gar  keine  Bewegung.  Diese  drei  Puncte  liegen  aber 
nicht  in  gerader  Linie,  weil  die  drei  Axen  nicht  in  einer  Ebene 
liegen  sollen;  und  wenn  drei  Puncte  eines  Körpers,  die  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  keine  Bewegung  haben,  so  ist  auch  der  Körper 
selbst  in  Buhe. 

§.  14.  Einer  der  fruchtbarsten  Sätze  in  der  statischen  Theorie 
der  Momente  ist  folgender.  Bestimmt  man  die  Momente  eines  Sy- 
stems S  von  Kräften  rücksichtlich  mehrerer  Axen,  und  kann  man 
nach  der  Richtung  einer  jeden  dieser  Axen  eine  Kraft  wirken  lassen, 
von  der  Grösse,  dass  alle  diese  neuen  Elräfte  einander  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  ist  die  Summe  der  Momente  von  S^  jedes  Moment 
vorher  mit  einem  Coefficienten  multiplicirt,  welcher  der  der  Axe  des 
Momentes  zugehörigen  Kraft  proportional  ist,  gleich  0*). 


*)  Vergl.  Lehrbuch  der  Statik  §.  93. 

Möl)ia&  Werke  I.  3q 
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Kärpgn  H  &ny  mf  mettw»  Axem,  md  kmmm  wtm  /^  &w  Ax^ 
TtftJnmfntinUlJmim,  Ha  m  mtettm  Vtrimibmtat  gm  imninr  rtriW», 
dan  tdlt  dtcM  tinitmgm  mmmader  ct^bio*.  t»  üi  Jü  Simmt  der- 
MomemU  der  Verrtohmtf,  jaim  Mummt  *trk^  mit  timm  Co^teiaUtm 
mmltfUimt,  wtleier  4mm  Ar  Jxt  4m  Mtmmlea  «ymUryw  Dnimga 
wäiid  froparHoHot  ÜC,  gltieA  IfaB, 

Der  Beweifl  dinea  Sslan  däxft«  sich  fblgeadeigault  am  eta- 
bchaten  i;eben  liwea.  Uaa  heaekltiiie  daidi  o,  j.  r,  ...  Quer  L^c 
UDil  Birhtiin^  asch  bvttBtiite  GenAen,  dnrcb  I,  w.  r.  ...  Zahlen; 
dareb  Of,  &..  ...  Abachnitte  der  Linien  a,  b.  ....  welche  lesp.  /,  w.  ... 
LiniennoheitMi  lao^  und;  durch  [a^  ij  endlirii  den  Inhalt  exots- 
PTianide,  welche  die  Ab«cbnitte  Of  und  ^^  i™  gegenoberliegeDdeB 
9ätat  h*t.  E«  bedatf  kaum  der  ErinnenuiK'  ■1'«  durch  m,  h,  t,  m 
der  tnlialt  der  Pyratnide  [a,  &.]  voHkommen  besdmnu  im,  wenn  aadl 
in  den  Linien  a  und  h  <lie  An&ngspuncte  der  Abschnitte  Of  and  i^ 
nnbeMimmt  KclaMen  werden.     .Auch  ict,  wie  man  leicht  kAx 

a,  =  t.a,.    [tf, t.J  =  / [«,  VI  =  •« t«i *.j  =  '«  [".  *.i  =  i«« *j. 
wo  a,   und  i,   eine  Linieneinbett  lange  Abschnitte   der   Linien  a,  ft 
bedeuten. 

Sei  nun  die  in  Bede  stehende  Veiruckung  durch  zwei  dm 
Zahlen  /,  u  proportionsiv  Urehunj^en  um  die  Axen  a  und  b  enengt 
w'fnim  (§.  12  *u  Endi-).  Sei  ferner  der  Toulpffect  der  DrehuncMi 
X,  y,  z,  ...  um  die  Axen  /,  y,  h,  ...  Null,  und  daher,  wenn  man  das 
Moment  dicHCH  8yateinH  von  Drehungen  das  einemal  auf  a.  Aas 
andcremal  auf  4  als  Axen  bezieht,  und  diesen  Axen  resp.  die  Längen 
/  und  u  giebt: 

l«,A)  +  [«,?,i  +  h '.=]  +  ...  =  '> 

oder 

^  h/.l  +  y  h  ?,]  +  ^  i«,  *,1  +  ■  -  =  11 

und  ebenso 

^  [«■■/,)  + y  f*.  ?■!+'[*■*,)+-  =  « 

Die  Hummc  dieser  zwei  Gleichungen  ist  aber  der  analytische 
Ausdruck  des  zu  beweisenden  Satzes.     Es  sind  nämlich 

1«,/,] +  [*./.].  [•",»,] +  [«.»,].  («,*,)+[».*,]■ 

u.  s.  w.,  die  Momente  der  durch  Oj  und  l^  bestimmten  Verrückung  in 
Itezug  auf  die  (gleich  langen)  Axen  (f,  g,  h,  ...),  und  diese  Momente 
haben  in  der  Öummengleichung  die  Coefficienten  x,  y,  z,  ... 

Iteispicl:  Sind  f,  g.  h  drei  eich  in  einem  Puncte  /  schnei- 
dende   und    in    einer    Ebene    liegende   Geraden,    so   ist    damit    ein 
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Parallelogramm  FGHI  seiner  Form  nach  gegeben,  dessen  Ecken 
Fj  G,  H  resp.  in  /,  ^,  A  liegen;  und  die  Drehungen  um  f^g^h 
heben  sich  auf,  wenn  sie  ihrer  Grösse  nach  mit  /jF,  G/,  1H  pro- 
portional sind.  Wenn  daher  jt?,  j,  r  die  Momente  irgend  einer  Ver- 
rückung in  Bezug  auf /*,  g^  h  sind,  so  ist 

IF.p+GI.q  +  IH.r  =  Q, 
so  wie 

IF.p+IH.r  =  IG,q. 

In  diesen  Gleichungen  ist  jedes  Glied,  z.  B.  IF .p,  positiv  oder 
negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Bichtung  IF  in  /  und  die  Eich- 
tung,  nach  welcher  die  in  f  fallenden  Puncto  längs  /  um  p  bei 
der  Yerrückung  sich  fortbewegen,  einerlei  oder  entgegengesetzt  sind. 

§.  ]  5.  Wenn  für  gegebene  Axen  sich  Drehungen  finden  lassen, 
welche  einander  aufheben,  so  werden  auch  Kräfte,  welche  die  Eich- 
tungen der  Axen  haben  und  den  Drehungen  proportional  sind,  das 
Gleichgewicht  sich  halten.  In  §§.  98  und  99  des  gedachten  Lehr- 
buches der  Statik  habe  ich  untersucht,  welchen  Bedingungen  die 
gegenseitige  Lage  von  zwei,  drei  und  mehreren  Eichtungen  unter- 
worfen sein  muss,  wenn  Kräfte  sich  sollen  angeben  lassen,  die  nach 
diesen  Eichtungen  wirkend  im  Gleichgewichte  sind.  Es  ergaben 
sich  hierbei,  wenn  die  Anzahl  der  Eichtungen  kleiner  als  sieben  war, 
gewisse  positive  Bedingungen  für  ihre  gegenseitige  Lage.  So  muss 
z.  B.  bei  vier  Eichtungen  jede  Gerade,  welche  drei  derselben  trifft, 
auch  der  vierten  begegnen.  Für  sieben  Eichtungen  dagegen  war  es 
im  Allgemeinen  immer  möglich,  Kräfte  zu  finden,  welche  nach  ihnen 
wirkend  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und  es  konnte  daher  eine 
ihrer  Eichtung  und  Intensität  nach  beliebig  gegebene  Ejraft  im  All- 
gemeinen immer  in  sechs  andere  zerlegt  werden,  deren  Eichtungen 
beliebig  gegeben  sein  konnten.  Der  Beisatz  »im  Allgemeinen«  wurde 
durch  die  negative  Bedingung  bestimmt,  dass  weder  alle  sechs  ge- 
gebene Eichtungen,  noch  einige  derselben  eine  solche  Lage  gegen 
einander  hatten,  bei  welcher  es  möglich  war,  nach  ihnen  wirkende 
Kräfte  zu  finden,  welche  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Bei  der  Analogie,  die  zwischen  Kräften  und  Drehungen  statt- 
findet, muss  daher  auch,  —  um  hier  nur  den  letzterwähnten  Fall  zu 
berücksichtigen,  jede  Drehung  und  somit  jede  Verrückung  überhaupt, 
sechs  anderen  Drehungen  um  eben  so  viele  von  einander  unab- 
hängige, sonst  beliebig  anzunehmende  Axen  gleichgesetzt  werden 
können,  so  dass,  wenn  ein  Körper  um  sechs  von  einander  unabhängige 
Axen  drehbar  ist,  er  auf  jede  mögliche  Weise  verrückt  werden  kann. 

36» 


I 


Zufolge  des  naget  |.  mnm  äch  • 
einer  Toncfamg  die  Homtmte  in  Bemg  ma£  ledbs  tdo 
— «»■Mtifnpgf  Af fn  gegAen  nsd,  nu  Qnieii  du  w»— n»«  fir  jede 
■iebente  Axe  Wleiteii  laawn.  Znle^  mxn  aiai&di,  wie  es  nach 
dem  oben  Benerktea  immer  möglich  i^t,  etne  DielitEng  im  die 
■iebente  Axe  in  secbe  Dreliaiigen  am  die  sedu  osterea.  lo  wird 
die  Snnme  der  Prodnete  aas  jeder  dieser  sechs  Drehnngea  in  dss 
anf  die  jedesmalig  Drehongsaxe  beai^ene  Uoment  der  Veirücktuig 
l^eich  sein  dem  Prodnete  «u  der  Drehung  um  die  debente  Axe  ia 
du  gctucbte  Moment  fär  dieselbe  Axe. 

§.  16.  Um  aacb  diese  ^Oe  durch  ein  Beispiel  xa  exläuiem, 
wollen  wir  eine  Drehung  g  am  eine  belieb%  ge^bene  Axe  PQ  in 
Kcba  Drehungen  um  die  sechs  Kanten  einer  dretseit^en  Pyramide 
ABCD  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinanaltomnU,  eine  nach  Pd  ge- 
richtete Kraft  n  in  sechs  andere  nach  den  Kanten  von  ABCD  ge- 
richtete —  so  serlegeti  snebett.  Dieses  moss  möglich  sein,  da.  ivie 
man  leicht  wahrnimmt,  von  sechs  KiÄften,  welche  nach  den  sechs 
Kauten  einei  Pyramide  wirken,  keine  die  Besoltante  von  dm  fünf 
äbrigen  oder  von  etnigen  derselben  sein  kann. 

Zur  lAung  dieser  Aufgabe  mag  die  in  §,  102  meines  Lehr- 
buches angegebene,  auf  den  Hauptsatz  in  der  Theorie  der  Momente 
gegründete  Methode  dienen.  —  Seien  die  gesuchten  Drehungen  um 
die  Axen: 

AD,  BD,   CD,  BC,  CA,  AB 
resp.  =  a,       ß,        y,       8,        t,       >. 

Indem  wir  nun  die  Momente  sämmtlicher  Drehungen  auf  eine 
Wliebig  zu  wählende  Axe  X  Y  beziehen ,  ist  das  Moment  einer  so- 
wohl hinsichtlich  ihrer  Axe  als  ihrer  Grösse  durch  A  D  au^edrücktea 
Drehung  gleich  der  Pyramide  ADXY;  folglich,  wenn  die  Grösse 
nicht  AD  sondern  1  ist: 


1 
''AD 


ADXY, 


u  id  wenn  a  die  Grösse  der  Drehung  ausdruckt- 
=  ~  ADXY. 
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Eben  so  ist  das  Moment  der  Drehung  ß  um  die  Axe  BD 

etc.  Da  nun  die  Drehungen  a,  /5?,  ...,  C  um  die  Axen  AD^  BD, 
,..,  AB  gleiche  Wirkung  mit  der  Drehung  q  um  die  Axe  PQ  haben 
sollen,  80  ist  nach  dem  Satze  von  den  Momenten  (§.  13): 


I) 


^ADXY+^BDXY+-l^CDXY 


U^PQxr. 


Man  lasse  jetzt  die  willkürlich  zu  nehmenden  Puncte  X  und  Y 
mit  A  und  D  zusammenfallen,  so  wird  jede  der  fünf  Pyramiden 
ADXY,  BDXY,  CDXY,  CAXY,  ABXYJfvLÜ.  und  die  Glei- 
chung I)  reducirt  sich  auf: 

1)  -^BCAD  =  ^PQAD. 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich,  wenn  man  XY  nach   und  nach  mit 
BD,  CD,  BC,  CA,  AB  coincidiren  lässt: 

2)  -^  CÄBD  ^  y^-  PQBD, 

3)  -^ABCD  =  ^PQCD, 

4)  -^ADBC==^PCiBC, 

5)  -^BDCA  =  ^PQCA, 

6)  -^CDAB  =  ^PQAB. 

Durch  diese  sechs  Gleichungen  werden  aber  die  Grössen  der 
Drehungen  er,  /^,  y,  d,  «,  ^  vollkonmien  bestimmt.  Sind  nun  von 
irgend  einer  Verrückung  die  Momente  in  Bezug  auf  die  Axen 

AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB,  PQ 
resp.  =  a,        b,        c,       d,       e,       f,       r, 

so  ist  nach  §.15: 

aa  +  6/:?  +  cy  +  rfd  +  ee  +f^  =  tq 

oder  wenn  man  für  a,  ß,  ,,,,  C  ihre  Werthe  aus  1),  ...,  6)  setzt  und 
dabei  berücksichtigt,  dass  die  Pyramiden  BCADy  CABD  .,.  nicht 


I  « 


.AD.PQBC+l.BD.PQCA  +  e.CD.FQAB 

.BC.PQAD  +  i    CA.PQBD-^/.AB.FQCD 

.  PQ .  ABCD, 

>  <ier«v 
ABCDPQ  ^A  üt  MnaiMi  t,  t,  ...,/ ä 
■aatn  <g rjii»li  ABCP  J.  A«.  pgfa»  «^  ^.1 
denc]bca  Tcnvcba^  fir  PQ  fiades  fcu«. 

i-  17.    Zaiätx«;    a)  Sahtfitnfn  B«  tB  der  GkichsBg  I)  fir 

tt,  Jf,  ....  f  ülrc  W«Tthe  an*  I).  ...,  &j,  K>  lunmu 

(     BCPQ.ADXY+CAPQ.BDXr+ABPQ.CDXT 
tm    1+  AVPQ . BCXT+  BDPQ .CAXT+  CDPQ  ABXY 
I  =  ABCD.PQXT. 

ein«  BeUtiOB  xwiMben  rietseim  Pfmm<]«n  bei  einem  bdiehir   es- 
s  8f  ■teme  ron  aeht  Paaclen  im  Ham«*   deren  Sjmaietrie 
I  ABCD.  PQ,  Xy  in  die  An^en  sprineL 
^  LiHt  nun  Je  y  mit  PCt  zoMnunen&ülea ,    m  ledoiärt    üch 
m)  aiT: 

IV)       BCPQ.ADPQ  +  CAPQ.BDPQ 
+  ABP<l.CDPÜ—,0 
eine  BeUtion  xwis<:hen  «echj  Pyramiden  bei  acht  Puncten  im  Bannie*^ 
c)  8etzt  man  in  IV}  fax  die  aecha  Pyramiden  ihre  ans  1).  ...,  6) 
flieaaenden  Werthe,  ao  erliält  man^ 

*'  AD  •  BC  ^  BD  •  CA  ^  CD  '  AB 
welchen  die  KcUtion  ist,  die  zwi»cben  »echs  Drebangen  a,  ,..,  Z  am 
die  Kanten  AD,  ...,  AB  einer  Pyramide  stattfinden  müssen,  wenn 
»ich  die  Drehungen  auf  eine  einzige  sollen  redacireo  lassen;  —  also 
auch  die  Bedingung^leichung ,  wenn  sechs  nach  den  Kanten  einer 
Pyramide  gerichtete  Kraft«  o,  . . . ,  ^  mit  einer  einzigen  Kraft  gleiche 
Wirkung  haben  sollen. 

§■  1 8.    Der  Satz,  dass  ein  Körper  yollkommen  frei  beweglich  ist, 
wenn  er  um  secha  von  einander  unabhängige  Axen  gedreht  werden 


■,  Lehrbuch  der  Sutik  f.  63, 1. 
**)  Letztere  Kelation    findet   lich  bereit«  in  de«  Verfuien  Baiyeentxiaehem 
Caleul  f.  170  gegeben. 


A 
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kann,  gehört  unstreitig  zu  den  merkwürdigsten  in  der  Theorie  der 
Drehungen.  Ein  Fall,  in  welchem  man  sich  von  diesem  Satze  sehr 
leicht  ohne  alle  Rechnung  überzeugen  kann,  ist  der,  wenn  zu  den 
sechs  Axen  die  sechs  Kanten  DA^  DBy  DC, 

BC\    CA\    Äff  (Fig.  10)    eines  Parallele-  j^ jy 

pipedums    genommen    werden.      A^    J9,    C         y 

sind  bei  demselben  die  der  Ecke  D  zunächst     ^p — 

liegenden  Ecken,  und  -4',  B\  C,  If  liegen       \ 

den  -4,  J9,  C,  D  diagonal  gegenüber.  \    y^        \    X'' 

Jede  Verrückung  kann  nämlich  in  eine       n^ -^ 

Drehung   um  einen  beliebig  zu  nehmenden  pj^  ^^ 

Punct  D  und  in  eine  parallele  Fortrückung 

aufgelöst  werden.  Hiervon  lässt  sich  die  Drehung  um  D  in  drei 
andere  a,  /?,  y  um  drei  durch  D  gehende  Axen  Z)-4,  DB^  DC 
zerlegen,  und  ebenso  kann  man  die  parallele  Fortrückung  in  drei 
andere  zerlegen,  welche  hier  auf  den  Ebenen  5C,  CA,  AB  perpen- 
dicular  seien.  Für  die  auf  BC  perpendiculare  Fortrückung  aber 
können  zwei  Drehungen  /?',  — /?'  um  zwei  parallele  Axen  CA'j  DB 
dieser  Ebene  gesetzt  werden.  Verwandelt  man  nun  ebenso  die  auf 
CA  und  AB  perpendicularen  Fortrückungen  in  die  Drehungen 
/,  — /  um  AB'^  DC  und  in  die  Drehungen  a',  — a'  um  J9C",  DA, 
so  wird  die  ganze  Verrückung  reducirt  auf  die  sechs  Drehungen : 

a-a-,     ß-ß',     y-Y',      a',         §>,         / 
um  die  Axen 

DA,        DB,         DC,      BC,     CA',    AB'. 

Zur  Bestimmung  der  Werthe  von  a,  a',  ß,  ...,  wenn  irgend 
eine  Drehung  q  um  eine  Axe  PQ  gegeben  ist,  die  in  Drehungen 
um  die  sechs  Axen  DA,  DB,  ...  zerlegt  werden  soll,  kann  man 
wiederum  die  vorhin  erläuterte  Methode  mit  Vortheil  anwenden. 
Man  schreibe  für: 

DA,    DB,     DC,    BC,     CB,    AB',     PQ 

der  Kürze  wegen 

a,  b,  c,  a,  b',         c',  r 

und  verstehe  ebenso  unter  ab',  ar,  ...  die  Pyramiden  DACA', 
DAPQ,  ...  Alsdann  ist,  wie  in  §.  16,  wenn  man  die  Momente 
sämmtlicher  Drehungen  auf  die  unbestimmte  Axe  x  bezieht: 

a  —  a'         .   ß  —  ß'  ,      ,    y  —  y' 
a  0  c 

+  ^a'x  +  ^b'x  +  ^  c'x  =  -^rx. 
a  b  c  r 


wenn  man  x  der  Reihe  nach  mit  b,  b',  c,  c'  identisch  werden  ISsst 
Mittelst  dieser  Gleichungen  aber  werden  die  sechs  Drehungen 
a,  ,..,  /  durch  die  Drehung  'p  und  durch  die  Lage  der  Axe  der 
letzteren  gegen  die  Axen  der  ersteren  bestimmt,  me  verlangt  wurde. 
LJisst  man  in  der  Hauptglcichung  x  noch  mit  r  zusammen- 
fallen, und  eubstituirt  dann  für  ar,  br,  ...,  c'r  ihre  durch  die  sechs 
letzten  Gleichungen  bestimmten  Werthe,  so  ergiebt  sich  nach  leichter 
Reduction:  ....  - 

ab         o      c         c      a 
und  dies   ist  die    Bedingung,    unter    welcher    sich    im    vorliegenden 
Falle  die  sechs  Drehungen  «,...,  y    auf  eine  einzige  reduciren  lassen. 

§.  19.  In  dem  Bisherigen  ivutden  die  Axen,  um  welche  ein 
Körper  nach  und  nach  gedreht  wird,  als  unbeweglich  betrachtet. 
Indessen  ist  dieses  nicht  durchaus  nothwendig.  Denn*  unter  der 
hier  immer  geltenden  Voraussetzung,  dass  jeder  Drehungswinkel 
unendlich  klein  sei,  sind  zwei  gleiche  Drehungen  a  um  zwei  ihrer 
Lage  nach  unendlich  wenig  verschiedene  Axen  a  und  o'  (d.  h.  um 
zwei  Axen,  deren  kürzester  Abstand  von  einander  und  deren  gegen- 
seitige Neigung  unendlich  klein  sind)  als  gleichwirkend  anzusehen, 
indem,  wenn  ein  Punct  A  durch  die  Drehung  «  um  a  von  A  nach 
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Bj  und  durch  die  Drehung  a  um  a  von  A  nach  B'  gebracht  wird, 
BR  eine  unendlich  kleine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist,  während 
AB  und  AB'  von  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Gesammtwirkung 
von  mehreren  Drehungen  wird  folglich  noch  dieselbe  sein,  wenn  wir 
die  Drehungsaxen  mit  dem  beweglichen  Körper  selbst  fest  ver* 
bunden  annehmen;  als  wodurch  es  geschieht,  dass  bei  jeder  Drehung 
die  Axen  aller  jedesmal  übrigen  Drehungen  um  ein  unendlich 
Weniges  mit  verstellt  werden. 

§.  20.  Der  Umstand,  dass  eine  unendlich  kleine  Veränderung 
der  Lage  der  Axen  auf  die  Lage  des  um  sie  gedrehten  Körpers 
keinen  Einfluss  hat,  kann  uns  veranlassen,  unsere  Betrachtung 
noch  weiter  auszudehnen  und  mit  einem  Systeme  von  sechs  Axen 
z.  B.,  welche  der  Beihe  nach  a,  5,  c,  c?,  e,  /  heissen,  sieben  Körper 
Aj  B,  ...,  F,  G  dei^estalt  fest  verbunden  anzunehmen,  dass  A 
und  B  um  die  gemeinschaftliche  Axe  a,  B  und  C  um  die  ge- 
meinschaftliche Axe  i,  und  C  und  D  um  o,  u.  s.  w.  gedreht 
werden  können.  Bleibe  nun  -4,  folglich  auch  a  in  Buhe,  und  werde 
B  mit  den  übrigen  Cj  D,  ..,y  G  als  ein  festes  Ganzes  um  a  um 
den  Winkel  a  gedreht.  Man  drehe  hierauf,  während  A  und  J9, 
mithin  auch  a  und  b  in  Buhe  bleiben,  den  Körper  C  in  unge- 
änderter  Verbindung  mit  den  übrigen  Körpern  Z),  ...,  G  um  b  um 
den  Winkel  /?,  u.  s.  w.,  und  endlich  den  Körper  G  allein  um/ 
um  den  Winkel  C,  während  alle  vorhergehenden  Körper  -4,  ,..,  F 
unbewegt  bleiben.  Nach  allen  diesen  Drehungen  wird  der  Körper 
G  seine  Lage  eben  so  geändert  haben,  als  wenn  er  nach  und  nach 
um  die  festen  Axen  a,  i,  ...,/  resp.  um  die  Winkel  a,  ß,  ...,  C 
gedreht  worden  wäre.  Da  nun  durch  die  eben  beschriebenen  sechs 
Drehungen  das  System  der]sechs  Körper  J9,  C,  ...,  G  in  jede  von  der 
anfänglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage,  die  es  dem  Zu- 
sammenhange der  Körper  durch  die  Axen  gemäss  anzunehmen  ver- 
mag, gebracht  werden  kann,  und  da  ein  um  sechs  von  einander  unab- 
hängige Axen  drehbarer  Körper  jeder  Verrückung  fähig  ist,  so 
schliessen  wir: 

Wetm  von  mehreren  Körpern  ^  in  einer  gewissen  Ordnung  ge- 
wonneny  Je  zwei  nächstfolgende  um  eine  gemeinschaftliche  Axe  drehbar 
sindj  so  hat,  toenn  der  erste  festgehalten  wird,  erst  der  siebente  eine  voll- 
kommen freie  Beweglichkeit,  und  dieses  auch  nur  dann,  wenn  die  sechs 
diese  sieben  Körper  verbindenden  Axen  in  eine  von  einander  unab- 
hängige  Lage  gebracht  werden  können. 

Als  einfaches  Beipiel  hierzu  kann  umstehende  Figur  dienen, 
wo  von  sieben  Quadraten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  je  zwei  nächstfolgende  eine 


Ueber  die  Zi 
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S<.-tte  gemein  haben.  Denkt  man  sich  diese  Seite  als  Axe,  um 
welche  dit-  zwei  durch  sie  verbundenen  Quadrate  drehbar  sind,  so 
kann  gegen  das  erste  Quadrat  erst  daa  siebente  in  jede  beliebige 
Lage    —   allerdings    nur   innerhalb    gewisser    Grenzen    —   gebracht 


c, *- 


werden.  Die  hierzu  erforderliche  Unabhängigkeit  der  Axen  ergiebl 
sich  daraus,  das§  man  mit  den  sieben  Quadraten  in  ihrer  Verbindung 
einen  Würfel  überdecken  kann,  bei  welchem  die  zwei  nächstfolgen- 
den Quadraten  gemeinschaftlichen  Seiten  AD,  DB,  BA\  A'D', 
T^B',  B'A  eine  solche  Lage  gegen  einander  haben,  dass  zwischen 
Kräften,  welche  die  sechs  Seiten  zu  ihren  Richtungen  haben,  kein 
Gleichgewicht  möglich  ist.  —  Sehr  leicht  kann  man  sich  von  der 
vollkommenen  gegenseitigen  Beweglichkeit  der  beiden  äussersten 
Quadrate  auch  durch  Proben  überzeugen,  wenn  man  die  Figur  etwa 
in  steifem  Papier  ausschneidet  und  dasselbe  nach  den  Seiten  bricht, 
in  denen  die  Quadrate  aneinander  grenzen. 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung,  dass  uns  der  eben  erläuterte 
Satz  zum  Aufscbluss  über  eine  von  der  Matur  bei  den  GUedmaasseu 
der  Krebse  {und  wahrscheinlich  auch  anderer  Insecten)  getroffene 
Einrichtung  dienen  kann.  Bei  diesen  Thieren  bestehen  nämlich  die 
Beine,  so  wie  auch  die  Gliedmaassen,  an  deren  Enden  die  Scbeerea 
sitzen,  aus  sechs  Gliedern,  die  unter  sich  und  mit  dem  Körper  selbst 
durch  sechs  Axengelenke  verbunden  sind*).  Hierdurch  aber  wird  nach 
dem  Vorigen  der  Zweck  erreicht,  dass,  während  der  Körper  ruht, 
das  äusserste  Glied  jedes  Beines  vollkommen  freie  Beweglichkeit  hat. 


*)  Observationes  de  seeleto  aataci  Suviatilis  et  i 
Buctoie  C.  E.  Hasse.    LipsUe  1623  p.  27. 
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Formeln  durch  Hülfe  der  Lehre  von  den 
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l5ekannt  ist  die  yon  Euler  zuerst  aufgestellte  Formel 

aP  bP 

'     (a  —  b)(a  —  c) . . .  (a  —  m)       (b  —  a)(b  —  c) . . .  (6  —  m) 

mP 

'^  (m  —  a)(m  —  b),..{m  —  l)  "^  ^' 

wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  ist,  als  die  um 
1  verminderte  Anzahl  der  Elemente  a,  b^  ...,  ly  m,  und  auch  null 
sein  kann. 

Wenn  ich  nicht  irre,  hat  man  auch  bereits  gefunden,  dass  e» 
eine,  dieser  algebraischen  analoge,  trigonometrische  Formel  giebt, 
die  aus  der  ersteren  erhalten  wird,  wenn  darin  statt  der  einfachen 
Differenzen  a  —  5,  a  —  c,  b  —  c,  ...  in  den  Nennern  die  Sinus  der- 
selben, und  statt  der  Potenzen  von  a,  b,  c,  ...  die  Potenzen  der 
Sinus  oder  Cosinus  von  a,  i,  c,  ...  gesetzt  werden.  Indessen  dürfte 
die  folgende  Art  und  Weise,  wie  die  trigonometrische  Formel  aus 
der  algebraischen  hergeleitet  werden  kann,  neu  sein  und  vielleicht 
einige  Aufinerksamkeit  verdienen. 

Werde  die  Zahl  p  um  zwei  Einheiten  geringer  als  die  Zahl  der 
Elemente  angenommen  und  ihr  somit  ihr  grösstmöglicher  Werth  ge- 
geben. Man  ziehe  nun  fürs  Erste  den  speciellen  Fall  in  Betrach- 
tung, wenn  die  Elementenzahl  gleich  5  und  mithin  p  =  9  ist.  Die 
identische  algebraische  Formel  ist  alsdann: 

^ b^ 

(a  —  b){a  —  c)(a  —  d){a  —  e)'^(b  —  a)(b  —  c)(b  —  d)(b  —  e)'^'"  ~  "' 

oder,  wenn  man  statt  a,  5,  ...  resp.  a  —  a;,  b  —  a:,  ...  setzt: 

(a  —  x)^  (b  —  xy 

+  71 \fL         ML       AML r  +  ...  =  0^ 


(a  —  b)[a  —  c)(a  —  d)(a  —  e)  '    {b  —  a)[b  —  c)[b—d)(b  —  e) 
und  wenn  man  das  erste  Glied  in  die  übrigen  dividirt: 
A-)  ]_(6)_(c)_(rf)_(c)  =  o, 


Panct  Z  winksrÜeh.  vnd  »ecb  xaAtn  X,  A,  B,  C,  D. 

Mvf  die  Zeirhffn  ron  t.  m.  t.  ... 


XB 

XA 


CB\  iXB     DBi  I 
CA)  \XA      Da]\ 


XB 
XA 


BB\ 
EAf 


^ckfc  den  Prodact  so*  dm  dm  Dopp^KfaninsrniüItsiseen.  a*ck 
waleb«  eine  aod  dieselbe  lini«  £^  in  X  nnd  C.  in  X  and  D.  ä 
X  nnd  £  i;ethci)t  wird  {Bmtc.  Calc  §.  ISS;. 

ßo  DoppelsicbnittvvnhältaijM  hat  aber  die  merkwärdige  mad! 
•ehr  Incht  erwetaliche  Eigeiuchaft,  duc  »ein  Wenb  nagtSndal' 
bleibt,    wflio    aUtt   d^r   Linienab»clmiae .    die  daaadbe   faüdea,   die 

flinoM  dr-r  Wt'nkp]  fi;CTetzt  werden,  welche   die  von  einem  beliebJsTO. 

atu<M^halb  dfrr  üeraden  /  gelegenen  Poncte  O  nach  den  Endpancten 

der  Atjf.-hnitte  gezogenen  Geraden   mit  einander  machen,    and   das» 

hi*;ma<;h  z,  B. 

XB      CB  _  sin  XO.B     sin  COB 
XA       CA  ~  SLQ  XOA     sin  CO^  ' 

^(.-tzt   man   daher  die  nach   einer    und  derselben  Seite    gerechneten 

Winkel,  welche  die  Linien  OX,   OA,  OB,  ...,  OB  mit   OZ  machen. 

re«p,  gleich  tf,,  a,  fl,  ■/,  d,  t,  so  ist 

'j  —  x     h  —  c  __   XB^      CB  _  8in(iJ  — y)      sinl^— y) 
a  —  x     a  —  c~  XA  ''  CA  ~~ 


und  cl>en  so 


b  —  d 

''  a  —  d 


sin  (u 


'W-'/) 


-1)  "«(■'- 

-r) 

,a{i-D 

,m{„-l)- 

,m[ß-i) 
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Hiermit  wird 

,, .  sin  {ß  —  (pY  sin  (a  —  y)  sin  (a  —  ö)  sin  {a  —  e) 

'  ^  ~  sin  {a  —  <py  sin  {ß  —  y)  sin  [ß  —  d)  sin  {ß—e)' 

und  ebenso  findet  sich 

.  .  sin  (y  —  y)'  sin  (a  —  ß)  sin  (a  —  5)  sin  (a  —  «) 

^  ^        sin  (a  —  (py  sin  (y  —  ß)  sin  (y  —  d)  sin  (y  —  c) ' 

u.  s.  w.  Man  substituire  nun  diese  Werthe  von  (J),  (c),  ...  in  der  Glei- 
chung A')y  SO  kommt,  nach  Multiplication  mit  -: — -, ~ r-^. r : 

^      ^'  '  ^  sin  (a  —  ß) .,.  sm{a  —  e) 

sin  (a  —  y)' 
sin  (a  —  ß)  sin  (a  —  y)  (sin  (a  —  d)  sin  (a  —  e) 

j Bin  (jS^  —  y)^ ,         _^ 

^sin  (/^  —  a)  sin  {ß  —  y)  sin  (/^—  d)  sin  (//  —  e)  ^  •'•       "^ 

eine  Gleichung,  welche  identisch  sein  muss,  da  eben  so,  wie  die 
Grössen  x,  a,  J,  c,  c?,  0,  auch  die  Winkel  g>,  a,  /?,  y,  d,  €  von  ein- 
ander unabhängig  sind. 

Auf  gleiche  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  einer  beliebigen  Anzahl  n 
von  Winkel-Elementen  a,  /!?,  y,  ...,  f/,  v,  wenn  der  Kürze  wegen 

1 


sin  (of  —  ß)  sm{a  —  y)  . . .  sin  (a  —  v) 

1 

sin  {ß  —  a)  sin  (ß  —  y)  ...  sin  (ß  —  v) 

1 


=  M 


sin  (j/  —  of)  sin  (v  —  ß)  -^  sin  {v  —  ^) 
gesetzt  wird,  die  Gleichung  stattfindet: 

O)     [a]  sin  (a  — 9?)»-«+[/J]  sin  (/?  —  9?)»»-«  +  ...  +  [i/]  sin  (^— y)«-«  =  0. 

Ist    nun    erstens  n^    und  damit  auch  n  —  2,  eine  gerade  Zahl, 
so  lässt  sich  sin  (a  —  y)*^*  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwickeln : 

-4  4-  5  cos  2  (a  —  qp)  +  C  cos  4  (a  —  g))  +  ,,.  +  N  cos  (n  —  2)  (a  —  qp) 
=  -4  +  -B  cos  2a  cos  2 9?  -f- ...  -f- JVcos(»  —  2)a  cos(»  —  2)9? 
-f--B  sin2a  sin29)  -f- ...  +  -^8Ü^(»  —  2)a  sin(w  —  2) 9), 
wo  -4,  J9,  (7,  . . . ,  iV  von  n  —  2  auf  bekannte  Weise  abhängige  Zahlen 
bedeuten.  Verfährt  man  auf  dieselbe  Art  mit  sin(/?  —  v)^"*,  •••, 
sin  (j/  —  qp)'^*  und  substituirt  alle  diese  Entwickelungen  in  O),  so 
kommt  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  A^+  B^  cos2qp-f-  C^  cos  Aq) -{-.,.  +  N^  cos[n  —  2)q> 
-f-  Äj  sin  2(p  4-  C,  sin  49)  -h  . . .  +  -^1  sin  (w  —  2)q>, 

welche  für  alle  Werthe  von  q>  bestehen  muss.    Dieses  ist  aber  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  alle  die  Coefßcienten  -4^ ,  JS^ ,  J?, ,  (7| ,  (7^ ,  . . ., 


bc  dagegen  n  ungerade,  so  wird 

sili(o  —  ?)"""'  =  A'  8in{a  —  y) -}- B"  «in  3  (a  —  ^) 
+  C"  «n  5  («  —  » 1  -f-  . . .  +  A"  du  (i.  —  2)  (o  —  qr  J , 
wonoa,  dorcli  den  vorigen  ganz  analoge  Schlüsse,  die  FonnelBj^ 


I 


.!•  +  ■■■ 
'3f+... 


herrorgeben.     Ueberhaupt  also  bat  man: 

I)    W  '^.P'  +  W  Z.Pf+-  +l<''i  ^,^''  =  ». 

wo  p  absolut  kleiner  als  n,  und  » — ^  eine  gerade  Zabl  ist. 

Endlich  siebt  man  leicht,  wie  hierauE,  bei  derselben  Bestimmung 
von  p,  die  Formel 


H) 

w(i«r+w 

CM' 

+ 

...+[, 

'  \coa 

.f=0 

gefolgert  werden  kann. 

Zusatz.     Xocb  allgemeü 

ler  lässl 

:  .ich  die 

letzt« 

:re  Fonnel 

J«o 

darstellen : 

lU) 

Mi«--.. 

cos' 

■z) 

COS^ 

-V).. 

+  W^^OB^^~'^^ 

'»>- 

■I) 

ty- 

■*).. 

+ 

+  Wl°j'-(P) 

'"(>■— 

z) 

:>- 

If).. 

.  =  0, 
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wo    die   Anzahl  der  Elemente   9,  X)  ^1  •••  gleich  dem  vorigen  p^ 
also   um  eine  gerade  Zahl  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  Elemente 

«,  ß^  Yj  •••,  ^• 

Die   Richtigkeit   hiervon   erhellet   sogleich,    wenn   man  die    in 

[a]j  [/?],  ...,  [v]  multiplicirten  Producte  aus  Sinussen  oder  Cosinussen 

in  Summen  von  Sinussen  und  Cosinussen   der  Vielfachen  von  a,  ß, 

...j  V  verwandelt.     Denn  in  der  somit  umgeformten  Gleichung  wird 

zufolge  I)  jede  der  Summen  von  Gliedern,  welche  Gleichvielfache 

von  a,  /?,...,  V  enthalten,  für  sich  null  sein. 

Von  der  Formel  m)  lässt  sich  noch  eine  besondere  Anwendung 

auf  die   Kugel   machen.     Seien  A,  J9,   C,   ...  n  Puncte  in  einem 

grössten  Kreise   derselben,   und  P,  Q,  ...J9  Puncte,    welche  irgend 

ausserhalb  des  Ejreises  auf  der  Kugel  liegen.    Man  fälle  von  letzteren 

auf  den  Kreis  die  sphärischen  Perpendikel  PP',  QQ'y  . . . ,  und  setze 

die    sphärischen  Abstände  der  Puncte  Aj  B,  Cj  ..,  und  P',   Q',  ... 

von  einem  im  Ejreise  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  resp.  gleich 

of,  /?,  y,  ...  und  g>,  X)  •••7  so  ist  zufolge  jener  Formel: 

cos -4P',  cos -4 Q'...  cos  BP',  coa  BQ\.,  


sin  AB  .  sin  A  C  .  sin  AD  ,,.      sin  BA . sin  B C .  sin  BD  . . . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

cos  PP'.  cos  QQ'... 
und  bemerkt,  dass 

cos  AP\  cos  PP'  =  cos  APj    cos  AQ\  cos  QQ'=  cos  AQj  ..., 

cos  BP',  cos  PP'=  cos  JSP, 

u.  s.  w.,  so  kommt: 

cos -4P  .  cos -4Q  ...  cos  JSP  .  cos  5 Q... 

-4 1-         =0 


sin  AB  .sin  AC ,  sin -42).. .       sin  £-4  .  sinÄC  sin  J?Z) ... 

Insbesondere  ist  daher  für  ?»  =  3  und  ji?  =  1 : 
cos  ^P  cos  JSP  cos  CP 


sin  AB  .  smAC'^sinBA,  sin  JSC'^'sin  CA,  sin  CB  ~  ^' 
oder 

sin  5 C.  cos  ^P  + sin  C.4 .  cos  J9P+ sin  ^J9.  cos  CP=0*). 


'^)   Nimmt  man  die  Puncte  4,  B^  C,  P  einander  sehr  nahe  liegend  an  und 
berücksichtigt  bloss  die  dritten  Potenzen  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen,  so  wird 

8in-BC.cos^P==  (BC—iBC^il—^AP^)  ^  BC^\BC .  AP^  —  ^BCP, 

XL.  s.  w.    Hiermit  reducirt  sich  die  obige  Formel  auf 

BC,AP^+  CA.BP^-hAB.CP^^^—iiBC^-hCA^-hAB^  =^BC.CA,AB, 

wegen  BC+CA-^AB^stO:   eine  bekannte  Relation  bei  einem  System  von  drei 
Puncten  A,  Bf  C  in  einer  Geraden  und  einem  vierten  P  ausserhalb  derselben. 
Möbins  Werke  I.  37 


,  b,  c,  rf); 

und  hierdurch  sind  wir  im  Stande,  nach  und  nach  auch  alle  übrigen 
durch  Permutatiou  der  vier  Elemente  a,  h,  c,  d  sich  bildenden  Func- 
tionen durch  [a,  b,  c,  d)  auezudrücken. 

Eb  ist  femer  (§.  185) 

4)  {a,  b,  c,  d)  (a,  b,  e,  c)  =  (o,  6,  e,  d), 

wodurch  sich  aua  zwei  Functionen,  welche  drei  Elemente  a,b.  c 
gemein  haben,  das  eine  derselben  c  eliminiren,  d.  h.  die  aus  den 
vier  übrigen  Elementen  gebildete  Function  finden  läast,  und  dieses 
mit  Hülfe  der  Formeln  1],  2)  und  3);  auch  in  dem  Falle,  wenn  die 
Aufeinanderfolge  der  Elemente  in  den  zwei  gegebenen  Functionen 
ii^end  anders,  als  in  4),  ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  man,  wenn  drei  Functionen  gegeben 
sind,  welche  dieselben  drei  Elemente  a,  h,  c  gemein  haben,  z.  B. 
(a,  b,  c,  d)  =  D,     {a,  b,  c,  e)  =  E,     [a,  b,  c,  f)  =  F, 
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aus  ihnen  zwei  dieser  Elemente,  etwa  b  und  c,  eliminiren,  und  da- 
mit {Uj  df  e,  f)  durch  27,  E,  F  darstellen  kann.    Ist  noch  die  vierte 

Function 

(a,  J,  c,ff)—G 

gegeben,  so  wird  man  noch  a  eliminiren  und  damit  (d,  e,  f,  g)  durch 
Dy  Ej  F,  G  ausdrücken  können.    In  der  That  findet  sich  (§.  186) 

Sind  folglich  bei  n  Grössen  a,  i,  c,  rf,  e^  f^  ...  die  » —  3  Func- 
tionen D,  E,  F,  ...  gegeben,  deren  jede  die  drei  ersten  a,  ft,  c  und 
je  eine  der  n  —  3  übrigen  Grössen  d,  «,  y,  ...  zu  Elementen  hat,  so 
wird  man  aus  diesen  offenbar  von  einander  unabhängigen  Functionen 
alle  übrigen,  welche  sich  aus  vier  der  n  Grössen  bilden  lassen,  be- 
stimmen können  (§.  187);  und  dieses  bloss  durch  wiederholte  An- 
wendung des  durch  die  vier  Formeln  1),  ...,  4)  ausgedrückten  Al- 
gorithmus. 

Hat  man  folglich  irgend  eine  identische  Gleichung  zwischen 
irgend  welchen  der  aus  a,  ft,  c,  (/,  «,  y^,  ...  gebildeten  Functionen, 
und  setzt  man  darin  statt  der  letzteren  ihre  durch  Z),  JB,  F^  ...  aus- 
gedrückten Werthe,  so  muss  die  somit  zwischen  2),  JB,  jP,  ...  her- 
vorgehende Gleichung  ebenfalls  eine  identische  sein,  indem  sonst 
durch  sie  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  von  einander  unabhängigen 
Z),  JB,  jP,  ...  ausgedrückt  werden  würde.  Ohne  daher  etwas  Näheres 
von  der  Art  zu  wissen,  wie  die  durch  (a,  &,  c,  d)  dargestellte  Func- 
tion aus  a,  i,  c,  d  zusammengesetzt  sei,  reicht  der  gedachte  Algorith- 
mus allein  hin,  um  jede  Gleichung  zwischen  solchen  Functionen, 
wenn  sie  identisch  ist,  als  solche  zu  beweisen. 

Wenn  folglich  bei  einer,  auf  irgend  andere  Weise  aus  vier  Ele- 
menten zusammengesetzten  Function  die  Relationen  1),  ...,  4),  welche 
jenen  Algorithmus  begründen,  gleichfalls  stattfinden,  so  muss  jede 
Gleichung  zwischen  Functionen  der  ersteren  Art,  wenn  sie  eine 
identische  ist,  identisch  bleiben,  wenn  statt  der  ersteren  die  der 
anderen  Art  substituirt  werden. 

Solch  eine  andere  Function  von  vier  Elementen  a,  ft,  c,  c?  ist 

aber 

sin  (a  —  c)      sin  (a  —  d) 

sin  {b  —  c)   '  sin  (b  —  d) 

Denn  bezeichnet  man  dieselbe  durch  [a,  b,  c,  (/],  so  ist  ersichtlich 

1 

[J,  a,  c,  d]  =  [a,  J,  rf,  c]  =  j^^;-^-^y 

Sodann  ist 

[a,  c,  A,  d]=  \  —  [a,  A,  c,  rf], 

37* 


[a.  Ä.  e.  d]  [a,  t.  e,  e]  =  [a.  l.  e,  d]. 

Jede    idcDtücbe    Gleich  at^    ZKischen    FonctioDei]    dei    ersten   Axt, 

(a,  b.  e.  d].   etc.    wird    mitbin  identtscb  bleiben,   wenn    num   atsn 

denelben  die  Functionen  [a,  h,  c.  </],  etc.   sobetitain.     Nun   wu  in 

der  identischen  Gleicbang 

J'l  I==:(i)-1-(e)  +  (rf)  +  W 

jedes  der  vier  Glieder  {i),  ..,  (e)  ein  Prodact    aus  Functionen    der 

ersten  Art,  nämlich 

(&)  =  {i,  a,  z,  e)  (&,  a,  s,  d)  {b,  a,  x,  t}, 
(r)  =  [c,  o,  X,  h)  (c,  a,  T,  d)  (c,  o,  *,  ej, 

v.  s.  w.     Mitbin  muss  auch  die  Gleicbui^; 

i=[J]  +  >]  +  [<0  +  W, 

worm 

[6]  :=  [b.  a,  X,  c]  [Ä,  a.  a-,  d]  [b.  a,  r.  e], 

n.  •.  «.  in,  eine  identische  sein.     Das  TJebrige  fo^  bterau«  auf  die 
Iwreits  geseigte  Weise. 


Die  vom  Herrn  Dr.  Luchterhand 
am  Schlüsse  des  23ten  Bandes  mitgetheilte 
Bedingung,   unter   welcher  fünf  Puncte  in 
einer  Kugelfläche  liegen,  aus  einem  harycen- 

trischen  Princip  abgeleitet. 


[Crelle's  Journal  1843  Band  26  p.  26—31.] 


Herr  Dr.  Luchterhand  entwickelt  in  Crelle^s  Journal  Bd.  23 
p.  375  die  Relation,  welche  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  fünf  in  einer  Kugelfläche  liegenden  Puncten  stattfindet,  trnd 
gelangt  diirch  geometrische  Deutung  dieser  Relation  zu  dem  merk- 
würdigen Satze,  dass,  toenn  man  von  den  fünf  Pyramiden^  welche 
durch  Je  vier  der  fünf  Puncte  bestimmt  tcerden,  den  Inhalt  einer  jeden 
mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  jedesmal  übrig  bleibenden 
fünften  Punctes  von  einem  beliebigen  sechsten  mültiplicirt  ^  die  Summe 
von  dreien  dieser  Producte  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen  ist. 
In  einer  Anmerkung  wird  der  entsprechende  Satz  für  die  Ebene 
hinzugefugt. 

Am  einfachsten  dürften  diese  Sätze  durch  Hülfe  nachstehender 
barycentrischer  Betrachtiingen  zu  beweisen  sein,  bei  denen  sie  als 
specielle  Fälle  von  allgemeineren  Sätzen,  und  letztere  hinwiederum 
als  besondere  Anwendungen  eines  barycentrischen  Princips  erscheinen, 
das  noch  für  manche  andere  geometrische  Untersuchungen  von 
Nutzen  sein  kann. 

1.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  sei 
(X,  y,  Z)  der  Schwerptmct  der  in  den  Puncten  (x^  y,  2),  (x',  y',  2'), 
etc.  befindlichen  Gewichte  m,  m\  etc.,  unter  denen  hier,  wo  bloss 
Raumgrössen  in  Betracht  kommen,  beliebige  Zahlen,  die  zum  Theil 
auch  negativ  sein  können,  zu  verstehen  sind.  Es  ist  dann  be- 
kanntlich 

^=  "'JÜwl'^"'  oder  m(X-:r)4->»'(X-;r')4--  =  0, 

folglich 

a)   mx*+m'x'*+  ...  =  m[X  +  {x  —  X)'?  +  m'  [X  +  {x'—  X)]*  +  ... 
=  {m  +  m'+...)X*  +  m{x—X)*  +  m'{x'—X)*+..., 

und  eben  so 

b)  my*+my*+...  =  (m  +  m'+...)Y*  +  m{y  —  Y)* 

+  m'(y'— y)*+..., 

c)  mz^+  m'z*+  ...  =  {m  +  m'+.,.)Z*+m{z  —  Z)* 

+  m'(2'— Z)*+.... 
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Die  Addition  von  a),   b)  und  c)  giebt,   wenn  noch  der  Anfangspnnct 

des  Coordinatensystems  mit  0,   die   Puncte   {z,  y,  z),    [x',  y'.  z')  etc. 

mit  A,  A', ...  und  ihr  Schwerpunct  {X,  Y,  Z)  mit  S  bezeichnet  werden ; 

d)    m .  OA*+m'.  0A'*+...  =  {m  +  m'+  ...)  OS^+m  .  SA* 

+  m'.SA'^-i-.... 
Iflt  demnach   von  den  Puncten  A,  Ä' denen  resp.  die  Ge- 
wichte m,  m',  ...   zukommen,  S  der  Schwerpunct,   so  iat,   wo   auch 
der  Punct  0  angenommen  werden  mag,  das  A^rogat 

m.  OA'-i-m'.  0A'*+...  — {m  +  m'-f- ■■■)0Ä» 
stets  von  derselben  Grösse.     Sein  aus  d)  fliessendei  Werth 

m.SA^  +  m'.SA'*+... 
ergiebt  sich,  wenn  man  0  mit  S  zusammenfallen  läast. 

2.  Um  diese  Relationen  etwas  einfacher  darzustellen,  werde 
zu  dem  System  der  mit  den  Gewichten  m,  m',  ...  belasteten  Puncte 
A,  A',  ...  der  Schwerpunct  ä  selbst  mit  einem  Gewichte  hinzuge- 
fügt, welches  der  negativ  genommenen  Summe  der  Gewichte  von 
A,  A',  ...  gleich  sei.  Man  erhält  somit  ein  System,  bei  welchem 
die  Summe  der  Gewichte  null  ist,  und  welches  gar  keinen  Schwer- 
punct hat,  allein  eben  deshalb  die  Eigenschaft  besitzt,  dasa  jeder 
seiner  Puucte  der  Schwerpunct  der  jedesmal  übrigen  ist;  z.  B.  A  der 
Schwerpunct  von  A',  ...  und  S  mit  den  resp.  Gewichten  m',  ...  und 
—  {m  +  m'+...).     Barj-c.  Caicul  §.  10. 

Dass    das    System    der    Puncte  A,   B,  C deren   Gewichte 

a,  h,  c,  ...  seien,  keinen  Schwerpunct  hat,  werde  au^edrückt  durch 

aA-\-bB  +  cC^...=Ü, 
wobei  immer  auch 

a4-64-c  +  ...  =  0 
sein  muss  (ebendaselbst  §.  15,  4).     Die  geometrische  Bedeutung  hier- 
von ist,  dass  wenn  durch  A,  B,  C,  ...   nach  einer  beliebigen  Rich- 
tung gelegte  Parallelen  von  irgend   einer  mit  dieser  Richtung  nicht 
parallelen  Ebene  in  A',  B' ,  C",  ...  geschnitten  werden, 

a.AA'+b.BH+c.CC'-{-...  =  (i 
ist  (§.  13)  oder,   was   auf  dasselbe  hinauskommt,   daas,  wo  auch  der 
Punct  Z  angenommen  werden  mag,   das  Vieleck,   dessen  Seiten  pa- 
rallel mit  ZA,  ZB,  ZC,  . . .  und  resp.  gleich  a  .  ZA,  b  .  ZB,  c  .  ZC,  . . . 
sind,  ein  in  sich  zurücklaufendes  oder  geschlossenes  ist. 

In  Verbindung  hiervon  mit  den  in  1.  vom  Schwerpuncte  be- 
wiesenen Satze  schliessen  wir  nun: 

Ist 

aA-\-bB+cC-\-...  =  0, 
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80  ist  für  jeden  Ort  des  Punctes  0  die  Summe 

a.  0-4«  + J.  0^  +  c.  0(7«+... 

von  derselben  Grösse;  oder,  was  dasselbe  aussagt:   es  ist  für  eine  be- 
liebige Annahme  der  Puncte  0  und  P 

a  {OA^  —  PA^)  +  b  {OB^  —  PB*)  +  c  [OC^—  PC^)  +  . . .  =  0. 

3.  Anwendungen.  Mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen bei  Bezeichnung  einer  geraden  Linie,  eines  Dreiecks  oder 
einer  dreiseitigen  Pyramide  diirch  Nebeneinanderstellung  der. zwei, 
drei  oder  vier  an  die  End-  oder  Eckpuncte  gesetzten  Buchstaben 
(Bar.  Calc.  §§.1,  18  und  19)  ist,  wenn  drei  Puncte  A,  B,  C  in 
einer  Geraden  liegen: 

aA  +  bB  +  cC=0, 
wobei  sich 

a  :  b  :  c  =  BC  :  CA  :  AB 

verhalten  (§.  22,  c),  oder  kurz:  es  ist 

BC.A+CA.B  +  AB,C=0. 

Ebenso    hat    man    bei    vier    in    einer   Ebene    enthaltenen   Puncten 
A,  B,  C,  D  (§.  24,  c) 

BCD.A—CDA.B  +  DAB.C—ABC.D  =  0, 

und  bei  fünf  Puncten  A,  ...,  E  ha  Baume  (§.  26,  c) 

BCDE.A  +  CDEA.B  +  DEAB.C+EABC.D 

-\-ABCD.E==0. 

Wo  daher  auch  die  Puncte  0  und  P  angenommen  werden  mögen, 
so  ist,  wenn  A,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen: 

[1]    BC{OA*—PA*)-^CA{OB^—PB*)-\-AB(OCr'—PC*)  =  ^, 

wenn  A,  B,  C  und  D  in  einer  Ebene  liegen: 

[2]        B  CD  [OA*—  PA*)  —CDA  {OB*—  PB*) 

+  DAB  {OC*—PC*)  —  ABC{OD*  —  PD*)  =  0, 

und  wenn  A,  ...,  E  fünf  Puncte  im  Räume  überhaupt  sind: 

[3]        BCDE(OA*—PA*)  +  CDEA{OB*  —  PB*) 
+  DEAB{OC*—PC*)-{-EABC{OD*—PD*) 
-{-ABCD{OE*—PE*)  =  0. 

4.  Weitere  Folgerungen,  a)  Man  lasse  in  [1]  den  Punct  P 
mit  A  zusammenfallen,  so  kommt 

BC.  0A*+  CA  .  0B*+  AB .  0C*=  CA .  AB*  +  AB .  CA* 
=zCA.AB  [CA  +  AB)  —CA.  AB.  CB, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

AB.OC*  +  BC.  CA*  —  AC .  0B*+  AB . BC .  AC. 
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Diese  Formel,  in  welcher,  irenn  B  Ewischen  A  und  C  lief^enil  xn- 
Kenommen  wird,  alle  Glieder  positiv  eind,  drückt  die  bekanote  R«- 
UtioQ  bei  einem  Iheieck  ACO  «ob,  in  welchem  man  noch  die 
Spitze  O  mit  rinem  Pancte  B  der  Basis  A  C  Tcibanden  hat, 

b)  Nimmt  man  in  [2]  an,  dass  die  vier  Ptmcte  A.  ...,  D  im 
einem  Kreise  liegen,  und  lässt  P  den  Mittelpunct  dieses  Kreüea 
•CID,  SO  wird 

PA*  =  PB*  =  PC  =  PD*, 
and  da  immer 

BCD—CDA  +  DAB  —  ABC=(i 
ist  (Bar.  Calc.  §.  (8,  c),  so  redacirt  sich  [2]  auf 

BCI)  .  OA*—  CDA.OB'+  DAB .  OC*—  ABC  OD*  =  Ü, 
worin,  wenn  A,  B,  C.  D  die  Ordnung  ist,  in  welcher  die  vier  Pancte 
im  Kreise  auf  einander  folgen,  sämmtliche  vier  Dreiecke  BCD. 
CDA,  etc.  einerlei  Zeichen  haben.  Dabei  kann,  wie  man  noch 
bemerke,  der  Punct  0  auch  ausserhalb  der  Ebene  des  Kreises  liegen. 
Es  ist  die  Luchterhand'sche  Relation  fiir  den  Kreis. 

e)  Sind  A,  B,  C.  D.  E  fünf  Punct«  in  der  Oberfläche  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunct  P  ist,  so  ist 

PA*  =  PB*  =  etc- 
Deahalb,  und  da  immer 

BCI)E+CDEA+  ...■\-ABCD  =  0 
ist  (§.  20,  d),  zieht  sich  unter  der  gemachten  Annahme  die  Formel  [3] 
zusammen  in: 
BCDE.OA*+  CDEA.  OB*+DEAB .  OC*+EABC .  OD* 
+  ABCD.OE*=i). 
Nimmt   man    dabei    an,    was    immer  mißlich    ist,    dass   die   Pxincte 
A  und  E  auf  entgegengesetzten  Seiten   der  Ebene  BCD  liegen,  so 
haben,  wie  leicht  aus  §.  19  und  mit  Hülfe  einer  Zeichnung  erhellet, 
von  den  fünf  Pyramiden  BCDE,  ...,  ABCD  der  Formel  die  erste 
und  die  letzte  einerlei  Zeichen,   und   das   entgegei^esetzte  die  drei 
übrigen.     Dies  ist  der  Luchterhand'sche  Satz  für  die  KugeL 

d)  Um  noch  eine  Folgerung  hinzuzufügen,  wollen  wir  setzen, 
dass  in  [2]  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  m  einer  Ellipse  liegen,  von 
welcher  0  und  P  die  beiden  Brennpuncte  seien.     Alsdann  ist 

OA  +  PA=  OB  +  PB  =  etc. 
gleich  der  grossen   Aze  der  Ellipse,   welche  2a  heisse.     Hierdurch 
wird 

OA*—  PA*  =  2a  (DA  —  PA)  =  2a  {20 A  —  2a); 
ebenso 

OB*—  PB*  =  2a  (2  OB  —  2a),  etc. 
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und  die  Gleichung  [2]  verwandelt  sicli  damit*  in 

BCD[OA  —  a)—CDA{OB  —  a)  +  ...  =  0, 
oder  da 

BCD—CDA  +  ...  =  0 

ist: 

K)    OA.BCD—OB.CDA+OC.DAB—OD.ABC=0, 

Duich  ganz  ähnliche  Schlüsse  wird  man  zu  derselben  Gleichung 
auch  unter  der  Voraussetzung  geführt,  dass  A,  Bj  C,  D  in  einer 
Hyperbel  liegen,  welche  0  und  P  zu  Brennpuncten  hat.  Da  femer 
ein  Kegelschnitt  durch  drei  in  ihm  liegende  Punete  und  den  einen 
seiner  beiden  Brennpuncte  vollkommen  bestimmt  ist,  so  schliessen 
wir:  dass  die  Gleichung  K)  die  nothwendige  und  hinreichende  Be^ 
dingung  darstellt,  unter  welcher  vier  Punete  -4,  B,  C,  D  einer  Ebene 
in  einem  Kegelschnitte  liegen,  von  welchem  0  der  eine  Brennpunct  ist, 

Zusätze,  a)  Zerlegt  man  die  Dreiecke  BCD,  CDA,  ...  in 
solche,  welche  insgesammt  0  zur  Spitze  haben,  und  wonach 

BCD=  OBC+OCD+ODB, 
CDA=  OCD+ODA+OAC 

etc.,  ist,  so  geht  die  Gleichung  K)  über  in 

(OD—  OA)  OBC+  [OB—  OA)  OCD  +  [OB—  OC)  ODA 
+  (OD  —OC)  OAB  +  (OC—  OA)  ODB  +  (OD—  OB)  OCA  =  0. 

Hieraus  fliesst  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Polar- 
coordinaten  von  vier  Puncten  eines  Kegelschnittes,  wenn  dessen 
einer  Brennpunct  zum  Pol  genommen  wird  (oder  die  Gleichung 
zwischen  den  Radien  Vectoren  und  den  Längen  von  vier  Oertem 
eines  Planeten).     Setzt  man  nämlich 

OA  =  r,     OB  =  r\     0C=  r\     OD  =  r'", 

und  die  Winkel,  welche  diese  vier  Linien  nach  einerlei  Seite  hin 
mit  einer  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  gezogenen  Grundlinie 
machen,  gleich  /,  T,  T\  V\  so  werden  die  Dreiecke 

OBC=\rW'  sin  {V—X\     OCD  =  JrV  sin  (?"— T), 

etc.,  und  damit  die  vorige  Gleichung 

(/"_  r)  rV  sin  (V-  X)  +  (r'  —  r)  rV  sin  (?"—  t) 
+  (/_/') r"V  sin  (/— T)  +  (/"— r")r^'  sin  (V—T) 
+  (r"_  r)  r" V  sin  (X  —  T')  +  (''"  —r')  r''r  sin  (l  —  X')  =  0. 

Auch  muss  sich  dieselbe  Gleichung  als  Resultat  der  Elimination  aus 
den  vier  Gleichungen 

p  =  r  [1  +  ^  cos  (/  —  w)],        p  =  r"  [1  +  ^  cos  (?'  —  ^)]i 
pz=.r'[\+e  cos  (X—  w)],        p  =  /"  [1  +  e  cos  (?"—  w]) 

ergeben,  welche  der  Reihe  nach  ausdrücken,   dass  die  vier  Ptrncte 
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(r,  l),  (r',  F),  {r".  T),  (r'",  f)  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  dessen 
halber  Parameter  gleich  p,  dessen  Excentricität  gleich  e,  dessen 
Hauptaxe  mit  der  Grundlinie  einen  Winkel  gleich  w  macht,  und 
von  welchem  der  eine  Brennpunct  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten  ist. 

b)  Setzt  man  bei  [2],  wie  vorhin,  dase 

OA±Pä=  0B±PB  =  etc.  =  2a. 
nimmt  aber  nicht  zugleich  an,  dass  0  und  P  mit  A,  B,  C.  D  la 
einer  Ebene  liegen,  so  sind  A,  ...  D  vier  Puncte  einer  Fläche,  die 
durch  Umdrehung  eines  Kegelschnittes,  dessen  Brennpuncte  O  und  P 
sind,  um  seine  Hauptaxe  entsteht.  Die  Gleichung  K\  gilt  folglich 
auch  dann,  Kenn  A,  B,  C,  D  in  dem  Durchschnitte  einer  ^ene  mit 
einer  solchen  B^volutionsfläche  liegen,  welche  O  zu  dem  einen  ihrer 
Brennpuncte  hat. 

c)  Da  die  Gleichung  Ä")  auch  dann  noch  bestehen  muss,  wenn 
bloss  0,  nicht  auch  P,  in  der  Ebene  ABOD  hegt,  und  da  in  diesem 
Falle  nach  dem  Satze  d)  A,  ..,  D  in  einem  Kegebchnitte  liegen, 
welcher  0  zum  Brennpuncte  bat,  so  schliessen  wir  noch: 

Der  Schnitt  einer  Fläche,  welche  durch  Umdrehung  eines  Kegel- 
schnittes um  seine  Hauptaxe  entsteht,  mit  einer  durch  den  einen  Brenn- 
punct des  Kegelschnittes  beliebig  gelegten  Ebene,  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  denselben  Brettnpunct  zu  dem  seiyiigen  hat. 

rf)  Behandelt  man  die  Gleichung  [3]  ähnlicherweise  wie  [2],  so 
findet  sich: 

OA  .  BCDK+  OB .  CDEA+  OV.DEAB 
+  OD.EABC+OE.ABCD  =  0, 

als  die  Bedingungsgleichung    dafür,   dass  fünf  Puncte  A,   E  in 

einer  durch  Umdrehung  eines  Kegelschnittes  um  seine  Hauptaxe  erU- 
siehenden  Fläche  Hegen,  ton  welcher  0  der  eine  Brennpunct  ist. 

Indem  man  jede  der  fünf  Pyramiden  BCDE,  etc.  in  vier  andere 
zerlegt,  deren  jede  O  zur  Spitze  hat,  und  wonach  z.  B. 

BCDE=  OCDE—ODEB-i-OEBG—OBCD 
ist  (§.  20  zu  Ende),  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 
S  [OA  —  OB)  OCED  +  .2 {OA  —  OD)  OEB C  =  0, 
wo  jeder   der  beiden    summatorischen  Auedrücke    eine   Summe   von 
tüof  Gliedern  darstellt,  deren  jedes  aus  dem  nächst  vorhei^henden. 
das  zweite   aus  dem  hingeschriebenen   ersten,   erhalten   wird,   wenn 
man  A,  B,  C,  D,  E  resp.  in  B,   C,  D,  E,  A  verwandelt. 


Yerallgemeinerimg  des  Pascarschen  Theorems 
das  in  einen  Kegelschnitt  beschriebene 

Sechseck  betreffend. 


[Berichte   der  Königl.   Sächsischen   Gesellschaft  der  Wissenschaften  math.-phy8. 
Classe  1847  Band  1  p.  170—175  und  Crelle's  Journal  Band  36  p.  216—220.] 


lliine  projective  Eigenschaft  einer  ebenen  Figur  ist  bekanntlich 
eine  solche,  welche  auch  jeder  anderen  Figur  zukommt,  welche  eine 
Projection  der  ersteren  Figur  auf  eine  andere  Ebene  durch  Linien 
aus  einem  Puncte  ist.  Hat  man  daher  eine  solche  Eigenschaft  fiir 
eine  gewisse  Projection  als  richtig  bewiesen,  so  ist  sie  damit  auch  für 
jede  andere  Projection  und  folglich  allgemein  dargethan.  Am  vor- 
theilhaftesten  aber  wird  es  sein,  für  jene  gewisse  Projection  diejenige 
zu  wählen,  bei  welcher  möglichst  viele  der  von  einer  Projection  zur 
anderen  veränderliche  Verhältnisse  der  Figur  möglichst  einfache 
Werthe  erhalten,  indem  somit  der  Beweis  der  projectiven  Eigen- 
schaft durch  Zuhülfenahme  anderer  aus  diesen  einfachen  Verhält- 
nissen fliessenden  nicht  projectiven  Eigenschaften  der  Figur  am 
meisten  erleichtert  werden  wird. 

Ein  Beispiel  hierzu  g^ebt  die  höchst  merkwürdige  von  Pascal 
entdeckte  projective  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  wonach  die  drei 
Durchschnitte  der  einander  gegenüber  liegenden  Seiten  eines  in  eine 
solche  Curve  beschriebenen  Sechsecks  in  einer  Geraden  liegen. 
Weil  jeder  Kegelschnitt  auf  eine  andere  Ebene  als  Kreis  projicirt 
werden  kann,  so  wird  Pascal's  Satz  für  alle  Kegelschnitte  bewiesen 
Bein,  wenn  er  nur  für  den  Kreis  dargethan  ist.  Aber  noch  mehr: 
zu  einem  Kegelschnitte  und  einer  in  seiner  Ebene  gezogenen,  ihn 
selbst  nicht  treffenden  Geraden  /  können  eine  Projectionsebene  trnd 
ein  Projectionscentrum  immer  so  bestimmt  werden,  dass  die  Pro- 
jection des  Kegelschnittes  ein  Kreis  wird,  und  die  Projection  jedes 
Punctes  der  Geraden  /  in  die  Unendlichkeit  fallt,  d.  h.  dass  von  je 
zwei  Geraden  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes,  welche  sich  in  / 
schneiden,  die  Projectionen  einander  parallel  sind.  Man  wird  mithin 
nur  zu  zeigen  haben,  dass,  wenn  bei  einem  in  einen  Kreis  beschrie- 
benen Sechsecke  zwei  aufeinander  folgende  Seiten  beziehungsweise 
den   ihnen   gegenüberliegenden   parallel    sind,    auch   die  zwei  noch 
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Übrigen  einander  gegenüberliegenden  Seiten  einander  parallel  sind; 
und  es  würde  somit  das  Theorem  Pascal's  wenigstens  für  den  Fall 
dargethan  sein,  wenn  die  durch  zwei  der  drei  Durchs chnittspuncte 
zu  führende  Gerade  /  den  Kegelschnitt  nicht  trifft.  Dass  es  aber 
auch  dann  gilt,  wenn  l  den  Kegelschnitt  berührt  oder  schneidet, 
kann,  wenn  auch  nicht  auf  diesem  einfachen  Wege  der  Protection, 
doch  durch  Hinzufügung  einer  einfachen  analytischen  Betrachtung 
gezeigt  werden. 

Das  Voranstehende  ist  etwa  der  Gang,  auf  welchem  Herr 
Gergonne  im  4.  Bande  seiner  Ännalen  der  Mathematik  Seite  7S  ff. 
das  merkwürdige  Theorem  bewiesen  hat.  Den  Nerv  dieses  Beweises 
macht,  wie  man  sieht,  die  eben  bemerkte  und  noch  darzuthuende 
Eigenschaft  eines  Sechseckes  im  Kreise  aus.  Es  gründet  sich  die- 
selbe auf  den  elementaren  Satx,  dass  zwischen  parallelen  Sehnen 
liegende  Kreisbögen  einander  gleich  sind,  und  umgekehrt:  dass  die 
Endpuncte  zweier  einander  gleichen  lireisbÖgen  sich  durch  parallele 
Sehnen  verbinden  lassen;  oder,  um  mich  bestimmter  auszudrücken 
und  die  Eigenschaft  ganz  allgemein  für  jede  Gestalt,  welche  das 
Sechseck  im  Kreise  haben  kann,  darthun  zu  können: 

Sind  zwei  Sehnett  AB  und  A'B'  eines  Kreises  einander  paraüel. 
gleichciel  ob  die  Richtungen  AB  und  A'B'  einerlei  oder  einander  ent- 
gegengesetzt sind,  so  sind  die  Bögen  AA'  und  B'B  des  Kreises, 
wenn  sie  tmcA  einerlei  Sinne  gerechnet  werden,  einander  gleich;  und 
umgehehrt:  sind  zwei  ttach  einerlei  Sinne  gerechnete  Bögen  AA'  und 
B'B  eines  Kreises  einander  gleich,  so  sind  die  Sehnen  AB  und  A'B' 
einander  parallel. 

Zieht  man  demnach  in  einem  Kreise  von  zwei  beliebigen 
Puncten  A  und  Ä  derselben  aus  irgend  zwei  einander  parallele 
Sehnen  AB  und  A'B',  und  von  B  und  B'  aus  iigend  zwei  andere 
einander  parallele  Sehnen  BC  und  ßC,  so  sind  die  nach  einerlei 
Sinne  gerechneten  Bögen  AA'  und  B'B  einander  gleich,  und  ebenso 
die  Bögen  B'B  und  CC,  folglich  auch  die  Bogen  CC  und  AÄ, 
folglich  sind  die  Sehnen  CA'  und  CA  einander  parallel;  oder,  wie 
man  statt  dessen  auch  sagen  kann:  Ist  bei  einem  in  einen  Kreis 
beschriebenen  Sechseck  ABCA'B'C  die  erste  Seite  AB  mit  der 
vierten  A'B',  und  die  zweite  BC  mit  der  fünften  B'C  parallel,  so 
ist  es  auch  die  dritte  CA'  mit  der  sechsten  CA. 

Der  Beweis,  welchen  Herr  Gergonne  von  diesem  Satze  beifügt, 
ist  von  dem  jetzt  mitgetheilten  allerdings  nicht  wesentlich ,  sondern 
nur  hinsichtlich  der  äusseren  Fassung  verschieden.  Allein  ausser- 
dem, dass  die  hier  gebrauchte  Fassung  einen  neuen  Beleg  des 
Nutzens  giebt,  welchen  eine  stete  Berücksichtigung  der  Aufeinander- 
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folge  der  Buchstaben  bei  den  Bezeichnungen  geometrischer  Objecto 
gewährt,  so  wird  man  bei  dieser  Fassung  gleichsam  von  selbst  zur 
Verallgemeinerung  des  Pascarschen  Satzes  hingeleitet. 

In  der  That,  zieht  man  von  O  und  C  aus  noch  zwei  einander 
parallele  Sehnen  CD  und  C^D'  nach  beliebiger  Richtung,  so  hat 
man  die  einander  gleichen  Bögen 

AA  =  BB=  CC  =  UD. 

Mithin  müssen  auch  die  Sehnen  AD  und  D'A  einander  parallel 
sein.  Alle  die  jetzt  gezogenen  Sehnen  bilden  aber  zwei  Vierecke 
AB  CD  und  A'B'C'U^  trnd  wir  schliessen  somit:  Wenn  von  zwei 
in  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecken  A.  .D  und  A\ . D'  drei 
Seiten  AB.BC,  CD  des  einen  den  gleichnamigen  A'B,  BC\  CD' 
des  anderen  parallel  sind,  so  sind  auch  die  zwei  noch  übrigen  Seiten 
DA  und  N A  einander  parallel. 

Lässt  man  auf  CD  trnd  CD'  noch  ein  neues  Paar  paralleler 
Sehnen  DE  trnd  D*E'  folgen,  so  sind  die  Bögen 

AA  =  ,,.  =  VD  =  EE\ 

folglich  die  Sehnen  EA  und  E' A  einander  parallel.  Dies  giebt  ein 
in  den  Kreis  beschriebenes  Zehneck  ABCDEAECHE',  in  wel- 
chem AB  und  AB\  BC  und  J?'C",  u.  s.  w.  d.  h.  je  zwei  einander 
gegenüberliegende  Seiten  einander  parallel  sind,  und  wobei  der 
Parallelismus  des  fünften  Paares  aus  dem  der  vier  vorhergehenden 
folgt. 

Man  setze  an  E  und  E'  ein  fünftes  Paar  parallelelr  Sehnen  EF 
und  E'F'j  so  sind  jetzt  die  Bögen 

AA  =  ...EE'  =  F'F, 

und  mithin  die  Sehnen  FA  und  F!A'  einander  parallel.  Man  be- 
kommt somit  zwei  in  den  Kreis  beschriebene  Sechsecke  ABCDEF 
trnd  A ...F\  deren  gleichnamige  Seiten  einander  parallel  sind,  und 
wobei  wiederum  der  Parallelismus  des  letzten  Paares  aus  dem  vor- 
hergehenden zu  schliessen  ist. 

Schon  diese  wenige  Fälle  werden  hinreichen,  um  einzusehen, 
dass  alle  auf  solche  Weise  diirch  fortgesetztes  Anlegen  paralleler 
Sehnen  entstehenden  Figuren  von  doppelter  Art  sind,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  Paare  paralleler  Seiten  ungerade  oder  gerade  ist. 
Bei  einer  ungeraden  Anzahl  von  Paaren,  gleich  2ni4~  I7  bilden  alle 
4ni-h2  Seiten  ein  einziges  Vieleck.  Ist  die  Anzahl  der  Paare  ge- 
rade, gleich  2m,  so  erhält  man  zwei  gesonderte  Vielecke,  jedes  von 
2m  Seiten.  Jede  dieser  Figuren  besitzt  aber  die  Eigenschaft,  dass 
der  Parallelismus  eines  jeden  Seitenpaares  eine  Folge  aus  dem  Paral- 
lelismus aller  jedesmal  übrigen  Paare  ist. 

MSbiiis  Werke  I.  38 
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Es  bleibt  jetit  noch  übrig,  dieec  beim  I^eise  atattfindend« 
Eigenschaft  nach  den  Gesetzen  der  Projection  auf  Kegelschnitte 
übevbaupt  auszudehnen.  Durch  Sehlüese  von  ganz  derselben  Art. 
wie  oben  beim  Sechseck,  erhalten  wir  damit  folgende  zwei  Sätze: 

I)  Ifenn  bei  eviem  in  einen  Ke^ehchiitt  beschriebenen  Vielecke 
ton  6,  10,  14,  etc.  oder  überhaupt  4m +2  Seitcti  die  Ditrchschntte 
aller  Paare  gegmtäbcrliegender  Seiteji  bis  auf  eines  in  einer  Geraden 
begriffen  sind^  so  liegt  darin  auch  der  Durchschnitt  dieses  leiste» 
Paares. 

II}  Wird  zu  einem  wi  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vieleekt 
ton  gerader  Seitensaid  ein  zweites  ton  gleicher  Seitenzahl  tri  den 
Kegelschnitt  so  besehrieben,  dose  die  Durchachnitle  je  zweier  gleieh- 
vielter  Seiten  beider  Vielecke  bis  auf  einen,  den  letzten,  in  einer  G''- 
raden  liegen,  so  ist  avk  der  letzte  in  dieser  Geraden  enthalten. 

Schliesslich  füge  ich  noch  die  diesen  Sützen  nach  dem  Gesetx 
der  Dualität  entsprechenden  bei,  die,  wenn  man  will,  gleichfalls  an» 
der  Natur  des  Kreises  hergeleitet  werden  können,  indem  man  die 
durch  Paare  von  Ecken  der  Viclseitc  zu  legenden  Geraden  sich  ins- 
gesammt  im  Mittolpuncte  des  Kreises  schneidend  annimmt,  um 
welchen  die  Viclseite  beschrieben  worden  (vergl.  die  Gergonne'sche 
Abhandlung). 

I)  Wen?i  bei  einem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielteit 
mit  im-\-2  Ecken  alle  die  gegenübet-liegenden  Ecken  cerbittdenden 
Geraden  bis  auf  eine  sich  eich  in  einem  Pancte  schneiden,  ta  triffi 
diesen  Ihtw  t  auch  die  das  noch  übrige  Echenpaar  verbindende  Gerade 

II)  Wird  zu  einem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielseit 
mit  gerade}-  Eckemahl  ein  zweites  Vielseit  mit  der  nämlichen  Ecken- 
zahl so  beschrieben,  dass  die  durch  je  zwei  gleichvielte  Ecken  beider 
Vielseite  zu  ziehenden  Geraden  bis  auf  eine,  die  letzte,  sich  in  einem 
Piincte  schneiden,  so  trifft  diesen  Puwt  auch  die  letzte  Gerade. 


Der  Satz,  dass  die  zwischen  parallelen  Sehnen  eines  Kreise« 
liegenden  Bögen  des  letzteren  einander  gleich  sind,  und  dass  um- 
gekehrt die  Endpuncte  zweier  einander  gleichen  Bögen  eines  Kreises 
durch  parallele  Sehnen  verbunden  werden  können,  —  dieser  Satz 
kann,  etwas  anders  ausgedrückt,  auf  alle  Kegelschnitte  ausgedehnt 
werden.  Setzt  man  nämlich  statt  der  Bögen  die  ihnen  stets  pro- 
portionalen Sectoren  des  Kreises,  und  projicirt  alsdann  die  Figur 
durch  Parallelliuien  auf  eine  gegen  ihre  Ebene  geneigte  Ebene,  so 
erhalt  man  folgendes  Theorem: 
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Sind  AB  und  AB'  zwei  parallele  Sehnen  einer  Ellipse  und  ist  M 
der  Mittelpunct  der  Ellipse  y  so  sind  die  elliptischen  Sectoren  MA'Ä 
und  MBB',  sotoie  MAB  und  MAB' ,  einander  gleich^  und  dieses 
auch  hinsichtlich  des  durch  die  Buchstabenfolge  in  ihren  Ausdrücken 
bestimmten  Vorzeichens,  Umgekehrt:  Sind  zwei  elliptische  Sectoren 
MA'A  und  MBB'  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  einander  gleich^ 
so  sind  die  Sehnen  AB  und  AB>  einander  parallel.  Oder  noch 
anders  ausgedrückt: 

Es  bewege  sich  ein  Punct  P  in  einer  Ellipse  dergestalt,  dass  der  bis 
zu  ihm  vom  Mittelpuncte  der  Ellipse  aus  gezogene  Badius  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht.  Die  zwischen  zwei  parallelen 
Sehnen  AB  und  AB'  der  Ellipse  enthaltenen  Bogen  AA  und  BB' , 
so  me  AB  und  AB',  werden  dann  von  P  in  gleichen  Zeiten  durch- 
laufen, und  umgekehrt. 

Dieselben  Sätze  gelten,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die 
Hyperbel,  und  zwar  der  umgekehrte  in  allen  Fällen,  der  directe 
aber  mit  einer  Beschränkung,  welche  aus  der  Doppelgestalt  der 
Hyperbel  entsteht,  und  wonach  zwei  Puncte  einer  Hyperbel  nur 
dann  die  Endpuncte  eines  hyperbolischen  Bogens  sein  können,  wenn 
sie  in  einer  und  derselben  Hälfte  der  Curve  liegen. 

Endlich  gelten  diese  phoronomischen  Sätze  wörtlich  auch  für  die 
Parabel,  wenn  man  dieselbe  von  einem  Puncte  also  durchlaufen 
lässt,  dass  eine  durch  den  Punct  gelegte,  mit  der  Axe  der  Parabel 
stets  parallel  bleibende  Gerade  in  gleichen  Zeiten  gleich  breite 
Parallelstreifen  überstreicht.  Es  ist  dies  keine  andere,  als  die  para- 
bolische Wurfbewegung,  und  wir  können  daher  noch  schliessen: 

Werden  von  einem  geworfenen  Körper  die  Bögen  AB  und  CD 
in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt,  so  sind  die  Geraden  AD  und  BC 
einander  parallel;  und  wenn  die  Bögen  AB  und  BC  in  gleichen 
Zeiten  beschrieben  werden ,  so  ist  die  Gerade  A  C  parallel  mit  der  an 
die  Curve  in  B  gelegten  Tangente. 
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Zu  dem  Aufeatze 

des  Herrn  Dr.  Baltzer  im  Jahrgang  1855  der 

Berichte  S.  62,  die  Leibmz'sche  Quadratur  der 

Sectoren  von  Kegelschnitten  betreffend. 


[Berichte   der  KönigL  S&chsischen   Gesellschaft  der  Wissenschaften  matL-phys. 

Classe  1856  Band  8  p.  Id— 20.] 


Oei  0  der  Mittelpunct  einer  Ellipse,  A3I  ein  Bogen  derselben, 
OB  der  mit  OA  conjugirte  Halbmesser,  X  der  Durchschnitt  von 
OA  mit  einer  durch  M  parallel  mit  OB  gezogenen  Linie,  S  der 
Durchschnitt  von  031  mit  der  in  A  an  die  Ellipse  gelegten  und 
daher  mit  OB  parallelen  Tangente,  und  T  der  Durchschnitt  von  AS 
mit  der  in  M  angelegten  Tangente.  Alsdann  ist,  wie  a.  a.  O.  mittelst 
eines  sehr  einfachen  analytischen  Calculs  bewiesen  wird,  das  Ver- 
hältniss  des  elliptischen  Seetors  OAM  zu  der  von  einem  Paare  con- 
jugirter  Halbmesser  zum  anderen  constanten  Dreiecksfläche  OAB 

sect  OAM  OX  ^        AS       ^        ^        AT 

___  =  arccos-^^  =  arctang^  =  2arctang^. 

Dieselben  Formeln  lassen  sich  aber  auch  ohne  alle  Rechnung 
geradezu  aus  der  Natur  des  Kreises  mittelst  des  Princips  der  Af&nität 
ableiten,  da  jede  Ellipse  eine  dem  Kreise  affine  Curve  ist.  Man 
construire  zu  dem  Ende  eine  der  Figur  OABMXST  affine  Figur 
O'A'B'iTXS'r  also,  dass  0'Ä'=  O'A',  und  ^'0'^'=  90°,  was 
immer  thunlich  ist.  Die  vorige  Ellipse  AMB.,  wird  dadurch  ein 
Kreis  A'JtfB',,,  dessen  Mittelpunct  0'  ist.  Dabei  sind  0',  X',  A\ 
desgleichen  0',  3f' ,  S\  sowie  A',  T\  S'  in  gerader  Linie;  0'B\ 
X'M\  A'S'  sind  auf  0'A\  und  M'T  auf  O'Ä"  perpendicular,  und 
der  Bogen  A'M'  wird  von  OT'  halbirt.     Hiemach  ist 

sect  O'A'M'  _  arc  A'M'  _  OX! 

txO'A'B'    ~      O'A'      —  ^^^^«    o'A' 

^        A'S'       ^        ^       A'T 
=  arc  tang  ^rg?  =  2  arc  tang  ^rg?  • 

Den  metrischen  Eigenschaften  affiner  Figuren  gemäss  ist  aber 

sect  aA'M'  _  sect  OAM 
tr  aA'E    ~    tr  OAB    ' 

O'X'        OX       A'S'       AS       Ar       AT 


O'A'         OA'     OB'       OB'      aE       OB' 

folglich  u.  s.  w. 
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Zu  d 


)  AuCsQtic  dc9  Herrn  Dt.  Baltier 


Die  entsprechenden,  vom  Herrn  Dr.  Baltzer  gleich&Us  ange- 
stellten, Formeln  für  den  Sector  einer  Hyperbel  lassen  sich,  vreua 
man  will ,  aus  denen  fiir  den  elliptischen  Sector  aogleich  dadurch 
folgern,  das»  man  OB  in  i .  OB,  wo  i  =  V —  1,  und  damit 

tr  OAB  =  \0A.  OB  .smAOB 
in  1  .  tr  GAB  verwandelt,  und  von  den  bekannten  Transfonnationeti 

1— p 


'    1+F 


I  .  arc  C08  u  ^  log  {«  +  Yu*  —  1}   und  2i  arc  tang  tc  ^  1(^ 
Gebrauch  macht. 

Ohne  hierauf  näher  eiuzugehen,  will  ich  noch  eine  wegen  ihrer 
Einfachheit    mir    nicht   minder   bemerkenswerth  scheinende    Formel 
für  den  Sector  OAM  hinzufügen.    Sie  iat,  wie  aus  einer  der  vorigen 
ganz  analogen  Betrachtungsweise  her\cirgeht,  für  die  Ellipse: 
sect  OAM 
1F0ÄB~ 
Für  die  Hyperbel  fliesst  hieraus: 


.     txOA3I 

=  arc  sm  -  -^-j      ■ 

tr  OAB 


UiOAB  """itr  OAB 

und  wenn  man  das  reelle  Verhältniss  tr  OAM  :  tr  OAB  =  p  set2t 

sect  OAM  .    p        ,       /      ,   -.r;—. — i, 

eine  Formel,  die  sich  auch  schon  aus  der  a.  a.  O.  fiir  die  Hyperbel 


tr  OAB 
deduciren  lässt,  indem  sich 

p:\  =  tT  OAM  :  tr  OAB  = 
und  damit 

verhält. 


lieber  die  Zusammensetzimg  gerader  Linien 
und  eine  daraus  entspringende  neue  Begrün- 
dungsweise des  barycentrischen  Calculs. 


[Crelle's  Journal  1844  Band  28  p.  1—9.] 


1.  Die  einzigen  Sätze  der  Geometrie,  die  ich  hierbei  als  er- 
wiesen voraussetze,  sind  die  zwei:  »dass  zwei  Gerade,  deren  jede  mit 
einer  dritten  parallel  ist,  auch  mit  einander  parallel  sind«,  und  »dass 
Parallelen  zwischen  Parallelen  einander  gleich  sind«. 

Im  Folgenden  soll  durch  Setzung  des  Gleichheitszeichens  zwischen 
die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien,  z.  B.  durch  AB  =^  CD,  stets 
angezeigt  werden,  dass  die  zwei  Linien  nicht  bloss  von  gleicher  Länge 
sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung  haben,  so  dass,  wenn  die  eine 
Linie  CD  parallel  mit  sich  fortgeführt  wird,  bis  C  mit  A  zusammen- 
fällt, dann  auch  D  mit  B  coincidirt.  Mit  dieser  Bezeichnungsart 
lassen  sich  jene  zwei  Sätze  kurz  also  ausdrücken: 

I)    Ist  AB  =  CD  und   CD  =  EF,    so  ist  auch  AB  =  EF, 

n)    Ist  AB  =  CD,  so  ist  auch  AC=BD. 

Hieraus  lässt  sich  sogleich  weiter  schliessen: 

m)  Ist  1)  AB  =  A'ff  und  2)  BC  =  B'C\  so  ist  auch 
AC=A'C\ 

Denn  nach  H)  folgt  aus   1)  AA'=BB',   und  2)  BB'=  CC\    folg- 
Uch  nach  I)  AA'=  CC\  folgUch  nach  H)  AC=ÄC\ 

IV)  Ist  1)  AB  =  AB\  2)  BC=SC\  3)  CD=C'D\ 
4)  DE  =  D'E\  etc.,  so  ist  auch  AD  =  AD\  AE  =  A'E\ 
etc.  Denn  aus  1)  und  2)  folgt  nach  HI)  AC=A'C'\ 
hieraus  und  aus  3)  eben  so  AD  =  A'D\  etc. 

2.  Sind  AB,  CD,  EF  mehrere  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  gegebene  gerade  Linien,  und  setzt  man,  von  einem  beliebigen 
Puncto  P  ausgehend,  diese  Linien  parallel  mit  ihren  Richtungen 
aneinander,  macht  also 

PQ=^AB,     QR=CD,    RS=EF, 

und  bildet  somit  die  gebrochene  Linie  PQRS,  so  soll  diese  Opera- 
tion die  Zusammensetzung  oder   die  geometrische  Addition 


der  gegebenen  Linien  hebsen;  zum  Unterschiede  von  der  arithme- 
tischen, ala  wobei  bloss  die  Grösse  der  Linien,  nicht  auch  ihre 
Richtung  in  Betracht  ksrnnit.  Die  gerade  Linie  vom  Anfangspuncte  P 
bis  zum  Endpuncte  5  der  gebrochenen  Linie  PQRS  netme  man  die 
geometrische  Summe  der  Linien  AB.  ,..,  und  drücke  dieses 
hier  aus  durch 

AB+CD  +  EF=  PS. 

Fällt  der  Endpunct  S  mit  dem  Anfangspuncte  P  zusammen,  so  ist 
die  geometrische  Summe  Null,  und  man  schreibe  alsdann 

AB-irCD  +  EF=i). 
Wenn  AB,   CD  und  EF  dieselbe  Summe  wie  GH  und  IK  haben, 
so  schreibe  man,  um  dieses  auszudrücken; 

AB-\-CD  +  EF=  GH+IK. 
XJebrigens  ist  von  selbst  klar,   dass,   wie  auch  die  Puncte  A.  B,   C, 
D,  ...  im  Kaume  liegen  mögen,  stets  sein  wird: 

AB  +  BA  =  fi,    AB  +  BC  =  AC, 
AB  +  BC+CA^O,    AB  +  BC-{-CD=AD. 


3,  Wenn  man,  um  AB,  ...  zusammenzusetzen,  statt  P  irgend 
einen  anderen   Punct  P'  zum  Ausgangspuncte  wählt,   und  hiemach 

P-Q-^  AB,      Q'R'=  CD,     E'S'=  EF 
macht,  so  ist  nach  I] 

PQ  =  P'Q\     QR=Q'R,     RS=RS\ 
und    daher   nach   IV)    PS  =  P'S';    d,  h.  die  geometrische   Summe 
bleibt  dieselbe,   welches  auch  der  Punct  sei,   von  welchem  man  bei 
der  Addition  au^eht. 

Die  geometrische  Summe  mehrerer  Linien  ist  aber  nicht  bloss 
von  dem  Orte  des  Ausgangspunctes,  sondern  auch  von  der  Ordnung, 
in  welcher  man  sie  zusammensetzt,  unabhängig.  Denn  macht  man, 
um  AB  und  OD  zu  addiren,  das  einemal,  mit  AB  anfangend, 
PQ  ^  AB,  QR  ^  CD,  und  das  anderemal  mit  CD  anfangend, 
PQ'=  CD,  Q'R=AB,  so  ist  hiernach  1)  PQ  =  Q' R"  und 
2)  PQ'=QR]  folglich  wegen  1)  PQ'=QR,  und  gleich  QR 
wegen  2);  also  R  mit  R  identisch,  so  dass  sich  das  eine-  wie  das 
anderemal  PR  als  Summe  ergiebt.  Eben  so  können  überhaupt  bei 
mehreren  zu  addirenden  Linien  ii^end  zwei  nächstfolgende  mit 
einander  vertauscht  werden;  und  da  man  von  irgend  einer  Auf- 
einanderfolge mehrerer  Elemente  durch  fortgesetztes  Vertauschen 
je    zweier    nächstfolgenden    zu   jeder    anderen   Folge    der  Elemente 
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gelangen  kann^  so  wird  auch  bei  mehreren  geometrisch  zu  addirenden 
Linien,  ganz  wie  bei  der  arithmetischen  Addition,  die  Ordnung,  in 
welcher  man  sie  nach  und  nach  verbindet,  jede  beliebige  sein  können. 

4.     Sind  die   Linien  AB,    CD,    EF,    GH,    IK  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  gegeben,    und  macht  man,    von  P  ausgehend, 

PQ  =  AB,    QR=CD,  RS=EF,   ST=GH,   TU=IK, 

so  ist 

AB+CD  +  EF=  PS,     GH+  IK=  SU, 
und 

AB+CD+,,.+IK=PUj     =PS+SU, 

nach  2)  zu  Ende.     Setzt  man  daher 

a)  AB  +  CD  +  EF=  LM 

lind 

h)  GH+IK=NO, 

so  ist 

LM=PS,     NO  =  SU, 
und 

AB'\-CD  +  ,,,+IK=PS  +  SU=LM+NO, 

d.  h.  man  kann  die  Formeln  a)  und  h),  und  ebenso  drei  und  mehrere 
solcher  Formeln  zu  einander  addiren. 

Ist  die  zu  a)  zu  addirende  Formel  mit  a)  identisch,   so  kommt: 

AB+CD  +  EF'\-AB'^CD  +  EF=  LM+  LM, 

oder  wenn  man,  da  Linien  in  jeder  beliebigen  Ordnung  addirt  werden 
können  (3),  je  zwei  gleichnamige  unmittelbar  auf  einander  folgen 
lässt,  und  unter  m .  AB  eine  Linie  versteht,  welche  mit  AB  einerlei 
Richtung  und  eine  Länge  hat,  die  sich  zu  der  von  AB  wie  m  :  l 
verhält  * 

2,AB  +  2,CD  +  2.EF=2.  LM, 

und  eben  so,  wenn  man  m  mit  a)  identische  Formeln  addirt: 

c)         m,AB  +  m.  CD  +  m  .  EF=  m  .  LM] 

wo  m  jede  ganze  positive  Zahl  sein  kann. 

Unter  derselben  Voraussetzung   in  Betreff  von  m  kann  man  aus 
a)  schliessen,  dass 

—  ,AB  +  —  .CD  +  —  .EF=—.LM, 
m  m  m  m 

Denn  setzt  man 

—  .AB  +  —  .CD  +  —  .EF  =  XY, 

m  m  m  ' 

so  ist  auch,  weil  man  mit  m  multipliciren  kann, 

AB+CD  +  EF=m.  XY, 


6w6  Zusammen^ctiuag  gerader  Linien 

folglich  wegen  b) 

m.XY=LM, 
und  daher 

XY=  —  .LM. 

Eine  Formel  wie  a)  kann  man  daher,  oline  ihre  Richtigkeit  auf- 
zuheben, mit  jeder  ganzen  positiven  Zahl,  folglich  auch  mit  jedem 
rationalen  positiven  Bruche,  also  nach  bekannten  Schlüssen  auch 
mit  jeder  irrationalen  positiven  Zahl  multipliciren  oder  dividiren*). 

Das  für  die  Formel  «)  jetzt  Bewiesene  muss  endlich  auch  für 
Formeln  von  der  allgemeinen  Form 

ß")  a.AB-Jrc.CD-\-...  =  l.LM 

gelten,  wo  a,  c,  ...  und  l  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten. 
Denn  wenn  man  darin  a  .Ali  =  AB'.  c.CDt=C'D',  etc.  und 
l.LM  ^  L'M'  setzt,  80  wird  diese  Form  auf  die  vorige  a\  zuriick- 
gefuhrt. 

*|  Dasselbe  l&sst  sich  mich  leicht  mit  UQlfe  der  Lehre  von  ähnlichen  Floren 
duthun;  ao  nie  umgekehrt  die^c  Lehre  aus  obigem  Satze  abgeleitet  werden  k&on. 
80  folgt  I.  B.  au»  der  identischen  Gleichung 

AS  +  BC=  AC, 
dasa  auch 

m.AB  +  m.SC^m.AC 
ist.    Setzt  man  daher 

m.AB^FG   und   m.BC—  GH. 

m.AC=  FG-i-  Oä"—  FB; 
d.  h.,  sind  zwei  Seiten  FG,  GH  eines  Dreiecks  den  Seiten  AB,  BC  eines 
anderen  parallel  und  ihnen  proportionitl,  so  ist  auch  die  dritte  Seite  FH  des 
erateren  der  dritten  Seite  AC  des  letiteren  parallel,  und  ihr  in  demselben  Ver- 
hältnisse proportional.  Oder  sind  FG,  GH,  HF  resp.  den  AS,  SC,  CA 
parallel,  und  setzt  man  deshalb 

FG  =  ii.A3,     GH~q.SC.     HFm=r.CA, 
so  kommt  durch  Addition  dieser  Formeln: 

O^p.AS  +  q.BC  +  r.CA. 
Immer  ist  aber  auch 

r.AB  +  r.SC+r.  CA=  0, 
und  daher  (Nr.  5) 

{p  —  r]AB+'.q  —  r]BC  =  0. 

So  lange  aber  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  liegen ,  kann  von  zwei  Linien, 
welche  die  Richtungen  AB  und  SC  haben,  die  geometrische  Summe  nicht  Null 
sein,  und  es  muss  dann  folglich  jeder  der  Coefßeienten  p  —  r  und  5  —  r  einiela 
Null  sein,  also 

y  =  3  =  r    und    FG  .   GH  :  HF  =•  AB  :  BC  .   C A. 
d.  h.,   wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  FGH  denen  eines   anderen  ABC   parallel 
sind,  so  sind  sie  ihnen  auch  proportional. 
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5.  So  wie  in  der  Arithmetik  a  +  b  =  c  und  ö  =  c  —  b  iden- 
tische Gleichungen  sind,  so  kann  man  auch  hier  die  Formeln 

1)    AB+CD  =  EF  und    2)    AB  =  EF—CD 

als  identisch  betrachten,  und  AB  den  geometrischen  Unter- 
schied zwischen  EF  und  CD  nennen,  wenn  EF  die  geometrische 
Summe  von  AB  und  CD  ist.  Setzt  man  zu  1)  auf  beiden  Seiten 
DC  hinzu,  so  kommt: 

AB  =  EF+DC=  EF—  CD 

nach  2);  wonach  eine  Linie  von  einer  anderen  geometrisch  sub- 
trahiren  nichts  anderes  heisst,  als  dieselbe  Linie,  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  genommen,  zu  der  anderen  geometrisch 
addiren. 

Wenn  daher  in  der  obigen  allgemeinen  Formel  ö),  gegen  die 
dortige  Annahme,  eines  oder  etliche  Glieder  negative  Zeichen  haben, 
so  kann  man,  verlangt  man  bloss  positive  Glieder,  entweder  das 
Minuszeichen  eines  Gliedes  geradezu  in  Plus  verwandeln,  muss  aber 
dann  noch  den  Anfangs-  und  den  Endpunct  der  zugehörigen  Linie 
mit  einander  vertauschen;  oder  man  kann  das  negative  Glied  bloss 
mit  Aenderung  seines  Vorzeichens  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens setzen. 

Ueberhaupt  geht  aus  dem  Bisherigen  hervor,  dass  man  der- 
gleichen Formeln  wie  a)  vollkommen  so  wie  gewöhnliche  Gleichungen 
behandeln  kann,  dafem  sie  nur  rücksichtlich  der  in  ihnen  vor- 
kommenden Linien  stets  von  linearer  Form  bleiben,  so  dass  man 
nämlich  Glieder  von  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die 
andere  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  bringen,  alle  Glieder 
mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder  dividiren,  und  zwei  oder 
mehrere  solcher  Formeln  zu  einander  addiren,  oder  die  eine  von 
der  anderen  subtrahiren  kann. 

6.  Wir  sind  somit  zu  einer  Rechnungsart  mit  geraden  Linien 
gelangt,  deren  Richtigkeit,  so  lange  die  Linien  Theile  einer  und 
derselben  Geraden,  oder  mit  derselben  Geraden  parallel  sind,  keines 
Beweises  bedarf,  und  deren  Zulässlichkeit,  wenn  die  Linien  ver- 
schiedene Richtungen  haben,  aus  den  allerersten  Sätzen  der  Pa- 
rallelentheorie fliesst. 

Es  lässt  sich  aber  diese  Rechnung  mit  Linien  noch  auf  eine 
eigenthümliche  Weise  umgestalten;  und  dieses  in  Folge  einer  merk- 
würdigen Beziehung,  welche  bei  geometrisch  zu  addirenden  Linien 
zwischen  den  Anfangs-  und  Endpuncten  der  Linien  stattfindet.  Man 
habe  z.  B.  die  Linien  AB  und  CD  zu  addiren.     Da  immer 


ist.  Sind  demnach  A,  B,  G,  D  irgend  vier  Puncte  im  Räume,  so 
erhält  man  dasselbe  Resulut,  man  mag  die  Lioiea  AB  und  CD, 
oder  die  Linien  AD  und  CB  zusammensetzen;  mit  anderen  Worten: 
sur  Zuaammenaetxung  zweier  Linien  reicht  es  schon  hin,  dass  man 
iceiss,  welches  ihre  Anfangspuncte  {A  und  C)  und  welches  ihre  End- 
puncie  (B  und  D)  sind,  nicht  aber  wie  letzlere  zu  ersterbt  gehören 
(ob  B  zu  A  und  D  zu  C,  oder  D  zh  A  tind  B  zu  C). 

Dasselbe  Princip  gilt  nun,  wie  man  leicht  sieht,  auch  bei  der 
Zusammensetzung  von  drei  und  mehreren  Linien.  Denn  sollen  z.  B. 
die  drei  Linien  AB,  CD  und  EF  addirt  werden,  so  kann  man  zu- 
erst, weil  die  Ordnung,  in  welcher  sie  addirt  werden,  willkürlich  ist, 
und  man  daher  beliebige  zwei  zu  den  zwei  ersten  nehmen  kann, 
ii^nd  zwei  Endpuncte,  wie  B  und  D,  oder  D  und  F,  oder  B  und  F, 
mit  einander  vertauschen.  Können  aber  von  mehreren  in  gewisser 
Ordnung  auf  einander  folgenden  Elementen  je  zwei  mit  einander 
vertauscht  werden,  so  lassen  sie  sich  durch  Wiederholung  dieser 
Operation  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen,  uad  man  kann  folglich 
die  Endpuncte  B,  D,  F  auf  jede  beliebige  Weise  mit  den  Anfangs- 
puncten  A,  O,  E  verbinden,  so  dass  z.  B. 

AB+CnJrEF=  AF+CB-^ED. 

Eben  so  lässt  sich  statt  AB -\- BC-\- CA,  worin  A,  B,  C  die 
Anfangspuncte  und  B,  C,  A  die  Endpuncte  sind,  setzen  AA  +  BB 
+  CC;  und  da  jede  der  Linien  AA,  BB,  CO  offenbar  für  sich 
Null  ist,  so  muss  auch  AB-}-  BC+CA  =  0  sein  (vej^l.  Nr.  2). 

7.  Da  es  also  bei  jeder  beliebigen  Anzahl  geometrisch  zu  ad- 
dirender  Linien  immer  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen,  welches  die 
Anfangs-  und  welches  die  Endpuncte  sind,  nicht  aber,  wie  letztere 
mit  ersteren  zusammei^ehören,  so  wollen  wir  alle  diese  Puncte  isohrt 
schreiben,  und  zur  Unterscheidung  den  Anfangspuncten  das  positive, 
den  Endpuncten  das  negative  Zeichen  geben,  wollen  also  statt 
AB  +  CD  +  EF 

A~~B-i-C~-D  +  E—F,    oder    A  + C+ E— B  —  D— F 
schreiben,   oder  wie  man   sonst   diese    sechs  Buchstaben    mit    ihren 
Zeichen    auf   einander    folgen    lassen    will.     Auch    wird   diese   Aus- 
drucksweise noch  dadurch  gerechtfertigt,  dass,  so  wie  der  Ausdruck 
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AAy  geometrisch  genommen,  eine  Linie  gleich  0  bezeichnet,  auch 
A  —  -4  in  arithmetischem  Sinne  gleich  0  ist.  In  Uebereinstimmung^ 
mit  der  Natur  der  geometrischen  Zusammensetzung  lässt  sich  daher 
die  von  einem  Puncte  zu  einem  anderen  zu  ziehende  gerade  Linie, 
als  durch  welche  der  Unterschied  zwischen  der  Lage  der  beiden 
Puncte  bestimmt  wird,  im  Calcul  durch  den  Unterschied  der 
beiden  Puncte  selbst  ausdrücken. 
Da  femer,  eben  so  wie 

AB  +  CD  =  AD  +  BC, 
auch 

a,AB  +  a,  CD  =  a.AD  +  a.BC 

ist,  so  wird  man  auch,  wenn  in  einer  Formel  Glieder  mit  nume- 
rischen Coefficienten,  wie  a.AB,  etc.  vorkommen,  statt  derselben 
aA  —  aBy  etc.  und  daher  statt 

a)  a.AB  +  c.  CD  +  ...  =  l,LM 

schreiben  können: 

a*)       aA  —  aB+cC—cD+,.,  =  IL  —  IM 

und  jede  Folgerung,  welche  man  aus  a)  allein,  oder  aus  a)  in  Ver- 
bindung mit  noch  anderen  ihr  ähnlichen  Formeln,  nach  den  in  Nr.  5 
bemerkten  Regeln  ziehen  kann,  ist  dieselbe;  und  keine  anderen  wird 
man  auch  aus  a*)  und  den  ihr  ähnlichen  Formeln  ableiten  können. 
Liegen  z.  B.  vier  Puncte  A,  5,  C,  D  so,  dass 

AB  +  7.CD  =  2BC, 

so  wird  man  statt  dessen 

^_^4.2C—2Z)  =  25  —  2(7  oder  A  +  \C=ZB  +  2D 

schreiben,  und  daraus  unter  Anderen  folgern  können 

AC—^B  +  B  —  A  =  2D  —  1A, 
d.  i. 

\CB  +  BA  =  1DA, 

Mit  Formeln,  wie  o*),  wird  es  demnach  gestattet  sein,  alle  die 
arithmetischen  Operationen  vorzunehmen,  bei  welchen  sie  in  Bezug 
auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Puncte  von  linearer  Form  bleiben; 
wobei  noch  der  Vortheil  stattfindet,  dass  man  sich  der  Formeln, 
welche  in  geometrischer  Bedeutung  identisch  sind,  wie 

AB  +  BC=AC, 

nicht  mehr  zu  erinnern  braucht,  indem  solche  in  arithmetisch-iden- 
tische (A  —  B  +  B  —  C  =  A  —  C)  übergehen. 

8.  Soll  umgekehrt  eine  Formel,  deren  Glieder  Producte  aus 
Zahlen   in  Puncte  sind,   Sinn  und  Bedeutung  haben,   so  muss   die 

MObinB  Werke  I.  39 
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Summe  aller  Zahlen  auf  der  einen  Seite  des  GleichheitszeichenB  der 
Summe  der  Zahlen  auf  der  anderen  Seite  gleich  sein;  d.  h.  die  Formel 
musa  auch  dann  noch  richtig  seiu,  wenu  alle  Puncte  weggestrichen 
werden. 

So  wild  2.  B.  zum  Bestehen  der  Formel 

1)  aA  +  bB  =  cC 
erfordert,  dass  a-^-  b  =  c  ist.     In  der  That  wird  alsdann 

aA  —  aC=bC—bB, 
d.  i. 

a.AC  =  b.  CB. 
Ilahen  aber,  wie  hierdurch  angezeigt  wird,   die  Linien^  A  C  und   CB 
einerlei   Richtung,    und    überdies    den    Funct   C  gemein,    so    li^ 
C  mit  A  und  B  in  einer  Geraden.    Die  Formel  1)  druckt  daher  ans, 
dass  A,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen,  und  dasa  sich  dabei 

AC  :   CB  =  b  :  a 
verhält. 

Damit  die  Formel 

2)  aA-^bB  +  cG=(lD 
hestehe,  rauss  a  +  i  -+-  f  =  rf  sein;  woraus 

a A  ~  aD  •\-  b B  ^  h D  =  c  D  —  cC . 
d.  i. 

a.AD-\-b.BD  =  c.DC 

folgt.  Da  die  aus  a  .AD  und  b.BD  Zusammengesetze  Linie  offen- 
bar in  der  durch  AD  und  BD  zu  legenden  Ebene  enthalten,  oder 
doch  mit  der  Ebene  ABD  parallel  sein  muss,  und  die  Linie  die 
Richtung  DO  haben,  also  durch  den  Punct  D  der  Ebene  gehen 
soll,  so  wird  durch  2}  au^edrückt,  dass  A,  B,  C  und  D  in  einer 
Ebene  liegen. 

Dasselbe  folgt  auch  daraus,  dass,  wenn  man 
a)  aA  +  bB  =  {a  +  b)E 

und  daher 

ß)  {a  +  b}E  +  cC=la-i'b  +  c)D 

setzt,  E  mit  A  und  B,  und  D  mit  E  und  C  in  einer  Geraden  li^. 
also  AB  und  CD  sich  in  einem  Puncte  E  schneiden.  Dabei  ver- 
hält sich 

y)       AE  .  EB=b  .  a   und   ED  :  DC=c  :  a  +  b. 

Mit  diesen  Proportionen  lässt  sich,  wenn  die  Puncte  A,  B,  C 
und  die  Verhältnisse  zwischen  a,  b,  c  gegeben  sind,  der  Punct  D 
bestimmen.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  2)  wird  hiemach  der 
Ausdruck  des   Punctes   D  genannt,    der    auf  der    rechten  Seite 
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Steht.  Eben  so  ist  in  1)  aA  +  bB  der  Ausdruck  von  O.  Umgekehrt 
hat  jeder  mit  A  und  B  in  einer  Geraden  liegende  Punct  einen  Aus- 
druck von  der  Form  1),  und  jeder  mit  A^  B  und  C  in  einer  Ebene 
liegende  Punct  einen  Ausdruck  von  der  Form  2). 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  in  2)  a  +  J  =  0,  also  b  =  —  a 
ist,  muss  d  =  c  sein.     Aus  2)  wird  alsdann : 

aA  —  aB  =  cD  —  cC, 
also 

a,AB==c.DC, 

d.  h.  die  Linien  AB  und  DC  sind  einander  parallel  und  verhalten 
sich  wie  c  und  a.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  durch 
die  Proportion  y),  welche,  wenn  b  =  —  a  ist, 

AE  :  BE=1:\ 

giebt.  Dieses  ist  aber,  so  lange  A  und  B  zwei  verschiedene  Puncte 
sein  sollen,  nicht  anders  möglich,  als  wenn  E,  oder  der  Durchschnitt 
von  CD  mit  ABj  unendlich  entfernt  liegt.  Bemerken  wir  daher 
noch,  dass  aA  —  aB  oder  A  —  Bj  als  Ausdruck  eines  Punctes  ge- 
nommen, einen  in  der  Richtung  AB  unendlich  entfernten  Punct 
ausdrückt. 

In  dem  Falle,  wenn  in  der  Gleichung  2)  die  Summe 

ist,  wird  D  zufolge  ß)  ein  unendlich  entfernter  Punct  in  der  Ge- 
raden ECy  also  ein  in  der  Ebene  ABC  nach  einer  bestimmten 
Bichtung  unendlich  weit  liegender  Punct. 

Aehnlicherweise  zeigt  sich,  dass,  wenn  Aj  By  Cy  D  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und 

3)      aA  +  bB  +  cC+dD  =  (a  +  b  +  c  +  d)E 

gesetzt  wird,  E  ein  durch  die  Lage  von  A,  By  Cy  D  und  durch  die 
Verhältnisse  zwischen  a,  by  Cy  d  unzweideutig  bestimmter  Punct  im 
Räume  ist;  dass,  wenn  a  +  Ä  +  c-f-d  =  0  ist,  E  unendlich  entfernt 
nach  einer  bestimmten  Richtung  liegt,  und  dass  umgekehrt  jeder 
Punct  im  Räume  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  3)  dargestellt 
werden  kann. 

9.  Die  Rechnung  mit  Formeln  der  Art,  wie  1),  2),  3),  ist  es 
nun,  die  ich  in  meiner  Schrift  vom  Jahre  1827  die  barycen- 
trische  genannt  habe.  Offenbar  ist  die  gegenwärtige  Herleitung 
dieser  Formeln  einfacher,  als  die  in  jener  Schrift  gegebene,  indem 
dort  ihre  Erklärung  noch  ein  System  fremdartiger  Hülfslinien  er- 
forderte.    Es  wurde  nämlich  die  Formel 

a)      a^  +  Ji?  +  cC;+...  =  (a  +  5  +  c  +  ...)Ä' 

39* 


6 1 2    ZuBwumenseliung  gerader  Linien  u.  neue  Befnindiing  des  baiycenti.  Caleub. 

als  der  abgekürzte  Ausdruck  der  Gleichimg 

fi)    a.AA'  +  b.BB'  +  c.  CC'+...  =  (a  +  b -\-c+  ...}  SS" 
angesehen,   wo   A\  B',   C,  ...  und  S'   die  Durch  schnitte   einer   be- 
liebig gelegten  Ebene  e  mit  Linien  waren,  die  man  durch  A,  B,  C,  ... 
und  S  parallel  mit  einer  willkürlichen  die  e  schneidenden  Richtung  l 
gelegt  hatte*). 

Von  der  anderen  Seite  kann  freilich  nicht  geleugnet  werden, 
d«ss  bei  einer  solchen  Erklärung  jedes  Glied  der  Formel  eine  mathe- 
matische Bedeutung  erhält,  während  bei  der  hier  gegebenen  Dar- 
stellung die  einzelnen  Glieder  nicht  als  wirkliche  Grössen,  sondern 
nur,  ich  möchte  sagen,  durch  ein  Spiel  des  Calculs  eum  Vorschein 
kommen.  Wie  dem  aber  auch  sein  mag,  so  dürfte  doch  das  hier 
über  die  geometrische  Addition  Gesagte,  und  der  innige  Zusammen- 
hang, in  welchem  diese  Lehre  mit  der  barycentrischen  Rechnung 
steht,  einer  MittheUung  nicht  ganz  unwerth  gewesen  sein. 


*)  Die  OleichuDg  ß]  kann  aus  der  Formel  n]  auch  aehr  leicht  ntitielst  der 
hier  Eum  Grunde  gelegten  Frincipien  hergeleitet  Verden.  £a  ist  niUuIich  die 
Formel  n;  gleichbedeutend  mit 

a.AS+b.SS  +  c.CS-j-...-=0, 

etc.  ist,  gleichbedeutend  mit 

a 'AA'+  A-S"-^  S-S]  +  h  [BB'-ir  B'S'+  SSi+.-.^O. 
oder  mit 

TV+  VW=f), 

a{AA''\-S'S\+b[BS'+S-S]  +...  =  TU, 
a.A-S-+b.B'S-+...=  Vir 
Betzt.  Db  aber  AA',  BB',  ...  und  SS'  sämmtlich  mit  der  Linie  l  parallel  sind, 
und  A'S',  B'S",  ...  in  der  Ebene  i  liegen,  ao  rnuas  auch  TU  mit  /,  und  VW  nüt 
I  parallel  sein;  VW  kann  daher  nicht  mit  l  oder  TU  parallel  sein,  weil  l  und  e 
sich  achneiden  sollen.  Mithin  kann  die  geometriache  Summe  von  TU  und  VW 
nicht  anders  Null  sein,  als  wenn  jede  dieser  Linien  einzeln  Null  ist.  Dies  giebt 
die  Formeln 

aiAA'+&'S,+hiBB'+ SS] +  ...•=  0 
und 

a.A'S'+h.B-S-+...'^0, 

\on  denen  die  erstere  einerlei  mit  der  zu  beweisenden  ß]  ist ,  die  letztere  aber  an- 
zeigt, dass.  Wenn  die  geometrische  Summe  mehrerer  Linien  Null  ist,  auch  die 
geometrische  Summe  der  Projectionen  dieser  Linien  auf  eine  beliebige  Ebene 
durch  Parallelen  mit  einer  beliebigen  Geraden  Null  ist. 
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und  den  davon  abhängenden  Grössenformen. 


[Anhang  zu  H.  Orassmann's  »geometrische  Analyse  geknüpft  an  die  von 
Xeibniz  erfundene  geometrische  Characteristik«,  enthalten  in  den  Preisschriften 
gekrönt  und   herausgegeben  von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu 

Leipzig  1847.] 
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Das  Studium  der  voranstehenden  Abhandlung  des  Herrn  Grass- 
mann  und  besonders  des  letzteren  Theils  derselben  dürfte,  unge- 
achtet des  nicht  zu  verkennenden  Strebens  ihres  Verfassers  nach  Klar- 
heit, dennoch  mit  einigen  Sch^vierigkeiten  verknüpft  sein,  welche  dar- 
aus hervorgehen,  dass  der  Verfasser  seine  neue  geometrische  Analysis 
auf  eine  Weise  zu  begründen  sucht,  welche  dem  bisher  bei  mathe- 
matischen Betrachtungen  gewohnten  Gange  ziemlich  fem  liegt,  und 
dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Operationen  Objecte  als 
Grössen  behandelt,  die  an  sich  keine  Grössen  sind,  und  von  denen 
man  sich  zum  Theil  keine  Vorstellung  bilden  kann.  Da  gleichwohl 
diese  neue  Analysis  wegen  der  Einfachheit,  mit  welcher  sich  geo- 
metrische Untersuchungen  durch  sie  führen  lassen,  alle  Aufmerk- 
samkeit zu  verdienen  scheint,  so  habe  ich  es  im  Folgenden  versucht, 
sie  auf  eine  dem  Geiste  der  Geometrie  entsprechendere  und  damit, 
wie  ich  hoflFe,  leichter  fassliche  Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen, 
wie  jene  Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdrücke  wirklicher  Grössen 
angesehen  werden  können.  Uebrigens  habe  ich  meinen  Aufsatz 
nicht  in  der  Form  eines  Commentars,  sondern  als  eine  selbständige 
Abhandlung  abgefasst,  so  dass  er  Jedem  auch  noch  vor  Lesung  des 
Vorhergehenden  verständlich  sein  wird.  —  Die  von  Herrn  Grass- 
mann  eingeführten  Benennungen  habe  ich  unverändert  beibehalten, 
sowie  ich  auch  bei  rein  mathematischen  Entwickelungen  dieses  Geo- 
meters  von  seinem  Gange  nicht  wesentlich  abgewichen  bin.  Was 
sonst  noch  von  mir  hinzugefügt  worden,  ist  nicht  von  dem  Belange, 
um  hier  besonders  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

§.  1.  Unter  Linien  sollen  im  Folgenden  stets  nur  gerade 
Linien  verstanden  werden. 

Von  zwei  Linien  AB  und  CD,  welche  entweder  einander 
parallel,  oder  Theile  einer  und  derselben  Geraden  sind,  sagt  man, 
dass  sie  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  haben,  wenn, 
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nachdem  die  eine  Linie,   es  sei  CD,   parallel   mit  sich  bis  mim  Zu-     = 
eanuncnfaUen  ihres  Änfaugapunctes  C  mit  dem  Anbngspimcte  A  der      I 
anderen  fortbewegt  worden,   die  Endpiincte  B  und  D  beider  Linien 
anf  einerlei   Seite   (auf   entgegengesetzten  Seiten]    des   jetzt   gemein- 
samen Anfangs]) unctes  liegen. 

Durch  das  zwischen  die  Ausdrücke  zweier  Linien  gesetzte  Gleich- 
heitszeichen, z.  B.  durch 

ÄB=CD, 
aoU  hier  stets  angezeigt  werden,  dass  die  Linien  AB  und  CD  nicht 
nur  von  gleicher  Länge  sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung 
haben.     Eben  so  verstehe  man  unter  der  Formel 

CDt=aAB, 
in  welcher  a  einen  numerischen  Coefficienten  bedeutet,  dass  die  ab- 
soluten Längen  von  AB  und  CD  sich  wie  1  und  a  verhalten,   und 
dass  CD  mit  AB  einerlei  Richtung  oder   die   entgegengesetzte   hat, 
je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.     Hiernach  ist  immer 

BA  =  —  \.AB. 
statt  dessen  der  Kürze  willen  — AB  geschrieben  wird. 


Geometrisclie  Addition  der  Linien. 

§.  2.  Sind  zwei  oder  mehrere  Linien  AB,  CD,  EF  ihm 
Länge  und  Richtung  nach  gegeben,  und  macht  man.  von  einem 
beliebigen  Puncte  O  ausgehend, 

OP=AB,  PQ  =  CD,  QR  =  EF. 
so  heisst  die  gerade  Linie  OR,  deren  Anfangs-  und  Endpunct  der 
Anfangs-  und  Endpunct  der  durch  die  vollführte  Operation  ent- 
standenen gebrochenen  Linie  OPQli  sind,  die  geometrische 
Summe  der  Linien  AB,  CD,  EF,  und  die  Operation  selbst  geo- 
metrische Addition.  Auf  gleiche  Art  wird  SV  als  die  Summe 
der  mit  Coefficienten  versehenen  Linien  aAB,  yCD,  iEF  ge- 
funden, wenn  man,  von  einem  beliebigen  Puncte  S  ausgehend. 

ST  =  aAB,     TU=yCD,     UV=bEF 
macht    —    Fällt  der  Endpunct  der  gebrochenen  Linie  OPQ.R  oder 
STUV  mit  ihrem  Anfangspuncte  zusammen,  und  entsteht  daher  ein 
geschlossenes  Vieleck,  so  ist  die  Summe  gleich  0. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Länge  und  die  Richtung 
der  Linie,  welche  die  Summe  ausdrückt,  sowohl  vom  Orte  des  Aus- 
gangspunctes  O  oder  S,    als  von  der  Ordnung,    in   weichet   die   zu 
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addirenden  Linien  nach  und  nach  an  einander  gesetzt  werden,  un- 
abhängig sind,  und  mithin  bloss  von  den  Längen  und  Richtungen 
der  letzteren  Linien  abhängen. 

Zusatz.  Ist  eine  Linie  OR  die  geometrische  Summe  mehrerer 
anderer  Linien  AB^  CD,  EF,  und  werden  alle  diese  Linien  durch 
Parallelebenen  auf  eine  Gerade  projicirt,  so  ist  die  Projection  der 
ersteren  Oll  die  algebraische  Summe  der  Projectionen  der  anderen 
Linien.  Dies  erhellet  sogleich  daraus,  dass,  wenn  man,  um  022  zu 
finden,  wie  vorhin, 

OP=AB,    PQ=CD,     QR  =  EF 

macht  und  OP,  PQy  QR  ebenfalls  projicirt,  von  zwei  einander 
gleichen  und  gleichgerichteten  Linien,  wie  AB  und  OP,  auch  die 
Projectionen  einander  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  und  dass  die 
Projection  von  OR  der  algebraischen  Summe  der  Projectionen.  von 
OP,  PQ,  QR  gleich  ist. 

§.  3.  Dass  SV  die  geometrische  Summe  von  aABj  yCDy 
eEF  ist,  werde  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

SV=aAB  +  yCD  +  €EF. 

Eben  so  bedeute  die  Gleichung 

aAB  +  yCD  —  €EF=7cKL  —  fi3fN, 

dass  die  zwei  Linien,  welche  die  Summen  von  aABy  yCDj  — eEF 
und  von  %KLy  — fiMN  darstellen,  von  gleicher  Länge  und  einerlei 
Kichtung  sind. 

Aus  der  Natur  der  geometrischen  Zusammensetzung  geht  hervor, 
dass  man  Gleichungen  dieser  Art  ganz  wie  algebraische  behandeln 
kann,  dafem  sie  nur  hinsichtlich  der  in  ihnen  vorkommenden  Linien 
von  linearer  Form  bleiben;  dass  man  daher  Glieder  von  der  einen 
Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die  andere  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  setzen,  alle  Glieder  mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder 
dividiren,  und  zwei  oder  mehrere  solcher  Gleichungen  zu  einander 
addiren,  oder  die  eine  von  der  anderen  subtrahiren,  d.  i.  mit  ver- 
änderten Vorzeichen  zu  der  anderen  addiren,  kann. 

§.4.  Wenn  von  den  zu  addirenden  Linien  der  Anfangspunct 
der  zweiten  und  jeder  folgenden  mit  dem  Endpuncte  der  jedesmal 
vorhergehenden  zusammenfallt,  und  sie  daher  schon  an  sich  eine 
gebrochene  Linie  bilden,  wie  z.  B.  die  Linien  ABj  BC,  CD,  so 
wird  die  nach  §.  2  zu  vollziehende  Operation  überflüssig.  Man  hat 
dann  geradezu 

AB  +  BC=AC,     AB  +  BC+CD  =  AD, 
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AB-\-BC+CA  =  (i,    AC=AB—CB  =  BC—BA, 
u.  8.  w..  Gleichungen,  welche  gelten,  vrie  auch  die  Puncte  A,  B,  C, 
D  im  Räume  liegen  mögen.     Vergl.  meine  »Elemente  der  Mectaoik 
des  Himmels ,K  §§.  1   und  2,   und  einen   Aufsatz   von  mir  in  Ctelle's 
Journal  für  Mathematik,  Band  2S,  Seite  1. 


Innere  Multiplication  der  Linien. 


■eile 's     J 


§.  5.  Unter  dem  Producte  zweier  Linien  wird  hier,  wie 
wohnlich,  die  Zahl  von  Flächeneinheiten  verstanden,  welche  sich  er- 
giebt,  wenn  man,  nach  Festsetzung  einer  gewissen  Linie  als  Längen- 
einheit und  des  über  dieser  Linie  zu  constniir enden  Quadrats  als 
Flächeneinheit,  die  zwei  Zahlen  in  einander  muldplicirt ,  nach 
welchen  die  zwei  erateren  Linien  von  der  Längeneinheit  gemessen 
werden. 

Das  Prodnct  zweier  Linien  AB  und  CD,  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  des  Winkels,  den  die  Richtungen  der  beiden  Linien  mit 
einander  machen,  heisst  das  innere  Product  der  beiden  Linien') 
und  wird  ausgedrückt  durch 

AB  X  CD, 
oder,  was  dasselbe  sagt:  das  innere  Product  zweier  Linien  AB  und 
CD  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  einen  Linie  in  die  auf  sie 
rechtwinkel^  projicirte  andere  Linie,  also  gleich  dem  Producte  der 
Linien  AB  und  CD',  wenn  C"  und  D'  die  rechtwinkeligen  Pro- 
jectionen  der  Pnncte  C  und  D  auf  die  Linie  AB  oder  deren  Ver- 
längerung sind;  und  dieses  Product  ist  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  AB  und  CD'  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtungen  haben. 


')  Das  Product  einer  Linie  a  in  eine  andere  i,  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
des  Winkels  a^b,  viid  das  äussere  Product  von  a  in  (  genannt  (Grass- 
mann'a  Auadehnungalehre  1814  J.  38).    Weil 


so  sind  die 
entgegengesetzt, 


Producte  i 
■fihrend,  weil 


I  einander  gleich ,    aber 


der  Werth   eines   inneren  Productea 
Zeichen  nach  unge&ndert  bleibt. 
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§.6.  Da  das  innere  Product  zweier  Linien  bloss  von  den  Längen 
der  letzteren  und  dem  Winkel  ihrer  Richtungen  abhängt,  so  bleibt 
es  ungeändert,  wenn  statt  einer  der  beiden  Linien,  oder  statt  beider, 
andere  gesetzt  werden,  welche  mit  ihnen  von  gleicher  Länge  und 
einerlei  Richtung  sind.  Ist  daher  AB  =  EF  und  CD  =  GIIj  so 
ist  auch  ABx  CD  =  EFX  GH.     Aus  gleichem  Grunde  erhellet, 

a(ABX  CD)  =  aABx  CD  =  ABXaCD 

ist. 

§.  7.  Aus  dem  BegriflFe  des  inneren  Productes  folgt  femer,  dass, 
wenn  wir  uns  von  zwei  Linien  die  Längen  constant,  ihre  gegen- 
seitige Neigung  aber  veränderlich  denken,  ihr  inneres  Product  null 
wird,  wenn  die  eine  Linie  mit  der  anderen  einen  rechten  Winkel 
macht;  dass  es  dagegen  seinen  grössten  positiven  (negativen)  Werth 
erhält,  wenn  die  Linien  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  Iiaben, 
und  dass  dieser  Werth,  abgesehen  vom  Zeichen,  dem  Producte  der 
Linien  selbst  gleich  ist.  —  Das  innere  Product  zweier  Linien  von 
gleicher  Länge  und  einerlei  Richtung  ist  das  Quadrat  der  einen  oder 
der  anderen  Linie,  welches  man  wie  gewöhnlich  durch  den  an  den 
Linienausdruck  rechts  oben  angesetzten  Exponenten  2  bezeichne. 

§.8.  Bedeuten  öt,  J,  f  drei  Linien  von  beliebiger  Länge  und 
Richtung,  und  sei  a-\-b  =  c.  Nach  §.  2  Zusatz  ist  alsdann  die 
Projection  von  c  auf  eine  beliebige  Gerade  der  algebraischen  Summe 
der  Projectionen  von  a  und  b  auf  dieselbe  Gerade  gleich.  Man  hat 
daher,  wenn  man  a,  b  und  c  auf  y  rechtwinkelig  projicirt,  die  alge- 
braische Gleichung 

c  cos  f^c  =  a  cos/^a  -f-  b  cos  f^b, 
also  auch 

fc  cos  f^c  =fa  cos  f^a  +fb  cosfb. 

Statt  fc  cos f^c  kann  man  aber  schreiben  fXCy  =y*x(«  +  Ä); 
statt  fa  cos/^cr,  fx  o,  u.  s.  w.;  mithin  ist 

fX{a  +  b)=fXa+fXb, 

in  welcher  Gleichung  das  Pluszeichen  zur  Linken  die  in  §.  3  an- 
gegebene geometrische  Bedeutung,  das  Pluszeichen  zur  Rechten  aber, 
80  wie  auch  das  Gleichheitszeichen,  die  gewöhnliche  arithmetische 
hat.  —  Ueberhaupt  ist,  wie  man  hier  noch  bemerken  mag,  die  Be- 
deutung des  Gleichheitszeichens  bei  Gleichungen  zwischen  inneren 
Producten  von  der  gewöhnlichen  nicht  verschieden;  denn  es  zeigt 
die  Gleichheit  der  zu  beiden  Seiten  stehenden  Zahlen  von  Flächen- 
einheiten   an,    während   es   bei    Gleichungen,    deren    Glieder    bloss 
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Linien  sind,  sich  noch  auf  «lie  Richtung  bezieht.  So  ist  z.  B.,  wenn 
die  zwei  Linien  a  und  fi  gleich  lang  sind,  nur  dann  a=:b.  wenn 
sie  auch  einerlei  Richtungen  haben;  dagegen  immer  a*  ^  t*,  welche* 
«üch  ihre  Richtungen  sein  mögen. 

Kommt  zu  den  obigen  drei  Linien  a,  h.  f  eine  rierte  g  hinzu, 
so  hat  man  gleicherweise: 

(/  +  ?}  X  (a  +  i)  =  {/+  i?)a  +  (/  +  y)4 
=  /"Xa  +  pXo+/xi+ jXi, 
und  eben  so  lassen  sich  Producta  aus  Summen  noch  mehrerer  Linien 
ganz  nacli  den  Regeln  der  Arithmetik  in  Partialproducte  zerl^en ; 
»der,  was  dasselbe  ausdrückt:  die  liecfinung  mit  beliebig  gerichMen 
Linien  icird  nicht  allein  bei  ihrer  geometrischen  Addition,  soudam 
auch  bei  ihrer  inneren  Muitiplicalion  vollkommen  »o  geführt,  ah  oh 
alle  Linien  in  einer  und  derselben  Geraden  enthalten  waren. 

\jm  ein  ganz  einfaches  Beispiel  hinzuzufügen,  so  hat  man,  wenn 
ii-^h-^c  gesetzt  wird:  a*  +  2a  X  &  +  i' =  c*-  Stehen  dabei  a 
und  b  rechtwinklig  auf  einander,  so  «-iid  aX6  =  0,  und  datnil 
a*4-i*  =  c*,  wodurch,  wie  man  sogleich  wahrnimmt,  der  Pytha- 
goreische Lehreatz  bewiesen  ist. 


Von  Panctgrössen  und  Grössen  erster  Stufe  Oberhaupt. 

§■  9.  Wenn  in  einer  Gleichung  zwischen  Linien  zwei  oder 
mehrere  derselben  einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunct  haben. 
und  wenn  die  Gleichung  die  Eigenthümlichkeit  besitzt,  dass  sie 
gültig  bleibt,  wo  auch  der  gemeinsame  Anfangspunct  angenommen 
werden  niag,  während  die  Endpuncte  dieser  Linien  und  die  Anfangs- 
und Endpuncte  der  übrigen  Linien  bestimmte  Puncte  sind,  so  werden 
erstere  Linien  Punctgrössen,  und  ihre  bestimmten  Endpuncte  die 
Ocrter  der  Punctgrössen  genannt.  —  Der  gemeinsame,  aber  un- 
bestimmt bleibende  Anfangspunct  der  Punctgrössen  soll  hier  immer 
mit  X  bezeichnet  werden. 

Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  heissen  Strecken. 
So  ist  z.  B. ,  wo  auch  X  liegen  mag, 

XB—XA  =  AB, 
d.  h.  die  Differenz  zweier  Punctgrössen,  deren  Oerter  B  und  A  sind. 
ist  einer  der  Linie  AB  gleichen  und  gleichgerichteten  Strecke  gleich. 

Ist  femer  C  der  Mittelpunct  von  AB,  ho  hat  man  für  jeden 
Ort  von   X: 

XC—XA=AC=  CB=  XB—XC, 
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und  daher 

XA  +  XB  =  2XC, 

d.  h.  die  Summe  zweier  Punctgrössen  ist  dem  Doppelten  einer  Punct- 
grösse  gleich,  deren  Ort  der  Mittelpunct  zwischen  den  Oertem  der 
ersteren  ist. 

Bei  der  Rechnung  mit  Punctgrössen  kann  man  der  Kürze  willen 
den  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunct  dieser  Linien  bezeichnen- 
den Buchstaben  X  überall  weglassen  und  daher  statt  der  vorigen 
zwei  Gleichungen  auch  schreiben: 

B  —  A  =  AB,    A  +  B  =  2C. 

Doch  werde  ich  im  Folgenden,  wo  bloss  die  Theorie  der  Punct- 
grössen aufgestellt,  und  keine  Anwendungen  dieser  Theorie  gegeben 
werden  sollen,  von  dieser  abgekürzten  Schreibart  keinen  Gebraudi 
machen. 

§.10.  In  den  Gleichungen,  mit  denen  wir  uns  gegen wärtifi^ 
beschäftigen,  ist  entweder  jedes  Glied  eine  Grösse  erster  Stufe, 
d.  i.  eine  Linie,  oder  jedes  Glied  eine  Grösse  zweiter  Stufe, 
d.  i.  ein  inneres  Product  zweier  Linien.  Hiernach,  und  weil  jede 
Linie  entweder  eine  Strecke  oder  eine  Punctgrösse  ist,  wird  die  all- 
gemeine Form  einer  Gleichung  der  ersten  Art  sein: 

1)  k  +  aXA  +  aXA'  +  .,,  =  Q. 

Hierin  bezeichnet  nämlich  k  die  Summe  aller  der  Glieder,  welche 
Strecken  sind,  eine  Summe,  die  nach  dem,  was  über  die  Addition 
von  Linien  gesagt  worden,  ebenfalls  eine  Strecke,  oder  auch  null  ist. 
Die  folgenden  Glieder  sind  Punctgrösssen ,  mit  den  numerischen 
Coefficienten  oder  Gewichten  a^a',  ...  begleitet,  statt  deren  Summe 
mit  Anwendung  des  Summationszeichens  kurz  ^aXA  geschrieben 
werde. 

Suchen  wir  nun  zuerst  die  zum  Bestehen  einer  solchen  Glei- 
chung noth wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  zu  ermitteln. 
Man  hat,  wo  auch  der  Punct  0  liegen  mag: 

XA  =0A—  OX,     XA  =  OA'  —  OX, 

u.  s.  w.,  und  es  kann  daher  statt  1)  auch  geschrieben  werden: 

2)  k  +  ^a(OA—OX)  =  {i, 
d.  i. 

k  +  ^aOA  —  :^aOX  =  (i. 

Bedeute  nun  0  einen  willkürlich  bestimmten  Punct.  Weil  die 
mit   1)   identische   Gleichung  2)    für  jeden  Ort  von   X,    also    auch. 


wenn  X  mit  O  zusammenfäUt .  bestehen  muss,  iso  hat  man  als  «rst« 
DothirendiKe  Itrdinguiig  die  Gleichung. 

Iliei-auH,  in  VerLindang  mit  2),  folgt,  wenn  X  mit  0  nicht  zu- 
sammenfällt: 

ZaOX  =  Q. 
mithin  2a  =  0. 

Die  nothwendigen  und,  wie  man  sieht,  zugleich  fainreichendeD 
Bedingungen  für  das  Bestehen  der  Gleichung  1)  eind  daher:  erstens 
dass  sie  besteht,  wenn  statt  X  ein  bestimmter  Punct  O  gesetzt  'n-ird. 
nnd  zweitens  dass  die  Gewichtssumme  der  Functgrössen  null  ist. 

Zum  deutlicheren  Verständniss  des  bei  dieser  Untersuchung  be- 
f'ilgten  Weges  denke  man  sich  (§.  S)  alle  Strecken,  deren  Summe  /■ 
ist,  und  die  Puncte  X.  A,  A\  ...  insgesammt  in  einer  Geraden 
liegend,  uhd  den  eingeführten  Hülfspunct  0  als  Anfangspunct  der 
Geraden.  Alsdann  sind  O X,  OA.  OÄ',  ...  die  Abscissen  der  Puncte 
,V,  A,  A'.  ...,  welche  Abscissen  man  gleich  z,  a,  a,  ...  setze.  Da- 
durch verwandelt  sich  2]  in  die  algebraische  Gleichung 

d.  i.  in 

M  — ,«:r  =  0, 

wo 

M  =  Ä-|-.2aa    und   /i  =  :Sa; 

und  diese  Gleichung  wird  für  jeden  Werlh  von  ar,  mithin  2)  oder  1) 
für  jeden  Ort  von  .\  richtig  sein,  wenn  —  übereinstimmend  mit  dem 
Vorigen  —  jede  der  beiden  Grössen  M  und  fi  für  sich  null  ist. 

§.11.  Wie  vorhin  bemerkt  worden ,  ist  eine  Summe  von 
Strecken  immer  auf  eine  einzige  Strecke  reducirbar.  Untersuchen 
wir  jetzt  die  einfachste  Form,  auf  welche  eine  Summe  von  Puuct- 
grösscn  ZaXA  reducirt  werden  kann.  —  Es  wird  diese  Summe, 
wenn  wir,  wie  vorhin,  den  willkürlich  zu  bestimmenden  Punct  O 
einführen, 

=  Sa(OA—OX)  =  laOA  —  fiOX, 
wo  fi  ^  —a.     Ist  daher  erstens  die  Gewichtssumme  /(  ^  0,  so  wird 

2aXA  =  ^aOA 
gleich  einer  von  X  (und  eben  so  auch  von  0)  unabhängigen  Summe 
von  Linien  gleich  einer  Strecke,  welche  auch  gleich  0  sein  kann. 

Ist  zweitens  die  Gewichtssumme  /t  nicht  gleich  0,  so  setze  man 
an  O  eine  Linie 

OM=  —  2aOA. 
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Hiermit  wird  2aOA  =  iiOM,  und  folglich 

gleich  einer  Punctgrösse,  deren  Gewicht  (.i  die  Gewichtssumme  der 
zu  addirenden  Punctgrössen,  und  deren  Ort  3/,  ebenso  wie  von  X, 
auch  von  O  selbst  unabhängig  ist;  es  ist  der  Schwerpunct  der  in 
den  Puncten  A,  A\  ...  angebrachten  Gewichte  a,  a',  ... 

Eine  Sunmie  von  Punctgrössen  ist  demnach  entweder  gleich  0, 
oder  gleich  einer  Strecke,  oder  gleich  einer  Punctgrösse;  und  zwar 
tritt  der  erste,  oder  der  zweite  Fall  ein,  wenn  die  Gewichtssumme 
der  Punctgrössen  gleich  0,  der  dritte,  wenn  sie  nicht  gleich  0  ist. 

Wir  können  daher  noch  umgekehrt  schliessen,  dass,  jenachdem 
eine  Summe  von  Punctgrössen  auf  eine  Strecke,  welche  auch  null 
sein  kann,  oder  auf  eine  Punctgrösse  reducirbar  ist,  die  Gewichts- 
summe der  ersteren  entweder  null,  oder  nicht  null  ist. 

§.  12.  Die  Summe  einer  Strecke  KL  und  einer  Punctgrösse 
/tX3/lässt  sich  immer  auf  eine  Punctgrösse  reduciren,  deren  Ge- 
wicht dem  Gewichte  ju   der  ersteren  Punctgrösse  gleich  ist.     Denn 

1 
setzt  man  an  M  eine  Linie  31  N=  —  KL,  so  wird 

KL  +  fxXM=fiX3I+fxMN==^XN. 

Durch  Verbindung  dieses  Satzes  mit  den  im  vorigen  §.  erhaltenen 
Resultaten  ziehen  wir  noch  den  Schluss,  dass  ebenso,  wie  eine 
Summe  von  Punctgrössen  allein,  so  auch  eine  Sunmie  von  Strecken 
und  Punctgrössen,  also  eine  Summe  von  Grössen  erster  Stufe  über- 
haupt, jenachdem  die  Gewichtssumme  der  Punctgrössen  null,  oder 
nicht  null  ist,  auf  eine  Strecke,  oder  auf  eine  Punctgrösse  mit  einem 
jener  Gewichtssumme  gleichen  Gewichte  reducirbar  ist.  Auch  folgt 
dasselbe  schon  daraus,  dass  eine  Strecke  sich  als  eine  Summe  zweier 
Punctgrössen,   deren  Gedieh tssumme  null  ist,  ausdrücken  lässt,   wie 

aKL  =  aXL  —  aXK, 

und  dass  man  daher  eine  Summe  von  Strecken  und  Punctgrössen 
als  eine  Summe  von  Punctgrössen  allein  darstellen  kann,  deren  Ge- 
wichtssumme von  der  der  Punctgrössen  in  der  ersteren  Summe  nicht 
verschieden  ist. 


624 


Von  Grössen  zweiter  Stufe. 


§.  13.  Eine  Grösse  zweiter  Stufe,  d.  i.  ein  inneres  Product 
zweier  Liuicn  (§.  10),  ist  entweder  ein  inneres  Product  zweier  Strecken, 
also  eine  bestimmte  Zahl  von  Flächeneinheiten,  oder  ein  inneres 
Product  aus  einer  Strecke  in  eine  PimctgröBBe,  wie  AB  X.  XC. 
oder  ein  inneres  Product  zweier  Punctgrössen,  wie  XA  X  XB.  Es 
ist  aber  (§.  S) 

ABxXO={  {XC+  AB}'  —  i(XC— ^ß)*, 
und  wenn  man  an  C  zwei  Linien  CE  =  AB  und  CD  ^  —  AB  ^  BA 
eet2t,  so  dass  C  der  Mittelpunct  einer  mit  AB  gleichgerichteten  und 
doppelt  so  langen  Linie  Z>£  wird: 

ABXXC  =  {{XC+CE)*  —  \{XC+CDi^  =  ^XE^^iXD*. 
Femer  ist : 

XAXXB  =  ^{XA+  XB)'  —  {{XB^  XA)'  =  XM>  —  ^AB--. 
wenn  M  den  Mittelpunct  Ton  AB  bezeichnet  (§.  9). 

Man  ersieht  hieraus,  wie  eine  Summe  von  Grossen  zweiter  Stufe 
stets  als  eine  Summe  von  inneren  Streckenproducten  und  von  Qua- 
draten von  Punctgrössen  darstellbar  ist. 

§.  14.  Hiernach,  —  und  weil  einer  Summe  von  inneren 
Streckenproducten,  als  einer  Summe  von  Zahlen  von  Flächenein- 
heiten, ein  einziges  inneres  Streckenproduct  substituirt  werden  kann. 
—  wird  eine  Gleichung,  in  welcher  jedes  Glied  eine  Grösse  zweiter 
Stufe  ist,  stets  unter  die  Form 

1)  ^■\-^aXA^  =  0 

gebracht  werden  können,  wo  J  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet. 
Um  die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  einer  solchen  Gleichung 
zu  finden,  wallen  wir,  wie  in  §.  10  bei  Gleichungen  erster  Stufe,  den 
willkürlich  zu  bestimmenden  Punct  0  einführen  und  OA — OX 
statt  XA  schreiben;  hierdurch  wird  die  Gleichung; 

J  -\-IaOA'  —  '2{:iaOA)X  OX  +  ^aOX'  =  0. 
Soll   diese  für  jeden  Ort  von  X  Gültigkeit  haben,   so   muss   sie 
erstens  noch  bestehen,  wenn  X  mit  O  zusammenfällt;  es  muss  folg- 
lich sein 

J  +  ^aOA'  =  0, 
und  nächstdem 

2)  2(^aO^)x  OX  —  IaOX'  =  0. 
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Aus  letzterer  Gleichung  können  wir  aber  hier  nicht,  wie  in  der 

Algebra,    schliessen,    dass    von   den    zwei  Factoren   des  zur  Linken 

Stehenden 

2{SaOA)  —  2aOX    und    OX 

wenigstens  einer  null  sein  müsse,  indem  das  innere  Product  aus 
ihnen  auch  dann  null  ist,  wenn  die  zwei  Linien,  welche  sie  aus- 
drücken, einen  rechten  Winkel  mit  einander  machen  (§.  7).  Um 
dieser  Zweideutigkeit  auszuweichen,  wollen  wir  den  Ort  von  X  der- 
gestalt wählen,  dass  die  Linie  OX  auf  der  Strecke  2aOAj  falls 
diese  nicht  null  sein  sollte,  perpendicular  steht.  Hierdurch  wird  in 
2)  das  erste  Glied  zur  Linken  gleich  0,  und  es  muss,  damit  diese 
Gleichung  auch  für  einen  also  gewählten  Ort  von  X  richtig  bleibe, 
2aOX*  =  Oj  folglich  jedenfalls   ^«  =  0  sein.     Sie   selbst  reducirt 

sich  damit  auf 

2{2aOA)X  OX  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Ort  von  X  nur  dann  und  dann 
immer  besteht,  wenn  2a  OA  =  0  ist. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die 
Richtigkeit  von  1)  sind  demnach: 

a)  J  +  2aOA^  =  0, 

b)  -2a  =  0, 

c)  2aOA  =  0. 

Statt  h)  und  c)  kann  man  aber  die  einzige  Gleichung 

2aXA  =  0 

setzen,  als  für  deren  Richtigkeit  b)  und  c)  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  sind  (§.  10). 

Die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  1)  sind 
daher  erstens  die  Gleichung  a)  oder  die  Bedingung,  dass  1)  noch 
besteht,  wenn  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt  wird;  und  zwei- 
tens, dass  die  Summe  2aXA,  welche  die  Mittelgrösse  von 
^-{-2aXA*  genannt  wird,  null  ist. 

§.  15.  Ehe  yrir  weiter  gehen,  wird  es  gut  sein,  den  neuen 
BegriflF  der  Mittelgrösse  etwas  näher  ins  Auge  zu  fassen.  Nach  der 
eben  aufgestellten  Definition  der  Mittelgrösse  von  J-^-^aXA*  ist 
die  Mittelgrösse  von  Jj  d.  i.  von  einem  inneren  Streckenproducte, 
null.     Weil  ferner  (§.  13) 

ABX  XC  =  \{XC+AB)^  —  \(XC—AB)\ 
und 

XAXXB=  X3P  —  \AB*, 

Möbius  Werke  I.  40 


■wo  M  der  Mittelpunct  von  AB,  so   ist  von  ABx  XC  ^e  Mittel- 
grosse 

=  ^{XC+AB)  —  \{XC—AB]  =  {AB, 

und  von  XA  X  XB  die  MittelgrÖsse  gleich  XM. 

Hieniacli  lässt  sich  von  einer  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe, 
ohne  dieselbe  vorher  in  die  Form  J-\-2aXA*  umgewandelt  zu 
haben,  die  MittelgrösBe  als  die  Summe  der  Mittelgrössen  der  ein- 
zelnen Glieder  jener  Summe  unmittelbar  angeben. 

AnmerhuDg.  Man  könnte  die  Mitt«lgTö3ge  einer  anderen  gegebenen 
Grösse  auch  folgendergcstalt  definiien.  —  Angenommen,  daaa  JT'  irgend  ein 
dem  X  unendlich  nahe  liegender  Punct  ist,  ao  wird  durch  den  Ueber^ng  des 
X  in  S'  die  gegebene  Grösse  um  ein  unendlich  Weniges  ihren  Werlh  dJidem. 
Diese  Aenderung  ISast  sich  ab  ein  inneres  Product  darstellen,  von  welchem 
die  unendlich  kleine  Linie  X'X  der  eine  Factor  ist.  Der  andere  Fnctur,  halb 
genommen,  heisst  die  Mittelgrösse  der  gegebenen. 
So  ist  von  AB  x  XC  die  Aenderung 

=  ABx.  X'C  ~ABxXC  =  ABx  X'X, 
und  daher  \AB  die  Mittelgrösse  von  ABxXC. 
Femer  ist  von  XAxXB  die  Aenderung 

=  I.\'.Y  +  XA)  X  {X'X  +  XB)  ~  XAx  XB 
=  X'X  X  [SA  4-  XB]  +  X'X': 
also,  nach  Weglassung  des  gegen  das  erste  unendlich  klünen  meiien  Gliede*, 
die  Mittelgrösse  von  XA  x  XB. 

=  iXA  +  XBi  =  X3f. 
L  Eben  so  findet  sich  die  Miitelgtöise  von  XA',  =  XA ;    von  XA ,  =  J ; 


§.  16.  Der  in  §.  14  erhaltene  Satz  lässt  sieh  auch  folgender- 
gestalt  ausdrücken:  zwei  Summen  von  Grossen  zweiter  Stufe  sind 
nur  dann  und  dann  immer  einander  gleich,  wenn  Gleichheit  z^vischen 
ihnen  besteht,  sobald  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt  ivird,  und 
wenn  die  Mittelgrössen  beider  Summen  einander  gleich  sind ;  —  ein 
Satz,  der  übrigens  wörtlich  auch  für  zwei  Summen  von  Grössen 
erster  Stufe  gilt,  indem  die  Mittelgrösse  einer  solchen  Summe  nach 
der  in  voriger  Anmerkung  gegebenen  Definition  die  halbe  Summe 
der  Gewichte  der  in  ersterer  Summe  enthaltenen  Punctgrössen  ist. 

Mittelst  dieses  Criteriums  der  Gleichheit  kann  man  von  einer 
gegebenen  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe,  welche  wie  im  Vorigen 
durch  ^  -\~  SttXA*  ausgedrückt  werde,  die  Reduction  auf  die  ein- 
fachste Form  sehr  leicht  bewerkstelligen.  Unterscheiden  wir  die 
drei  hierbei  allein  möglichen  Fälle  (§.  11),  jenachdem  die  Mittel- 
grösse —  aXA  der  gegebenen  Summe  entweder  gleich  0,  oder  gleich 
einer  Strecke  /c,   oder  gleich  einer  PunctgrÖsse  ;uXj1/ ist,   und   be- 
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zeichnen  wir  der  Kürze   willen  die  Summe  J  +  J^clXÄ^^  als   eine 
von  X  abhängige  Grösse,  mit  [X];   also   auch  J  +  2ciOÄ^  mit  [0]. 
Im  ersten  Falle  ist 

a)  [X]  =  [0], 

d.  h.  gleich  einem  inneren  Streckenproducte.  Denn  diese  Gleichung 
bleibt  richtig,  wenn  statt  X  der  bestimmte  Punct  0  gesetzt  wird. 
Ferner  ist  die  Mittelgrösse  der  linken  Seite  der  Gleichung  gleich  0 
nach  der  Voraussetzung;  die  der  rechten  Seite  ist  es,  weil  die  rechte 
von  X  unabhängig  ist.  Es  sind  daher  auch  die  Mittelgrössen  beider 
Seiten  einander  gleich;  folglich  u.  s.  w. 

Im  zweiten  Falle  wird  man  setzen  können: 

l)  [X]  =  2ixXiV. 

Denn  das  innere  Product  kx  ONy  in  welchem  k  eine  gegebene 
Strecke  und  0  ein  bestimmter  Punct  ist,  kann  nach  verschiedener 
Annahme  des  Punctes  N  alle  möglichen  Werthe  erhalten.  Es  wird 
daher  immer  N  so  bestimmt  werden  können,  dass 

[0]  =  2kxOK 

Hierdurch  geschieht  der  ersten  Bedingung  für  die  durch  b)  ausge- 
drückte  Gleichheit  Genüge.  Es  wird  aber  auch  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt,  weil  die  Mittelgrösse  der  einen,  wie  der  anderen 
Seite  von  J),  gleich  k  ist. 

Ist  endlich  drittens  die  Mittelgrösse  der  gegebenen  Summen 
gleich  fiXMj  so  setze  man,  damit  auf  beiden  Seiten  die  Mittel- 
grössen einander  gleich  werden: 

WO  r  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet,  dessen  Werth  wegen 
der  übrigen  noch  zu  erfüllenden  Bedingung  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  Gleichheit  noch  herrscht,  wenn  statt  X  ein  bestimmter  Punct  O 
gesetzt  wird,  und  woraus 

r  =  — [Ol— 03/* 

folgt.  —  Eine  Summe  von  Grrössen  zweiter  Stufe  lässt  sich  daher, 
jenachdem  ihre  Mittelgrösse  entweder  null,  oder  eine  Strecke,  oder 
eine  Punctgrösse  ist,  auf  ein  inneres  Streckenproduct,  oder  auf  ein 
inneres  Product  einer  Strecke  in  eine  Punctgrösse,  oder  auf  die 
Summe  eines  Punctquadrates  und  eines  inneren  Streckenproductes 
reduciren. 

§.  17.  Zusätze  und  Erläuterungen.  1)  Die  Bedingung 
2aXA  =  Oy  welche  für  den  ersten  der  drei  jetzt  betrachteten  Fälle 
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stattiindet,  drückt  aus,  dass  von  den  Puncten  A,  A',  . . .  mit  den  an 
ihnen  angebrachten  Gewichten  a,  «',  ...  jeder  der  Schwerpunct  der 
jedesmal  übrigen  ist*).  Wird  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  zufolge 
a]  die  Summe  [X],  folglich  auch  2a XA*,  von  X  unabhängig;  d.h. 
die  Summe  der  mit  den  respectiven  Gewichten  multipUcirten  Qua- 
drate der  Entfernungen  der  Puncte  A,  A',  ...  von  einem  und  dem- 
selben Puncte  X  ist  für  jeden  Ort  von  X  von  gleicher  Grösse.  — 
Mehrere  aus  diesem  schon  früher  bekannten  merkwüid^en  Satze 
von  mir  abgeleitete  Folgerungen  tindel  man  in  CreUe's  Journal  für 
Mathematik,  Hand  26,  Seite  26. 

2)  Im  zweiten  Falle,  wo  die  Mittelgrösse  von  [X]  eine  Strecke  & 
ist,  war  ein  Punct  N  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

[0]  =  1kx  ON 
befriedigt  wurde.    Dieses  kann  aber  auf  unzählige  Weisen  geschehen. 
Dean  für  einen  von  N  verschiedenen  Pnnct  iV,  ivird  gleicbfalla 

[0]  =  2Ä  X  OJV, 
sein,  wenn 

k-xON.—kX  ON=0, 
ä.  l 

k  X  -WJV,  =  0 

ist,  also  wenn  die  Linie  NN^  gegen  die  Strecke  k  eine  perpendicu- 
lare  Lage  hat  (§.  7),  oder,  anders  ausgedrückt;  wenn  A',  mit  .V  in 
einer  und  derselben  die  Strecke  k  rechtwinklig  schneidenden  Ebene 
liegt. 

Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  der  Werth  des  Productes  aus  einer 
Strecke  in  eine  PunctgrÖsse,  wie  Ax  XN,  bei  Aenderung  des  Ortes  JV 
der  letzteren  dann  und  nur  dann  sich  nicht  ändert,  wenn  der  neue 
Punct  N^  in  einer  durch  JV  gelegten,  die  Strecke  h  rechtwinklig 
schneidenden  Ebene  enthalten  ist.  Denn  für  jeden  Punct  N,  dieser 
Ebene,  und  für  keinen  anderen,  ist  die  Projection  von  XN^  auf  k 
von  der  nämlichen  Grösse  (§.  5).  Man  nennt  deshalb  das  Froduct 
aus  einer  Strecke  in  eine  PunctgrÖsse  eine  Plangrösse,  und  die 
durch  die  Richtung  der  Strecke  und  den  Ort  der  PunctgrÖsse  auf 
gedachte  Weise  bestimmte  Ebene  die  Factorenfläche  der  Plan- 
grösse. 

"1  Denn  weil,  wenn  laXA  =  0,  immer  auch  Ia=xfi  und  daher 

iat  (§.  II],  so  ist  eratere  Gleichung  unter  anderen  identisch  mit 

a'XA'+a"XA"  +  ...  —  —  aXA  =  (o'+ o" -(-...)  J^, 
wonach  A  der  Schwerpunct  der  in  A',  A",  ...  befindlichen  Gewichte  «',  a",  ...  i*t. 
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3)  Bei  dem  dritten  Falle,  wo  [X]  auf  die  ju fache  Summe  eines 
inneren  Streckenproductes  F  und  eines  Punctquadrates  XM*  redu- 
cirbar  ist,  sind  zwei  Unterfälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  das 
Streckenproduct  F  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  es  negativ,  so  lässt  sich  die  Summe  XJIf*+  F  auf  ein  ein- 
ziges Glied  zurückführen.  Man  ziehe  nämlich  durch  M  eine  Linie 
nach  beliebiger  Bichtung  und  bestimme  darin  zwei  von  M  nach 
entgegengesetzten  Bichtungen  gleichweit  entfernte  Puncte  K  und  L 

so,  dass 

MK*  =  MU  =  —  r; 
hierdurch  wird 

X3/«  +  r  =  [XM+  MK)  X  [XM—  MK) 

=  [XM+MK)X[XM  +  ML)  =  XKX  XL, 

und  folglich 

[x]  =  /ixjrxxi 

gleich  dem  ju  fachen  des  inneren  Productes  zweier  Punctgrössen,  deren 
Oerter  K  und  L  aus  M  und  F  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

jri«=  — 4r, 

und  KL  von  M  halbirt  wird,  oder  mit  anderen  Worten:  dass  K 
und  L  die  zwei  Endpuncte  irgend  eines  Durchmessers  einer  Kugel 
sind,  deren  Halbmesser  gleich  V  —  F  und  deren  Mittelpunct  M  ist. 
Wie  man  hieraus  zugleich  ersieht,  besitzt  das  Product  zweier  Punct- 
grössen XKX  XL  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  es  unge- 
ändert  bleibt,  wenn  statt  K  und  L  die  Endpuncte  irgend  eines 
anderen  Durchmessers  der  um  KL  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kugel  gesetzt  werden.  Es  wird  aus  diesem  Grunde  das  innere 
Product  zweier  Punctgrössen  eine  Kugelgrösse,  und  die  Fläche 
der  Kugel  die  Factorenfläche  der  Kugelgrösse  genannt.  Die 
Mittelgrösse  der  letzteren  ist  XM  oder  die  Punctgrösse,  welche  zu 
ihrem  Orte  der  Kugel  Mittelpunct  hat. 

Ist  F  positiv,  so  wird  der  Halbmesser  der  Kugel  imaginär. 
Untersuchen  wir  daher,  ob  sich  nicht  in  diesem  Falle  die  Summe 
XM^  +  F  an  eine  Kugel  knüpfen  lässt,  welche  gleichfalls  M  zum 
Mittelpuncte  und  einen  Halbmesser  hat,  dessen  Quadrat  gleich  F  ist. 
In  der  That  findet  sich,  wenn  K  und  L  die  Endpuncte  irgend  eines 
Durchmessers  dieser  Kugel  bezeichnen: 

X  jf « +  r  =  XM^  +  MK^ 

=  l(X3f  +  MK)*  4-  ^(XJIf  —  MK)* 
=  1  (XM+  MK)*  +  1{XM+  ML)* 
=  \XK*  +  \XL*. 
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Die  Summe  tier  Quadrate  zweier  Punctgrossen  1(XÄ^  +  XU) 
besitzt  hiernach  dieselbe  Eigenschaft,  wie  das  innere  Product  dieser 
Grössen  XA'X  XL,  und  wird  deshalb  gleichfalls  eine  Kugel- 
grosse  genannt.  Auch  ist  wie  vorhin  der  Ort  ihrer  Mittelgrösse 
der  Kugel  Mittelpunct,     Die  Summe  [X]  aber  wird  gleich 

4)  Nach  diesem  allen  können  wir  das  am  Schlüsse  des  vorigen 
§,  gewonnene  Resultat  kurz  also  aussprechen:  Jenachdem  Ton  einer 
Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe  die  Mittelgrösse  null,  oder  eine 
Strecke,  oder  eine  PunctgrÖsse  ist,  ist  die  Summe  selbst  ein  inneres 
Streckenproduct,  oder  eine  PlangrÖsse,  oder  eine  Kugelgrösse. 

§.  18.  Wir  haben  im  vorigen  §.  Bedingungen  kennen  gelernt, 
unter  denen  die  Functionen  von  Punctgrossen  XKx  XL  und 
XK*-\-XL*  bei  Aenderung  der  Oerter  ihrer  Puncte  A' und  L  un- 
verändert bleiben.  Es  lässt  sich  leicht  darthun,  dass  jene  Bedin- 
gungen zugleich  die  einzigen  sind,  unter  denen  die  bemerkten 
Functionen  ihre  Werthe  unverändert  behalten. 

Denn  soll  XA'X  XL  sich  nicht  ändern,  wenn  statt  K,  L  die 
Puncte  F,  G  gesetzt  werden,  soll  abo  die  Gleichung 

XKX  XL  =  XFX  XO 
bestehen,   so  müssen   (§.  16)  erstens  die  Mittelgrüsaen  beider   Seiten 
einander  gleich  sein,  alflo  (§.  15)  XM^  XH,   wenn  M  und  H  die 
Miltclpuncte  von  KL  und  FG  bezeichnen.     Hieraus  folgt 

XM~  XJ/=  HM=  0, 
d.  h.  die  Mittelpuncte  von  KL  und  FG  müssen  zusammenfallen. 
Die  zweite  noch  zu  erfüllende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Glei- 
chung ist  ihre  Richtigkeit,  wenn  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt 
wird.  Nehmen  wir  als  solchen  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  M 
der  Linien  KL  und  FG,  so  findet  sich,  weil  —  MK=  ML  =  \KL 
und  ~MF=  MG  =  \FG  ist:  KL*  =  FG\  d.  h.  KL  und  FG 
müssen  gleich  lang  sein.  Zum  Bestehen  der  Gleichung  ist  es  daher 
nicht  allein  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig,  dass  KL  und 
FG  Durchmesser  einer  und  derselben  Kugel  sind. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  die  nämliche   Bedingung 
als  hinreichend  und  nothwendig  für  das  Bestehen  der  Gleichung 
XK*  +  XL^  =  XF'-t-XG'. 

Denn  hieraus  folgt  die  zwischen  den  Mittelgrössen  zu  erfüllende 
Gleichung 

X.ff-|-XZ,=  XF+XG, 
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d.  i.  XM=  XHj  wo  31  und  H  die  vorige  Bedeutung  haben.  Wie 
vorhin  müssen  daher  KL  und  FG  einen  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punct  haben,  und  es  kommt,  wenn  man  diesen  Punct  in  der  crsteren 
Gleichung  für  X  substituirt :  JTi*  =  FG* ;  folglich  u.  s.  w. 

Als  Zugabe  zu  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  noch  zu.  ermitteln  suchen, 
wie  überhaupt  bei  der  Summe  zweier  Punctquadrate  mit  beliebigen  Coeffi- 
cienten,  wie  aXA*-^  ßXB^,  die  Puncte  A  und  B  geändert  werden  können, 
ohne  dass  sich  die  Summe  selbst  ändert.  —  Soll,  wenn  man  A  und  ^  in  C 
und  D  verwandelt,  noch  sein: 

a)  aXA*  +  ßXB*  =  aXC*  +  ßXD', 

so  muss  zuvörderst  die  Gleichung  zwischen  den  Mittelgrössen  beider  Summen 

aXA  +  ßXB  «  aXC  +  ßXD 

bestehen.  Mit  Ausschliessung  des  Falles ,  wenn  a  -{-  ß  ^  0  ist',  und  wo  die 
Summen  in  a]  Plangrössen  werden   (§.  13  und  §.  17,  2),  kann  man  aber  setzen 

(§.11): 

aXA-{-ßXB^  {a  +  ß]XM, 

also  auch 

aXC  +  ßXD^  {a  +  ß:XM. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  X  mit  M  zusammenfallen  lässt : 

b)  aMA-j-ßMB^O, 

c)  aMC  +  ßMD^O, 

Weil  nach  b)  die  Linien  JUA  und  MB  einerlei  oder  entgegengesetzte  Rich- 
tungen haben  (§.  1) ,  so  muss  31  ein  Punct  der  Geraden  AB,  und  eben  so 
nach  c]  ein  Punct  der  Geraden  CD  sein.  Beide  Gerade  müssen  sich  daher 
in  einem  Puncte  M  schneiden,  und  dieses  so,  dass 

d)    AM  .  MB  i  AB^  CM  :  MB  :  CD^ß  .aia  +  ß\ 

oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  der  Schwerpunct  der  Gewichte  a  und  ß,  mögen 
diese  in  A  und  B^  oder  in  C  und  D  angebracht  werden,  muss  ein  und  der- 
selbe Punct  M  sein. 

Zweitens  muss  die  Gleichung  richtig  sein,  welche  aus  a)  hervorgeht,  wenn 
statt  X  ein  bestimmter  Punct,  er  sei  M,  gesetzt  wird,  also  die  Gleichung: 

aMA^  +  ßMB*  =  aMC*-hßMD\ 

Substituirt  man  hierin  für  MB  und  MD  ihre  aus  b)  und  c)  fiiessenden  Werthe, 

80  kommt 

MA^  =  3IC\ 
mithin  auch 

MB^  =  3/2)*  und  AB*  ^  CD\ 

wegen  der  Proportion  cTy.    Dies  führt  uns  zu  folgendem  Resultate: 

Man  theile  die  Linie  .^^^  in  ilf  nach  dem  Verhältnisse  ß  :  a  und  be- 
schreibe um  M  als  Mittelpunct  mit  MA  und  MB  als  Halbmessern  zwei 
Kugelflächen;  und  es  wird  die  Summe  aXA*  -\- ßXB*  bei  Aenderung  der 
Oerter  von  A  und  B  dann  und  nur  dann  ungeändert  bleiben,  wenn  die  neuen 
Oerter  C  und  D  eben  so,  wie  A  und  B  selbst,  die  Durchschnitte  einer  be- 
liebig durch  M  gelegten  Geraden  mit  der  ersten  und  zweiten  Kugelfiäche 
sind;  nur  müssen,  je  nachdem  das  Verhältniss  ß  :  a  positiv  oder  negativ  ist, 
und  daher  A  und  B  auf  verschiedenen  oder  einerlei  Seiten  von  M  liegen, 
dieselbe  Lage  gegen  M  auch  C  und  D  haben. 


DöS  Ute  OriBsmaan'sche  Lehre 

§.  19.  Der  in  §-  16  be^viesene  Satz,  die  Reduction  einer  Summe 
von  Grössen  zweiter  Stufe  betreffend,  bätte  aucb  auf  übniiche  "Weise, 
wie  der  entsprechende  Satz  für  Grössen  erster  Stufe  in  §.  1 1  und  1 2, 
und  somit  auf  einem  mehr  directen  Wege  dai^ethan  werden  können. 
Ich  halte  es  jedoch  für  überflüssig,  bei  der  hierzu  nothigen  Rech- 
nung mich  aufzuhalten,  und  will  nur  noch  zeigen,  irie  die  Reduction 
einer  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe  in  den  einfacheren  Fällen 
unmittelbar  ausgeführt  werden  kann, 

1)  Die  Summe  einer  Plangrösse,  wie  AB  X  XC,  und  eines 
inneren  Streckenproductes  ist  auf  eine  Plangrösse  reducirbar.  —  Denn 
das  innere  Streckenproduct  kann  man  gleich  AB  X  CD  setzen,  als 
welches  Product  nach  der  verschiedenen  Annahme  von  D  jedweden 
Werth  haben  kann.     Hierdurch  aber  wird  die  Summe 

=  ABX  XC+  ABxCD^ABX  XD. 

2)  Die  Summe  zweier  und  folglich  auch  mehrerer  Plangrössen 
ist  auf  eine  Plangröäse  reducirbar.  —  Denn  die  Summe 

S)  ABXXF  +  DExXG 

wird,  wenn  man  an  B  eine  Linie  BC,  gleich  DE,  setzt, 
=  ABxXF-\-  BC{XF-\-FG) 
=  ACx  XF+  BCXFG 
gleich  einer  Plangrösse,  nach  vorigem  Satze. 

Die  Summation  zweier  Plangrössen  läsBt  sich  auch  noch  auf 
folgende  etwas  einfachere  Weise  bewerkstelligen.  Weil,  wenn  AB 
der  Streckcnfactor  und  L  irgend  ein  Punct  der  Factorenfläche  einer 
Plangrösse  ist,  letztere  selbst  AB  X  XL  ist,  so  erhält  man  als  die 
Summe  zweier  Plangrössen,  wenn  AB  und  DE  deren  Strecken- 
factoren und  L  ein  den  Factorenflächen  beider  gemeinschaftlicher 
Punct,  also  irgend  ein  Punct  in  der  Durchschnittslinie  beider 
Flächen  ist, 

ABXXL+  DEX  XL,     =(AB  +  DE)X  XL  =  ACX  XL, 
wenn  man,  wie  vorhin,  BC^  DE  macht. 

Nur   in    dem   Falle,    wenn    die    zwei    Factorenflächen    einander 
parallel  sind,   leidet  dieses  Summationsverfahren   keine  Anwendung. 
Alsdann  sind  aber  auch  die  zwei  auf  ihnen  perpendicularen  Strecken- 
factoren AB  und  DE  einander  parallel,  und  mau  kann  daher  (§.  1) 
DE^  aAB  setzen.     Hierdurch  wird  die  Summe  S) 
=  ABXXF+  aABx  XG 
=  AB  X  {XF  -h  aXG]  =  {\  +  a)AB  X  XH, 
also  gleich  einer  Plangrösse,  wenn  man  (§.  11) 

XF-i-aXG  =  (H-a)Xfi" 
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setzt.     Lässt  man  hierin  X  mit  G  zusammenfallen,  so  kommt: 

GF=[\+a)GH, 

und  es  ist  daher  der  Punct  H  in  der  Geraden  FG  so  zu  bestimmen, 
dass  man 

GH=:r^GF 

1  +  a 

macht. 

3)  Die  Summe  von  Punctquadraten  aX-4*,  a'X-4'*,  ...,  deren 
Coefficienten  a,  a',  ...  Null  zur  Summe  haben,  lässt  sich  auf  eine 
Plangrösse  reduciren.  Denn  sei  0  ein  beliebig  bestimmter  Punct, 
so  ist 

wegen  2a  =  0,   und  daher 
2aXA^  =  2a[XA^  —  XO*)  =  2a{XA  +  XO)X  {XA—X 0). 

Es  ist  aber,    wenn  Jf,  JtT,  ...   die  Mittelpuncte  von  OAj  0A\  ... 

bedeuten: 

XA+X0=2XM,     XA'+X0=2XM', 

u.  s.  w.;  hiermit  wird 

2aXA^  =  22aOAX  XM, 

d.  i.  gleich  einer  Summe  von  Plangrössen,  gleich  einer  einzigen 
Plangrösse  nach  2). 

4)  Weü 

X3/=  OM—OX, 

so  kann  man  die  letzterhaltene  Gleichung  auch  schreiben: 
2aXA*  =  22aOA  X  OM—  20X  X  2aOA. 
Ist  daher  nicht  allein  2a ,   sondern  auch  2a  OA  null,   so  wird 

2aXA^  =  22aOAx  OM] 
d.  h.  eine  Summe  von  Punctquadraten  2a  OA*  lässt  sich,  wenn  ihre 
Mittelgrösse  2a XA  null  ist   (als   woraus  2aOA=z  0  und  2a  =  0 
folgt),  auf  ein  inneres  Streckenproduct  reduciren. 

5)  Ist  2a  nicht  null,  so  Avird  nach  3): 

2aXA*  =  2a{XA*  —  X0*)  +  2aX0* 
=  22a0A  X  XM+  2aX0* 

gleich  einer  Plangrösse  plus  einem  Punctquadrate.  Diese  Summe 
lässt  sich  aber,  auf  ähnliche  Art,  wie  2az  +  x'^  in  (x  +  a)*  —  a*,  in 
die  Summe  eines  Punctquadrates  und  eines  inneren  Streckenproductes 
umwandeln.  Auf  eine  solche  Summe  ist  folglich  eine  Summe  von 
Punctquadraten,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  der  letzteren 
nicht  null  ist,  stets  reducirbar.     Vergl.  §.  16. 


In  der  Anmerkung  i 
erwähnt  geblieben. 

Vergl,  die  Anmerkung  auf  p.  S  dieses  Bondei. 

Die  Un Vollkommenheit   der   A^ehra   würde  lich   darin   Beigen,    dus   die 
Algebra  Unmöglicheg  verfolgte,  Mögliches  nioht  leistete. 
Die   Anmerkung  beginnt   im   Original   mit  den  Worten:    lAlle  kitumii«) 
Flächen  theilen  sieh'  u.  s.  w. 

wird  ala  Bntdeclier  des  berühmten  Satses,  den  man  jotit  den  Paactl'schen 
SaW  zu  nennen  gewöhnt  ist,  Robert  Simson  [1735]  genannt.  Derselbe 
Satz  steht  bei  Carnot  0£om.  de  poiition  1803  no.  398  ohne  Angabe 
r  Quelle.  Brianchon,  der  ISOS  auf  diesen  Satz  Heine  Theorie  der 
Pole  an  Kegelschnitten  gründete  ;Jouraal  de  l'Ecole  poljft  Cah.  13;. 
beruft  sich  auf  Oamot;  erst  spSter  1^17  in  seinem  Memoire  sur  les  llgnes 
du  2.  ordre  no,  XUI  giebt  er  Pascal  als  Entdecker  des  Satxes  an  auf 
Grund  eines  ZeugnisRCS  von  Leibniz.  PaBcal's  Arbeiten  Ober  die 
Kegehohnitte  kannte  man  n&mlich  früher  hauptsächlich  aus  dem  Berieht, 
welchen  Leibniz  Ober  den  ihm  vorgelegten  geomctiisehen  Nachlaas  Paieal'« 

I  Brief  an  Perier  1676  August  3(i  erstattet  hatte. 
Bericht  wird  "lliexagramme  mystique  mit  seinen  merkwürdigen  Eigen- 
schaftcD«  ohne  nähere  Angabe  erwiihnt.  Pnseal'e  Eaiais  pour  les  Coni- 
ques,  ein  kuner  früh  verfaaster  an  Desargues  anknüpfender  Aufsatit 
wieder  herausgegeben  von  Boasut  1779,  enthält  Entwürfe  ohne  Beweis, 
aber  nicht  den  Pascal'schen  Satz. 

p.  SlOff.  Der  Ausdruck   'Richtung  der  Eraft°   wird  hier  mehrmal  gebraucht  für 
"Gerade  der  Kraft.. 

p.  601.     Der  Ausdruck   °Strecke<',    den   man    hier    vermissen    könnte,    war    von 
Steiner  1S33  Oeom.  Conatr.  g.  6  gebraucht  worden. 


D  ßrsitkopr  l  Ulrtel  in  Leipii|[. 
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